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ZUR THEORIE DER LINEAREN GLEICHUNGEN. 
E. STUDY 


in Bonn. 


Die Determinantentheorie liefert die Auflösung eines Systems linearer Glei- 
chungen nicht immer in zweckmässiger Form. Ein geläufiges Beispiel dafür bildet 
das Multiplikationstheorem der Quaternionen, 








I r ! r "n 
EN — ER s m OC ES Ce = dee 
I I ! r 
Qc, + a@,0,+ 65;€4— 0,045, —= 2, 
ens Us 2 Ve ET 
Oto Go SS EA GU OUI | Co Loy 


I ! I ! 
Qs + Asa + 0105— (0 ,—a 5. 


Fasst man dieses häufig auftretende Formelsystem als ein System von Glei- 
chungen für die Unbekannten «'; oder «x, so wird die zugehörige Determinante 
in beiden Fallen das Quadrat eines Ausdrucks, der von den Koeffizienten der Un- 
bekannten rational abhängt, nämlich das Quadrat der Norm der Quaternion c 
oder a’, d 

Nate; + ai + ai to, 


7 ! 2 2 2 
No) —a Porto. 


Ein Faktor Na oder Ne’ geht dann auch in die Zähler der Determinanten- 
ausdrücke für die Unbekannten ein, und erst nach Wegschaffung dieses über- 
flüssigen und sehr stórenden Faktors erhält man die Lésung, falls sie existiert, 
in brauchbarer Form — eben der, die in der Quaternionenrechnung überall an- 
gewendet wird. 

Die Beseitigung des fremden Faktors bietet nun zwar in diesem Falle noch 
keine Schwierigkeit. Indessen sind Vorkommnisse derart sehr häufig, ja sie 
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bilden in der Lehre von den sogenannten hóheren komplexen Gróssen, d. h. in 
der Theorie gewisser Transformationsgruppen, die Regel. Man kennt aber keine 
praktikabele Methode, die Zerlegung einer beliebigen ganzen rationalen Funktion 
in ihre irreduzibelen Faktoren zu bewirken, oder die mehreren solchen Funk- 
tionen gemeinsamen Teiler zu bestimmen, und es ist auch nicht anzunehmen, dass 
es eine solche Methode gibt. Die Theorie des grössten gemeinsamen Teilers 
führt zu unüberwindlichen Schwierigkeiten wohl in allen Fallen, die ein selb- 
ständiges Interesse haben, nämlich nicht zur Erläuterung der Theorie schul- 
mässig zurechtgeschnitten sind. Daher bedarf die Lehre von der Auflósung linea- 
rer Gleichungen einer Weiterbildung in besonderen Richtungen, wobei natürlich 
die Mannigfaltigkeit der Móglichkeiten zu Beschränkungen nóthigen wird. Einige 
solche Fortsetzungen der allgemeinen Theorie liegen auch schon vor, so die Auf- 
lósungstheorie von Gleichungen mit schief-symmetrischer Determinante. 

In der folgenden Untersuchung werden namentlich gewisse Systeme von 
4m linearen Gleichungen mit 4m Unbekannten behandelt, Systeme die übrigens 
denselben Grad von Allgemeinheit haben wie irgend welche Systeme von 2m 
Gleichungen mit 2m Unbekannten. Die Gleichungen selbst, sowie ihre Koeffi- 
zienten und Unbekannten sind zu vieren zusammengefasst, derart, dass m »sym- 
bolische» Gleichungen der Form 


U en 
Mos x, = konst., oder > §;ai, = konst. 


k i 


entstehen, in denen die Koeffizienten wie die Unbekannten Quaternionen oder 
zweireihige Matrices sind. Die Unbekannten stehen immer auf derselben Seite der 
Koeffizienten. 

Gleichungen oder Gleichungssysteme ähnlicher Form kann man offenbar in 
jedem System hóherer komplexer Gróssen bilden; von einigen weniger lohnenden 
Beispielen abgesehen, ist es mir aber nur im bezeichneten Falle gelungen, 
eine brauchbare Lösungstheorie zu entwickeln. In dieser vertritt die Stelle der 
Determinante eine hier \/ (Nabla) genannte Funktion, die Quadratwurzel aus 
der Determinante der 4m Gleichungen ist, die selbst als Determinante vom Grade 
2m aufgefasst werden kann, mit der aber auf ähnliche Weise gerechnet wird, wie 
mil Determinanten vom Grade m. Im Falle m — 1 reduziert sich \/ auf die Norm 
einer Quaternion, oder auf die Determinante einer zweireihigen Matrix. Homogene 
Gleichungen, sowie unvollständige und übervollständige Systeme von Gleichungen 
der bezeichneten Form, deren Theorie hier besondere Schwierigkeiten zu bieten 
scheint, jedenfalls ziemlich umfangreich ausfallen muss, sind ausser Betracht 


gelassen werden. 
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Meinem Kollegen I. ScHUR bin ich zu Dank verpflichtet für das Interesse, 
mit dem er die Entstehung der vorliegenden Untersuchung begleitet hat. Von 
ihm rührt der Satz her, dass (im genannten Falle der Quaternionen) die \/-Funk- 
tion nicht als Summe von Quadraten dargestellt werden kann. 

Ich hoffe, dass das Folgende behaglich zu lesen sein wird. Durch gewisse 
Umstellungen verbunden mit einer Erhöhung des vom Leser zu fordernden 
Masses von Kenntnissen würde sich gróssere Kürze haben erzielen lassen. Aber 
eine auf Kosten der Lesbarkeit zu erreichende Kürze ist schliesslich doch wohl 
der Güter hóchstes nicht. 


xs 
Quaternionen und Matrices. 


Die Regeln der Quaternionenrechnung, sowie das Rechnen mit Matrices 
(oder bilinearen Formen) setze ich als bekannt voraus, erkläre aber kurz die 
Bedeutung der Zeichen, die weiterhin gebraucht werden. 

Eine Quaternion wird nach dem Schema 


x=S2+ Vz, 


JS ML Ter Tec ases 


in einen skalaren (Sx) und einen vektoriellen Bestandteil (Va) zerlegt. Die 
Konjugierte (Sz — Va) zur Quaternion x wird gewöhnlich ebenfalls durch eine Art 
von Funktionszeichen, K, dargestellt (Kz). Da aber das Rechnen mit diesem 
Zeichen meistens sehr unbequem ist, und zu einer unübersichtlichen Schreibart 
der Formeln führt, brauche ich daneben, und zwar vorzugsweise, auch ein anderes, 
das an die übliche Bezeichnung für die Konjugierte zu einer gewóhnlichen kom- 
plexen Grósse erinnern soll. Ich schreibe nämlich 





t=Kxı=Sı—- Vr =, — 2x6 —x,e, — Tes, 


und also 


Die Norm einer Quaternion wird hiernach 


Nz—zczictaictcxjtax— XX Tax. 
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Ist Nao, was bei einer von Null verschiedenen reellen Quaternion (einer solchen 
mit reellen Koordinaten x,, %,, %,, v,) immer eintritt, so ist 


a = —e 
Nix 
Besonders in Erinnerung gebracht seien die im Folgenden viel benutzten 
Regeln: 


K(zy) = Ky. Kx — yz, S(xy) —S(ya). 


Nach der zweiten dieser Regeln kónnen im skalaren Bestandteil irgend 
eines Quaternionenprodukts die Faktoren zyklisch vertauscht werden; z. B. 


S(ayz) = S(yzx) = S(zvy). 


Die Rechnung mit solchen Quaternionen, deren Koordinaten (gewöhnliche) 
komplexe Gróssen sind, ist bekanntlich äquivalent dem Rechnen mit zweireihigen 
Matrices, deren Koeffizienten ebenfalls komplexe Grössen sind. Man erhält diesen 
schon von LAGUERRE (1867; CAYLEY 1879) gefundenen Zusammenhang durch 
Änderung der Quaternionenbasis, indem man nämlich an Stelle der Haupteinheit 
(e, — r) und der Nebeneinheten (e,, e,, e) der Quaternionen geeignete neue Ein- 
heiten einführt; wenn man (zum Beispiel) 


Cp = C1, 654, €, = l (6j; + en); & (ee); €; = 1 (ei; — £22) 
und also 
201 = Cy — 1&4, 26,, = — 1e, — €, 267 — — ie, FE, 26» — Cy tie, 


setzt. 
Die Multiplikationsregeln für die ursprünglichen Einheiten 


ee — €, 6, — €, Cyl, = 29 — Cy, Cy ly = 636, — Es, 
2 3 2 
EC) (G1 — Cos Ci 0) Ca ea 
64,6, = — €4,€; = €,, €4€, = — €,€3 — Cn, €,€, — — CnC, — Cy 


gehen dann über in die Regeln 
éijfjk — ik,  Cigek1 = 0 () <k), 


d. h. in die Multiplikationsregeln der zweireihigen Matrices 


Io) oI) 00 00) 
en —| ) ex — | e =| , en — | ) 
OI 


00 00 I 0j 
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oder auch der speziellen bilinearen Formen 


51M, 5,02, 520, 5505; 


das Eingangs aufgeführte Multiplikationstheorem für Quaternionen nimmt, wenn 


Cl = 0% +O, e, + 052, + Oye, 
rn an Chan ar 21 21 ara (Wie Be wo) 


gesetzt wird, die gewöhnlich in der symbolischen Gleichung 


CII THUS 
On 12 


mox 
€, Li lus 


I I In Il 
0210525! 40751,0725 € 21€ 22 


abgekürzte Form des Multiplikationstheorems der zweireihigen Matrices an, 


I I " r I IT 
0,40 yy À 0,50 5, =H yy, (4,0 yy À 0,50 55 = Q 15, 


I I Il I I US 
(5,0044 tr 0550 9, — Hy, G5, € ,5 À 0550 55 — Q5; 


oder endlich, man erhält die Formel für die ebenfalls so genannte Multiplikation 


(Komposition) bilinearer Formen 


> 


= a yos 
A cix Si M. air Sieg = Da ik Sir.» 


p 


Ein unwesentlicher Unterschied zwischen beiden Theorien besteht insofern, 
als es in der Theorie der Matrices nicht allgemein üblich und in der Theorie 
der bilinearen Formen auch nicht überall angängig ist, die der Haupteinheit (e,) 


der Quaternionen entsprechende Hinheitsmatria oder Einheitsform, 
[IO x x 
ei e| » 0510, + $305 
OI 


mit der Einheit des gewöhnlichen Rechnens zu identifizieren (wie es in der 
Quaternionentheorie ziemlich allgemein geschieht). 
Führt man auf die beschriebene Art, also durch die Substitutionen 


2% — Lys + X, 2%, = — Cat Ka), ZU ad qp, — (T1 — 155); 
} im 


Gn dba mem ee vn, Ub RU EURO" 


den Ubergang zu Matrices oder bilinearen Formen aus, so erhalten damit die 
Zeichen der Quaternionentheorie eine andere Bedeutung. Stellt x eine Matrix vor, 
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Loi 5 
so wird 
(00€, — Lio 
C= 5 
\— 225 dj 


und (bei Unterdrückung der Einheitsmatrix) 


iE I [ii — €, 2% 12 
Sxz=—(a,,+2,,), Var | ) 
2 2 
235, 155 Kr) 
x=Sx+Va, æ—Sx—Vx, 
ferner 
= Lis %ı2 
Nı=ar= hr 
2,25] 
und, zum Beispiel 
zs 2118/22 — Vi29/21i5. — Lui FT Tio) 
Cae 


\V21Y22— ©22Yr1» Ee Me 
Es gelten dieselben Regeln wie zuvor, zum Beispiel 
S(ayz) = S(yzx) = S(zuy). — 


Die Quaternionenrechnung ist also, wie gesagt, dem Rechnen mit zweireihigen 
Matrices oder mit den entsprechenden bilinearen Formen äquivalent. Es ist aber 
wohl zu beachten, dass die lineare Transformation, die den Übergang vom einen 
Kalkul zum anderen vermittelt, ein imaginäres Koeffizientensystem hat, und 
zwar eines aus dem Rationalitätsbereich {V—:}. Daher findet ein vollkommenes 
Entsprechen nur im komplexen Gebiete statt. Die Norm einer nicht verschwinden- 
den reellen Quaternion zum Beispiel ist stets positiv, während die Determinante 
$,,2,,— Lists, einer reellen zweigliedrigen Matrix, d. i. einer solchen mit reellen 
Elementen oder Koordinaten z,,, 2,,, %:;, &» positiv, Null, oder negativ sein kann. 
Eben hierauf beruht das eigenthümliche Interesse, die Selbständigkeit der Quater- 
nionentheorie, gegenüber dem Rechnen mit zweireihigen Matrices, das besonders 
in gewissen Anwendungen (auf Euklidische und Nicht-Euklidische Geometrie) 
dem Bedürfnis nach einem sachgemässen analytischen Apparat keineswegs eben- 
sogut gerecht werden kann, wie die Quaternionen. 

Weiterhin kann, wo nicht das Gegenteil bemerkt ist, mit den vorkommenden 


Zeichen ebensowohl der Begriff zweireihiger Matrices wie der von Quaternionen ver- 
bunden werden. 
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Doppelindizes, die bisher zur Unterscheidung der vier Koordinaten oder 
Elemente einer zweireihigen Matrix gedient haben, werden fernerhin in anderem 
Sinne, nämlich zur Unterscheidung mehrerer Matrices oder Quaternionen gebraucht. 
Nachdem nämlich die Elemente der Theorie gegeben sind, ist es meistens nicht 
nóthig, und gewóhnlich auch nicht fórderlich, eine Quaternion oder Matrix in 
ihre Bestandteile zu zerlegen. Vielmehr beruht, wie viel oder wenig an der 
auszuführenden Betrachtung Brauchbares sein mag, dieses gerade auf der Zu- 
sammenfassung von vier stets verbunden auftretenden Gróssen durch Gebrauch 
eines einzigen Zeichens für sie alle, und auf der ausschliesslichen Verwendung 
einiger weniger Operationssymbole (S und K). 


2. 
Einseitige Quaternionengleichungen mit zwei Unbekannten. 


Wir betrachten gleichzeitig die folgenden beiden Systeme linearer Glei- 
chungen für Quaternionen, in denen die Unbekannten z,, x, oder §,, £, jedesmal 
auf derselben Seite eines Quaternionenprodukts stehen, und die deshalb einseitige 
Quaternionengleichungen genannt werden sollen: 


ti À 0,52, = X, 
(1!) 


Oy, Li + 65535 — X25 


Jedes dieses Gleichungspaare ist eine Abkürzung oder Zusammenfassung eines 
Systems von acht gewóhnlichen linearen Gleichungen für acht Unbekannte, nämlich 
für die Koordinaten der Quaternionen z,, x, oder §,, £,, eines Gleichungssystems, 
das mit Hilfe des Multiplikationstheorems der Quaternionen sofort hingeschrieben 
werden kann. Man sieht daraus, dass beide Gleichungssysteme dieselbe Deter- 
minante D haben, und dass sie also beide zugleich eindeutig-auflósbar sind, oder 
nicht. Es würde aber, wie schon angedeutet, ein unglücklicher Gedanke sein, sich 
bei Behandlung eines solchen Gleichungssystems auf die Formeln der allgemeinen 
Theorie linearer Gleichungen versteifen zu wollen. Eine viel brauchbarere Methode 
liefert die Quaternionenrechnung selbst. 

Wir werden uns hier auf die Hauptfrage beschränken, unter welchen Umstän- 
den die Gleichungen (1) eindeutig aufgelóst werden kónnen, und wie dann diese 
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Lösung (x,,#,) oder (§,,§,) durch die Quaternionen «;, und (a',, 2',) oder (&',, &',) 
ausgedrückt werden kann.! 

Das nächstliegende Verfahren besteht darin, aus einer der Gleichungen dic eine 
Unbekannte durch die andere auszudrücken, und dann, nach Substitution des 
gefundenen Ausdrucks in die andere Gleichung, die zweite Unbekannte zu be- 
rechnen. Man findet so zum Beispiel: 


-—l 


%, = (a, — Gao 05) (eh ipsa €), 


I 


Li — (a, — Cy. ei. Qu)! (a3 — a» di. q). 


Aber dieses Verfahren unterliegt, ausser anderen Bedenken, dem schwerwiegenden 
Einwand, dass es versagt, wenn die erforderten Divisionen nicht ausführbar sind, 
während vielleicht trotzdem eine Lösung (x,,x,) vorhanden ist.* 

Wir führen die Elimination von einer der Veränderlichen zunächst etwas 
zweckmässiger so aus: 


- ! = I 
(C2 ir yy — 0,5045 » €) €; = 050,5 3, — 05505 . To 


! ~ 
(A 55 . €, kpl yy) Ly — 0550, . 3',— Uli €, 


— z I > 2i 
(0, €,, Ca 0,0, 02) €; — € Oy, 1; ir Oy, «X5; 


^ 5 : = ] - ! 
(raconte: Cie ELE OLI OZ ees 


Berechnen wir nun die Normen der Faktoren links, so findet sich, dass sie 
alle reduzibel sind und einen gemeinsamen Teiler haben. Setzen wir nämlich 


nec. : = : 3 : 2 » 2 
(3) == (MO UP Se er Ey m Ce Code ENTE 
Az, 055 


so folgt 


—NaV, 


(t, Gi 0,5 — € €, + Era) 

(4) (cos Gr 0, — 055055. En) = Na, V, 
N (0,05. Gr Gin C2) = N e; V, 

(oy Gr» .&,, — 0,3055 Q1) 





‘ Eine eingehendere Untersuchung der Gleichungssysteme (1) wird man in einer in Vor- 
bereitung begriffenen Schrift finden, in der auch eine geometrische Anwendung besprochen wird. 
* So verhült es sich im Bespiel 


20 = 2 Hop = € + deg, 


2 


2 05, = 2 Gyo = € — tes. 
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Das Nicht-Verschwinden des skalaren Ausdrucks \/ (Sprich: Nabla) wird also 
vermutlieh die Bedingung für die Môglichkeit einer eindeutigen Auflósung der 
Gleichungen (r) sein. Dies bestätigt sich sofort, wenn wir bemerken, dass V/ 
sich mit Hilfe der Multiplikatoren — &,,,&,, und — &,,,&,, aus den Koeffizienten 
von z,,c, in obigen Ausdrücken zusammensetzen lässt. Wir erhalten dann, falls 
\/ #0 ist, die Auflösung unserer Gleichungen in den Formeln 


5 x ~ S ~ ~ - ~ I 
(à, Ann + Er — 65 055 043) By + (045 ia + €, — 0140505) 3 — Vm, 


(si t + da — Gay ay as), (Gg as 02? — Ga t a) a Vx 
51 (Cp tg a Con (1/013) €, + (Oy, Oy, 22 — 012 01,051) Da — V 4, 


2 


x Soe 3 - TELS = - - 
E, V = 8"; (055 05, à à, — Enr 055 0,5) + 5 5 (05 Oa + Ci — Cyn 05, 0,1); 


E n 4 = A He - z x 
Bj V. = 85, (Ge Cie + 0, — yy 015 05.) +52 (t, 0, + Car — 045 0, 0). 


Es folgt natürlich auch, dass im Falle V = o die Gleichungen (1) nicht noch 
andere Lösungen zulassen können, als die gefundenen (x,,x,) und (£,,ë,). 

Aus V zo folgt also D zx o. Aber auch das Umgekehrte ist richtig. Gäbe 
es nämlich Wertsysteme der Koordinaten der Quaternionen &,,,...«,,, für die D z o 
aber V — o wäre, so müsste es auch solche geben, für die V #0 aber D = o wäre, 
wührend wir soeben das Gegenteil bewiesen haben. 

Die Ungleichung W s o stellt also die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür dar, dass die Gleichungen (1) eindeutig nach den Unbekannten x,, x, oder £,, £, 
aufgelöst werden können. 

Weiter folgt noch, dass jede der Gleichungen \/ — o, D= o die andere nach 
sich zieht. Die Funktion W aber ist eine irreduzibele Funktion der sechzehn Koor- 
dinaten der Quaternionen c,,,...«,,. Man sieht das an dem Spezialfall 


P I | = NENy—28(Ër) LT 
inj 

der offenbar eine irreduzibele Funktion vierten Grades darstellt. Auf Grund eines 
bekannteñ Satzes schliesst man hieraus, dass 


(6) DENTS 


sein muss. 

Die Lösung (5) der Gleichungen (x) ist also wesentlich einfacher als die, die 
eine Anwendung der allgemeinen Theorie der linearen Gleichungen, wenigstens un- 
mittelbar, geliefert haben würde; diese gibt (x,,x,) und (&,,§,) mit dem Faktor \/ in 
Zähler und Nenner, der bei der vorliegenden Behandlung des Gegenstandes gar nicht 
erst aufgetreten ist. 


Acta mathematica. 42. Imprimé le 4 juin 1918. 18233 © 
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Ist V — o, so folgt, dass die Gleichungen 


(7) 


Q,,&, + 0,50, — O0, O= 5, Gi t 550,5, 
it 


(5145, 5.055.030, OE 


von (0,0) verschiedene Lösungen zulassen, und dass also die Gleichungen (1) 
entweder unendlich viele Lósungen haben, oder eine unerfüllbare Forderung ent- 
halten. Wir gehen nicht weiter auf diesen Grenzfall ein, der übrigens keineswegs 
ohne Interesse ist. 

Nunmehr kehren wir den bisher verfolgten Gedankengang um. Wir gehen 
jetzt von der Funktion WV, die eine homogene Funktion vierten Grades ihrer 
sechzehn Argumente ist, als dem Gegebenen aus, versuchen, ihr Bildungsgesetz 
aufzuklären und aus diesem zu erschliessen, dass sie zur Auflósung von Qua- 
ternionengleichungen des Typus (1) brauchbar ist. 

Den Ausgangspunkt bildet hier die Bemerkung, dass der Ausdruck der 
Funktion \/ in mannigfacher Weise variiert werden kann. Es ist ja 


Gi (5, Lys (43 + 0,5 55 (5; Enr = 2 IS (€, Coy €55 0,5) = 2 S (0,5 Co 0 Gr), 


und in jedem der hinter den Zeichen S stehenden Quaternionenprodukte können 
die Faktoren zyklisch vertauscht werden. Daher lässt sich V, nach Auszeichnung 


Œii 0,5 


einer Zeile oder Kolonne in der Quaternionenmatrix | ) als eine Art von 


(51 055 
bilinearer Form darstellen, zum Beispiel 


(8) V= Q4, (&5 Opp) &,, — Oy, (py Oy») 6,5 — 0,5 (5 1) Ory + 0,5 (65, En) 635; 


und daher auch, zum Beispiel, in der Form «,,.4,, + 2-4... Wir führen die 


Abkürzungen 


2411551053055 1. Uri Ca Una 0012 A AR o Oh — t la TIO 
(9) j , , ; x j | : 

A, =o Oya .05,— (&,,0,5052, Ar — Oy, 014 «02 — 0501 071 
Eu . 


ein, und erhalten die Gleichungen 


eu Au + 0,5 4; — V, €, 42, + 045 4 = 


o 
XN 
(10) eu Ai +a, Ai — 0, GA ta d, = V, 
I0) 


V= d a da, 0 — yit, + da, 


0 — A 045 + dy Uno V = ys + Ayr Ora 


Auf Formeln, die eine ganz ähnliche Struktur haben, wie die Gleichungs- 
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systeme (ro), beruht nun die Auflósung der gewóhnlichen Systeme linearer 
Gleichungen mit Hilfe der Determinanten. Die gleiche Überlegung führt auch 
hier zum Ziele: Wir erhalten nun nochmals die Auflósung unserer Gleichungen 
(x), in den Formeln 


al Al z 
ne tte = Nes 


d 
3 
E 
fj 


(xx) 


Aum, Ant = VX 


Zu einer sachgemdssen Auflósung der Gleichungen (x) ist also mur nétig, dass 
man auf irgend einem Wege zu der Funktion \/ gelangt ist. 

Die Analogie unserer Funktion V mit zweireihigen Determinanten, die hier 
zum Vorschein gekommen ist, geht nun noch viel weiter. Man darf in ihr die 
beiden Reihen und die beiden Spalten (Horizontal- und Vertikalreihen) vertauschen, 
doch ohne Vorzeichenwechsel (nicht aber auch Reihen mit Spalten). Ferner 
nimmt \/ den Wert Null an, wenn die zwei Reihen oder die zwei Spalten mit 
einander identisch werden. Die Funktion \/ ändert ihren Wert nicht, wenn man 
zu den Elementen einer Reihe ein vorderes (linkseitiges) Multiplum der anderen 
Reihe, oder zu den Elementen einer Spalte ein hinteres (rechtseitiges) Multiplum 
der anderen Spalte addiert. Die Multiplikation der Elemente einer Reihe mit 
einem vorn (links) stehenden Faktor lässt die Norm dieses Faktors als Faktor vor 
\/ treten, und Entsprechendes gilt, wenn man die Elemente einer Spalte hinten 
(rechts) mit einem Faktor versieht. Vor allem aber gilt auch noch eine um- 
fassendere, dem Multiplikationstheorem zweireihiger Determinanten vollkommen 
analoge Identität. | 

Wir fassen jetzt die Gleichungen (1) als Gleichungen zweier T'ransformationen 
auf, die dem Quaternionenpaaren (x,,x,) oder (£,, £,) andere (x',,2’,) oder (2*,, E^.) 
zuordnen. Wir erhalten dann zwei kontinuierliche Gruppen mit je sechzehn 
(komplexen) Parametern, deren Transformationen sich nach Regeln zusammen- 
setzen, die vollkommen analog sind den Regeln für die Zusammensetzung oder 
Multiplikation zweireihiger Matrices. Diese Regeln, oder also die Formeln für 


die Parametergruppen unserer zwei Gruppen sind: 


I" ! ! (5. Sy "I 
Q 177 0,,0,4 F 0,505 » 2 — in yo T Hy Uno » 


(12!) 


n 


! I ! I " 
Q7, = d'a 04, À 2 05 , Œ 22 — Un hyp T. 05205; , 


wofür wir auch schreiben kónnen 


1! 7 I ! 
€ 31 € 312 b G15| [€i 012 


"n _ I! t Li | 
CET MEET (21 Boo! 051 O22 
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ferner 
* * = ** * * = LE] 
; CRC 102 GLA 5 Cin 2s ti ee — eas 
(127) 
05 0 te Oy 0 Ole Cin litin ae Con mm 
oder abgekiirzt: 
Te = | = wa 
CB Chey NOS eee CRN ies 


Nennen wir diese Transformationen $;,$';, S"; und S,, S7, S7^, so zeigen die 
folgenden Formeln, wie die Quaternionenpaare (x,,%,) und (§,, 5.) sich ihnen gegen- 
über verhalten: 


x x x 
(13}) | sel Js | aW | Js" | iu S7S'7— Sir, 
Dy adi a", ] a, a", 
= > 
e 5 (Sia skis S 5: 
(137) este J SES, | 





— 


Sind nun V und \/' #0, so besteht zwichen dem Paar (x) und dem Paar (2’) 
eine umkehrbar-eindeutige Zuordnung, und ebenso zwischen dem Paar (x!) und 
dem Paar (x"), also auch zwischen dem Paar (x) und dem Paar (z"). Wenn V #0, 
\/' #0 ist, so folgt, dass auch V" # o sein muss, oder, dass zugleich mit den Trans- 
formationen S;, S'; auch die Transformation S"; existiert. Ausserdem aber ergibt 
sich auch, dass sobald eine der Funktionen V, V' den Wert Null hat, sobald 
also eine der Zuordnungen (x) — (x), (2') — (a) nicht umkehrbar ist, keine T'rans- 
formation darstellt, dasselbe auch von der Zuordnung (x) — (x!) gelten muss, dass 
dann also. V" den Wert Null hat. Hieraus, und aus der Irreduzibilität von 
\/ und \/' ergibt sich, mit Hilfe einer zuvor schon angewendeten Schlussweise, 
die erste der Formeln 


(14) VENTE VEINE 


Beide Gleichungen sagen, abgesehen von ihrer gruppentheoretischen Bedeu- 
tung, also rein formal betrachtet, dasselbe aus; sie haben die Form des Multi- 
plikationstheorems zweireihiger Determinanten; sie werden daher passend in der 
folgenden Formel zusammengefasst, die wir als Multiplikationsregel der Nabla- 
funktion bezeichnen dürfen: 
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3 ) 
0 0,5| [8.1 832] mt 
c, Oro) 183. Bao! 


2] 3 
a Je Back Gyr Pop, Oy Pre + Ay» Pool 


(15) Ee 
les, Bii F Go, Bor, or Pia Ro Bal 
Pinu + Pines Pas Gi + san) 
Fa Gui + Par @nr> Doi G2 + 22 22 

Diese Regel, deren Richtigkeit natürlich auch durch Ausrechnung — durch 

eine freilich bereits etwas umständliche Rechnung — bestätigt werden kann, um- 


fasst mehrere der zuvor angeführten Lehrsätze. 

Wir wenden uns nochmals zu den Formeln (r2), und bemerken, dass z. B. 
die Formeln (12’) gar nichts anderes sind als wieder die Formeln (17), nur zwei- 
mal aufgestellt, nämlich für die Quaternionenpaare 


Un 


( 


pz) (05155 Ga): (&, 82) = (ea). 


Schreiben wir also die Gleichungen (12), mit veränderter Bezeichnung, 
nochmals auf 


1 — Ay Xu + Aya Doi» Lp Ay Liz + And, 
(16°) 
' ; ; ; 2 ver. 
Voy = hoy Dir Fas Ly D 22 = hoy Lis À ho Un, 
Ze : =e 
Lin Qi À X15 054 =X, Tir Ora - 2,5 Que = Lio) 
(167) 
9,0 + 12505 — Lo» 251012 + 155025 = Loos 


nieht Null sind, Transformationen zweier Gruppen 77, und /”, vor uns, deren 
Objekte irgend vier in Form einer Matrix angeordnete Quaternionen 


V1, 4,» 
€, Lo 
sind. Das Multiplikationstheorem der Funktion \/ sagt dann aus, dass 


Nw) Bir 


14 E. Study. 


eine (ganze rationale, relative) Imvariante einer jeden dieser beiden Gruppen ist. 
Ausserdem ergibt sich noch, dass die numerischen Multipla der Potenzen von 
V (x) die einzigen solchen Invarianten sind, und dass überdies jedes Quadrupel, 
für das W(x)z o ist, in jedes andere derart gerade durch eine Transformation 


sowohl von I7, wie von I’, übergeführt werden kann. 


16 

Die Gruppen 7/7, und 7”,, deren jede ihre eigene Parametergruppe ist, und 
die zusammen die beiden Parametergruppen der beiden Gruppen (x) bilden, sind, 
wie solche Paare von Parametergruppen überhaupt, vertauschbar; sie erzeugen zu- 
sammengesetzt — da sie die triviale Gruppe aix = 6 vij = vigo {Vo — oy und nur 
diese, mit einander gemein haben — eine Gruppe /, mit 31 wesentlichen com- 
plexen Parametern, deren allgemeine Transformation durch die Formel 


Un) e a i [5 li de. (eu 54) 


dargestellt wird. Also auch für diese kontinuierliche Gruppe linearer Transforma- 
tionen noch ist VV (x) eine Invariante, und ausserdem (z. B.) für die Transformation 


EX À I > \ 
X Qux X75 
(18) | 11 2) | 11 a 
EN 2 


Die beiden Transformationenschaaren mit je 31 wesentlichen komplexen Para- 
melern, die aus der Gruppe (17) durch Hinzufügung der Transformation (18) entstehen, 
bilden die Gruppe aller linearen Transformationen der sechzehn Koordinaten von 
Tu... 2, die V als (relative) Invariante haben, oder die — was auf Dasselbe hinaus- 
kommt — das Bestehen der Gleichung \/ — o nicht stören. 

Wir erhalten diesen Lehrsatz als Korollar eines bekannten (und übrigens 
sehr leicht zu begründenden) Determinantensatzes, wenn wir, nach der in 8 r 
angegebenen Regel, die Quaternionenmatrix (c«;;) als eine zweireihige Matrix aus 
zweireihigen Matrices auffassen, und dieser zusammengesetzten Matrix eine vier- 
reihige gewöhnliche Matrix zuordnen, in der statt der Quaternionenkoordinaten z, , x, 
%,, X;, in sachgemässer Anordnung, die in $ 1 beschriebenen Elemente oder Koor- 
dinaten %,,, % 3, %,, 2,, zweireihiger Matrices erscheinen. Setzen wir, um Un- 
bequemlichkeiten des Drucks zu vermeiden, nunmehr: 


dir = atk ey, + atk ey. + off es + as Car, 


so wird 
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Q1 Ho 23 
(19) jm 9 
Gay Ona! [e 4 i: s 
05,03, la; as 
und die zugeordnete vierreihige Matrix ist 
1 11 12 1.2 
G,, 0,5 | G,, io 
11 11 12 12 
034 55 | C1 Gos 
(20) Y= Tee Ur m > 
QF, fis potas 
21 2e 22e 
a Goes | 5, Goo 


eine vierreihige gewöhnliche Matrix, die in keiner Weise spezialisiert ist, deren 
Elemente aber auf eine besondere Art bezeichnet sind — eine Gittermatrix, wie 
wir kurz sagen wollen. Die Multiplikationsregel der zweireihigen Quaternionen- 
matrices, 


yA 2 NA 
ae (ec) 


Gn G5, 055 Do, Po» Va Var 
21) 
J ^ A 
G€,1 By, + G12 B, — Vins in Biz ck 01522 — 7/12 
Gps Pis + 022 Pas — Vars €51 Pie + Car B22 = Ya 


(vgl. Nr. 12), entpuppt sich damit als eine andere Form der Multiplikationsregel 
(22) AS — G 
für vierreihige Matrices, deren sechzehn Gleichungen 
eB onpn at BE + alt Bi Ti, 
ri Pia tan Pan + ii Pis + Cie Baa Vins 


Chaire 06 Be, naar Bas e (risu 





lediglich in der Formel (21) zu vieren zusammengefasst sind.! 

Die Formel (17) ist ebenfalls eine Zusammenfassung von sechzehn Gleichun- 
gen in Gruppen von je vieren; dieselben sechzehn Gleichungen können alle nach 
dem Schema (22) in eine einzige Formel zusammengefasst und dann also etwa 


so abgekürzt werden: 





! Eine solche mem TEES ist gelegentlich auch sonst schon vorgenommen worden. 
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(23) JENES 


Die Gruppe (23), die im komplexen Gebiete eben nur eine andere Schreibart 
der Gruppe (17) ist, hat nun aber, als — im Wesentlichen einzige — (relative) 
Invariante die Determinante der vierreihigen Matrix X; auch diese ist, wie \/, 
irreduzibel, und vom vierten Grade in den Koordinaten der vier Quaternionen oder 
Matrices 2,,, Ti, T1, 2,5. Unsere Funktion V kann sich also von dieser Determi- 
nante hóchstens um einen Zahlenfaktor unterscheiden, der sich sogleich als die 
Einheit herausstellt. Wir haben also die Gleichung 


LU I Leyes 
Sind dudas 
IL 11 12 4,12 
[Ti Lol _ Loi Too Loi Vag 


lu 2] = pr | gy 


Das Multiplikationstheorem der \/-Funktion ist hiernach im Grunde nichts 
Anderes als das Multiplikationstheorem vierreihiger Matrices, es entsprechen ein- 
ander die Formeln 
(25) Jeu [Par Pre Be 
] less ss] \Bor Ba 
(vgl. Nr. 21) und 


(26) RIRES 


(vgl. Nr. 22 und die beigegebene Erläuterung). Dabei hängen, nach § 1, die 
Koordinaten der Quaternionen x;;, ai; u. s. w. mit den Elementen oder Koordi- 
naten der vierreihigen Matrices X, ?| u. s. w. wie folgt zusammen: 


at xk ath Meat A oi), 


Qui et en gare — (EEE), 


bei alledem ist zu beachten, dass eine Äquivalenz unserer Quaternionenformeln 
mit denen für zweireihige Matrices nur im komplexen Gebiet stattfindet (nur im Be- 
reich von V—ı). Das Reelle hat auch seine Existenzberechtigung. Es würde 
daher verfehlt sein, die eine Theorie lediglich als ein Korollar zur anderen auf- 
fassen zu wollen. Berechtigt ist nur die schwächere Forderung, beide Theorien, 
die ja sehr ähnliche Prämissen haben, soweit es angeht, gemeinsam zu ent- 
wickeln; wie es auch im Vorhergehenden geschehen ist. 

Der Unterschied zwischen unserer \/-Funktion und einer vierreihigen Deter- 
minante /\ ist derselbe, wie der Unterschied zwischen der Norm einer einzelnen 
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Quaternion und einer zweireihigen Determinante. Während bei reellen Argu- 
menten von /\ die Gleichung /,- o durch o!* Matrices erfüllt wird, und das 
Gebiet der o!* Argumente in zwei Bereiche /, > 0, /\ « o zerlegt, hat bei reellen 
Argumenten (Quaternionenkoordinaten) die Gleichung V =o nur o? Lösungen, 
und es besteht die Ungleichung 


(28) V 2.0. 


Man sieht das an den Formeln (4). 

Aus dem Gesagten ergibt sich, wie eine Bemerkung zu beurteilen ist, die 
sich darbietet, wenn man die Gleichungen (1) von vorn herein als Gleichungen für 
Matrices auffasst, also etwa (1/) ausführlich so schreibt: 


(ax) artnet) orat) roii bake ae) = yl) 
(bx) — eHaQ + aa) ata + cita = y 
(29) (cx) CHER GE te eae ay 
(Ci) ae Tira Dyn ten Gham cg 
(EN) 


Dieses System von acht Gleichungen zerfällt von selbst in zwei Systeme 
von je vier Gleichungen (a,, c,, a, c;) und (5,, d,, b,, d,), deren jedes nur noch 
vier der Unbekannten enthält, und die überdies links dieselben Koeffizienten in 
gleicher Anordnung enthalten. Die Reduzibilitit der Determinante D des Sy- 
stems aller acht Gleichungen tritt hier ohne weiteres in Evidenz, und es wird der 
Gedanke nahe gelegt, statt des vorgetragenen besonderen Lósungsverfahrens die 
gewöhnliche Art der Lösung von vier Gleichungen mit vier Unbekannten anzu- 
wenden. Damit würde aber in die ursprünglich vorgelegten Gleichungen (r) 
eine nicht unbedeutende formale Verwickelung eingeführt, und ausserdem würde 
so ein natürlicher Zusammenhang zerrissen werden. Die Zerlegung der zu- 
sammen auftretenden Quadrupel von Unbekannten entspricht besonders da 
nicht dem Wesen der Sache, wo sie in der Anwendung auf reelle Quadrupel 
x), x%), x09, x (reelle Quaternionen) nur durch eine imaginäre Transformation 
bewirkt werden kann.! 

Indessen ergibt sich noch aus dem Gesagten, dass mehr als eine zufällige 


Übereinstimmung vorliegt, wenn in den Gleichungen (5) gewisse Quaternionen- 





1 Hierzu kommt noch, dass die entwickelte Theorie fast unveründert unter Umständen 
angewendet werden kann, in denen eine Aquivalenz der zu betrachtenden Grössenquadrupel 
mit zweireihigen Matrices überhaupt nicht vorhanden ist. Vgl. 8 6. 


Acta mathematica. 42. Imprimé le 5 juin 1918. 
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ausdrücke dritten Grades auf ähnliche Weise auftreten, wie in der Lösung eines 
Systems von vier linearen Gleichungen mit vier Unbekannten Determinanten drit- 
ten Grades. In der Tat sind die sechszehn Koordinaten dieser vier Quaternionen- 
verbindungen lineare Kombinationen der sechszehn Determinanten dritten Grades, 
die man der Matrix À entnehmen kann, und umgekehrt. 

Bemerkt sei schliesslich noch, dass die Aufstellung der Gruppe (17, 18) die 
Aufgabe löst, alle Paare linearer Quaternionengleichungen der Form (x) hinzuschrei- 
ben, deren Lósung mit der Lósung der einen oder anderen der Gleichungen (1) 
selbst äquivalent ist. Es gibt in beiden Fällen zwei Kontinua solcher Gleichungs- 
systeme mit je 31 wesentlichen Parametern, entsprechend den beiden Transforma- 
tionenschaaren unserer Gruppe. 

Insbesondere lüsst sich das allgemeinste Paar linearer Gleichungen der Form 
(1 angeben, das durch dieselben Werte (Wertsysteme) 2,, x, der Unbekannten 
befriedigt wird, und dessen Auflósung überdies gleichbedeutend ist mit der Auf- 
lösung der Gleichungen (1?) selbst: 


(A: Q1; + À xs 031) CD (s Q,. + Lis Gov) Y, = Ax; Gis + Ani is 


(30) (ex, 2: ape rel: 


loi hoy 


Die übrigen Gleichungen der Form (1!), die mit den Gleichungen (1°) selbst 
äquivalent sind, erhält man hieraus durch die Substitution 


e ae + 011 O12| _ 
X, — 01 Yi + 01212, Lo — 05 Yi À Qy2 Ya 7 0]- 


Nach einem Satze des Verfassers, der von Cartan auf alle sogenannten ursprünglichen 
Systeme komplexer Grössen ausgedehnt worden ist, bilden die Quaternionenregeln und die 
Regeln für die Multiplikation zweireihiger Matrices die beiden einzigen »Gestalten» eines 
bestimmten »Typus» der Multiplikation komplexer Gróssen mit vier Einheiten.! 

Nach Carran hat nur zwei Gestalten auch das — ursprüngliche — System komplexer 
Gróssen mit sechzehn Einheiten, dessen Multiplikationstheorem von den Formeln für die Zu- 
sammensetzung oder Multiplikation vierreihiger Matrices gebildet wird. Die eiue der zwei 
Gestalten entspricht jenen Formeln unmittelbar. Sie ist dann dargestellt als sogenanntes 
Produkt der zweiten Gestalt des Quaternionensystems mit ihr selbst, kann aber auch, in 
anderer Schreibart, durch »Multiplikation» der ersten Gestalt des Quaternionensystems mit 
ihr selbst erhalten werden. Die andere Gestalt jenes Systems von sechszehn Einheiten wird 
gefunden, wenn man die beiden Gestalten der Quaternionen mit einander »multipliziert«, Diese 
zweite Gestalt wird, wenn man die «x als Zeichen für reelle Quaternionen auffasst, eben von 
den Formeln (r2) gebildet, in denen, wie bei den Formeln der ersten Gestalt, ausschliesslich 
reelle Koeffizienten (0, + I) vorkommen. Die vier Koordinaten jeder einzelnen der Quater- 


* Vgl. Math. Enc. Bd I, 1, S. 182. Französische Ausgabe I, 1, S. 435. 
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nionen cx folgen den gewöhnlichen Regeln des Quaternionenkalkuls, während die Zusammen- 
setzung (Multiplikation) der Quadrupel (c,,, @,2, &,, €,,) den Formeln für die Komposition 
(Multiplikation) zweireihiger Matrices folgt, also nach den Multiplikationsregeln der zweiten 
Gestalt der Quaternionen ausgeführt wird. 

Die vorgetragene kleine Theorie ist demnach, wenn man von hier ausgeschlossenen Grenz- 
fällen absieht (die bei anderer Gelegenheit behandelt werden sollen), in gewissem Sinne er- 
schópfend. Das Gleiche gilt von den folgenden Entwickelungen, die übrigens minder vollstän- 
dig gehalten sind, da nach Analogie des ausführlich behandelten Falles anzustellende Uber- 
legungen wohl grossenteils dem Leser überlassen bleiben dürfen. 


3: 
Die Nablafunktion von £m? Argumenten. 


Die von uus bei zwei Gleichungen angewendete Methode der direkten Be- 
rechnung ist bereits im Falle von drei einseitigen Quaternionengleichungen so gut 
wie unbrauchbar. Wir haben aber in dem über den Fall m — 2 Gesagten schon 
genug Induktionsmaterial, um das Bildungsgesetz einer Function \/ (cx) von 
4m? Argumenten zu erraten, die zur Auflósung von m einseitigen Quaternionen- 
gleichungen dienen kann. 

Im Falle m — x verstehen wir unter W(«)-— («) die Norm der Quaternion «, 
also das Produkt «&- «c. Im Falle m=2 verbinden wir mit dem Zeichen 
VY (ein) — fai.) den im $ 2 beschriebenen Begriff. Wie dann für unbestimmte 
Werte der Zahl m eine analoge Funktion erklärt werden kann, erkennen wir, 
wenn wir den Fall m — 2 nochmals, und jetzt aus dem Gesichtspunkt der Ver- 
allgemeinerung, betrachten. : 

Wir werden auf die rechte Führte durch die Bemerkung geleitet, dass die 
in $ 2 erklärte Funktion sich auf das Quadrat einer zweireihigen Determinante 
reduziert, wenn die Quaternionen «;, sämtlich skalar sind. Wir sehen dann, 
dass wir auch ohne solche Einschränkung das Bildungsgesetz von \/ aus dem 
Bildungsgesetz der Determinanten ableiten kónnen. Wir multiplizieren die beiden 
Determinanten 


(asc. ou), (ice 0,51) 
zunächst naeh den gewöhnlichen Regeln, mithin so, wie wenn «;, das Zeichen, 
nicht für eine Quaternion, sondern für eine einzelne reelle oder komplexe Zahl 
würe. In dem gefundenen Ausdruck schreiben wir dann die Glieder hinter 
einander, die im hinteren (rechten) Index übereinstimmen, bilden also die Produkte 
9i, = 0,05, Dir = 0,105, 5. 04, — CER PRA. y yt 


2 En 2 ~ 3 — x4 0? Een > 
Ji, — 225 Vie = 0505»; Joy — (550,5, Vo = pong 
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Hierauf ordnen wir die im Determinantenprodukt vorkommenden Predukte 
dieser Produkte so, dass die vorderen (linken) Indices, also die unteren Indices 


der Quaternionen 9;,, Zyklen bilden, nämlich eingliedrige Zyklen 


1 1 ? 2 
SARA DE Jii Feo, 
und zweigliedrige Zyklen 
SIUS De i 


Dabei achten wir darauf, dass die zweigliedrigen Zyklen paarweise konjugierte 
Quaternionenprodukte bilden. Wir lassen nämlich den zweiten der zweigliedrigen 
Zyklen aus dem ersten dadurch entstehen, dass wir die Reihenfolge der Faktoren 


und gleichzeitig die Reihenfolge der unteren Indices in jedem Faktor 57, um- 


kehren. Haben wir das formell gebildete Determinantenprodukt auf diese Art 
geordnet, so wird 


Vi NUI ES 9i. 3; aie (2 Alte dec rsen 

V — (91,91, — 91,91) € (91,91, — 91,91). 
\/ erscheint auf zwei Arten, der Form nach, als Summe zweier Determinanten, 
und zwar wird die eine von diesen aus der anderen dadurch erhalten, dass man 


die oberen Indices der Symbole 57, vertauscht. 


In ähnlicher Weise erklären wir jetzt eine Funktion \/(«;,), die aus einer 
Quaternionenmatrix von m? Elementen 


[os Gi» + + e im 
CCS eels bees 
= (air) 
| CmiCma - + - Cmm 
abgeleitet, und mit 
c oii er 


Sl 
\ 


[ | 

(x) | ole (Ck) 
- E 
| J 


mime + + + Cmm 


bezeichnet werden soll. 


Wir multiplizieren zunächst die beiden Determinanten |«;;| und |à;;| for- 


= 
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mell aus. In jedem der (m!)* Entwickelungsglieder lassen wir sodann die Quater- 


nionen zusammentreten, die im hinteren Index übereinstimmen, wir bilden die 
Produkte 


95, = Cs kr. 
In den so entstehenden nur noch m-gliedrigen Produkten von Faktoren 57, 
ordnen wir die Faktoren, in Bezug auf die vorderen Indices, nach Zyklen an, z. B. 


Jr 


fe RSE J 93:4 


21? OO LED SO 
Dabei lassen wir den einzelnen Zyklus mit irgend einem seiner Elemente be- 
ginnen, sorgen aber dafür, dass die benutzten Anordnungen paarweise konjugierte 
Quaternionenprodukte darstellen, z. B. 

€ Os ot Os © 

Js Uta Usi Da eee 
Hierauf ordnen wir im einzelnen m-gliedrigen Produkt die vorkommenden Zyklen 
beliebig, aber auf gleiche Art in allen m-gliedrigen Produkten, deren Zyklen nur 
in ihren oberen Indices verschieden, oder doch zu solchen nur in den oberen 
Indices abweichenden Zyklen konjugiert sind. Z. B. sollen im Falle m = 5 unter 
anderen die folgenden Anordnungen zugleich vorkommen: 


gor 9s gt „gu gv Or 9s Gt . Gv Qu 
Vis Vis Usi J'is Voi» Js Us Usi JE 6 Ga 


gt 9s Or „gu 9v 
ses De dtd 


) ot 9s Gr . gv qu 
54 Js BT J'isUsi- 


Das Ergebniss unserer Summation ist dann, wie nunmehr gezeigt werden soll, 
eine eindeutig bestimmte skalare Quaternion — eben die zu erklärende Nabla- 
funktion. 

Wir haben zunächst eine Summe von Quaternionenprodukten vor uns, 
die zur Hälfte mit dem Faktor 1, zur Hälfte mit dem Faktor —ı in die 
Summe eingehen. Jeder diesen Faktoren 1, —ı ist das Produkt der Fak- 
toren, mit denen die entsprechenden Entwickelungsglieder der beiden Deter- 
minanten [|e;;|, |&;4| behaftet sind. Diese Faktoren +1 selbst lassen sich 
nach bekannter Regel bestimmen. Wir nennen x, die Permutation der vorderen 
Indices der ersten Determinante und ;r, die Permutation der hinteren Indices 
derselben Determinante, die in einem wie oben hingeschriebenen Entwickelungs- 
glied vorkommt, und wir verwenden die entsprechenden Zeichen #7, #, für die 
zweite Determinante. Setzen wir dann noch z. B. (#1) — 1 oder (#7) — — 1, je 
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nachdem zr; eine gerade oder eine ungerade Permutation der Indices ı,...n ist, 
so wird 


(ui) 2 (zc) e (zii) - (777) = (zx) s (111) 


der gesuchte Faktor +1. 

Also nur von den vorderen Indices der Faktoren der Produkte &;,@, hängt 
das Vorzeichen eines jeden Entwickelungsgliedes von \/ ab. Zyklen, die sich 
nur durch die Anordnung der oberen Indices unterscheiden, gehen in die Ent- 
wickelung von \/ mit dem gleichen Vorzeichen ein, wenn nur die übrigen, das 
Produkt vervollständigenden Zyklen dieselben oder wenigstens gleichartig sind. 
Jedem Zyklus haftet ein bestimmter Faktor +1 an, ı bei Zyklen mit einer un- 
geraden, —1 bei Zyklen mit einer geraden Anzahl von Gliedern; und das Pro- 
dukt aller dieser Faktoren liefert den Faktor, oder also das Vorzeichen, des 
einzelnen Entwickelungsgliedes von V. 

Sind sodann in irgend einem Entwickelungsglied ®,...®, die skalaren (ein- 
gliedrigen) Zyklen, #,...P, die übrigen, so folgt nunmehr, dass die erklärte 
Summe zugleich mit dem Produkt +®,...®,P,...'P, alle Produkte enthält, 
die in der Entwickelung von 


+ 0, Vr à Du (Er Ar ip) eve (3/5; ar ip.) 


auftreten. Hieraus geht aber sofort hervor, dass weder eine Umstellung der 
Zyklen P,...P,, noch auch eine zyklische Umstellung der Faktoren irgend eines 
Zyklus #, den Werth der erhaltenen Summe ändern kann. Es ist also hiermit 
eine skalare Quaternion \/ (air) eindeutig definiert. 
Das Bildungsgesetz von V kann hiernach auch so beschrieben werden: 
Man entwickele die Determinante 
Din wn Wan 


aed sae 


Be 


or Os ot 
2$: 32 Vus 


nach der üblichen formalen Regel, ordne aber in jedem Entwickelungsglied die 
Faktoren so an, dass die unteren Indices sich in einem oder mehreren Zyklen an 
einander anschliessen. Je zwei Zyklen, die dieselben unteren Indices enthalten, lasse 
man mit demselben Index beginnen und endigen, und in Produkten, die aus solchen 
gepaarten Zyklen bestehen, ordne man diese auch auf gleiche Weise. Schliesslich 
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nehme man über alle diese Summen von je m! Quaternionenprodukten wieder 
die Summe, indem man nunmehr die oberen Indices r,s,t,... auf alle m! 
Arten unter einander vertauscht. Das Ergebnis ist dann eine skalare Quater- 
nion, eine gewöhnliche reelle oder komplexe Zahl, eben die Funktion VW (cis). 
Schliesslich kann man noch, wenn man will, je zwei zusammengehórige 
(konjugierte) Zyklen zu einem Ring, einer skalaren Summe aus einem oder zwei 
Quaternionenprodukten zusammenfassen. Diese »Ringe» sind dann 


r = Q r s ~ ~ ~ ~ 
I; lirlir, 29 I, Uy; = Cir Chr ks is + Cis Oks kr Giy, 


QT Gur s t ~ ~ ~ ~ ~ ~ 
28 Ji, 9191; Cir Ukr Uks Els Ce Cit + Cit Lt Cs Ck s Ukr Cir, 


u. s. w. Aus Produkten solcher Ringe setzt sich dann die Funktion \/ zu- 
sammen, deren skalarer Charakter bei dieser Schreibart ohne Weiteres augen- 
scheinlich wird. 

Man erhalt z. B. die Entwickelung 


re 


RETRO RAT) | 


| C21 C32 033 


re, Dés + 2:8 97, 95, 9^, — 


^ Q à Y gr Q © € \ 
INES Deere 2 Os dés Ia 20, dei}: 


worin die Summe über die sechs Permutationen der Indices r, s, (, d. h. 1, 2, 3 
zu erstrecken ist. Da alle auf ähnliche Art gebildeten Summen hierin mit 
gleichem Vorzeichen zur Aufnahme kommen, so kann man noch kürzer, aber 
ebenfalls schon hinreichend deutlich, auch schreiben 

D 97, -95,- 06, — I 97, 28: 02,9, + 928 97,05, 04; 


= 23 
(6) (6.3) (6.2) 


die den Summenzeichen hinzugefiigten Zahlen geben dann an, wie sich die 
G+18+12—36 Entwiekelungsglieder von WV auf die drei vorkommenden Ar- 
ten von Quaternionenprodukten verteilen. In gleicher Weise, wie die letzte 
Formel, ist die folgende zu lesen: 

(40,5 0,5, ) 

(51 (055 (5304 | 


Cg 052 (33 O34 





| 
| 
| 
| 


Cyn ass J 
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— N gr Qs ot qu EN) iar. cde Soap Ÿ ot gu 1 
eal aa 22^ Vas Vay dii eo DST EEE 
(24) (24.6) 


NV QC or 9s gt gu EN gr = ' os gt gu 
+ 2,29 91, 922209, Van 2 95, JE, JE, — 
(24.3) (24.8) 
N49 9r 9s 9t qu 
— 2,28 (saa sane ar 
(24.6) 


Wir gehen jetzt dazu iiber, aus dem geschilderten Bildungsgesetz einige 
Eigenschaften der Funktion \/ abzulesen. 

1. In der Beschreibung von \ war keine Zeile und keine Spalte der 
Quaternionenmatrix («;x) vor den übrigen Zeilen oder Spalten ausgezeichnet 
worden. Eine Vertauschung von Zeilen oder von Spalten in der Matrix («;;) 
bewirkt aber die entsprechende Vertauschung von Zeilen oder Spalten in der 
Matrix (a). Es ergibt sich also: 

\/ hàngt (hierin ungleich einer Determinante von m? Elementen) symme- 
trisch ab von den Quaternionen-m-tupeln, die in parallelen Reihen oder Spalten 
der Matrix (az) stehen. Was von der ersten Reihe oder Spalte ausgesagt werden 
kann, gilt von allen übrigen. 

2. Vertauscht man die Reihen mit den Spalten, so erhält man zwar eine 
V nahe verwandte, aber sobald m > 1, von V verschiedene Funktion. Dagegen ist 


(2) V (ais) = V (asi). 


Es gehen nämlich bei Ersetzung der Quaternionenmatrix (ax) durch (&;) die in 
der Entwickelung von V auftretenden skalaren Summen oder Ringe 


J 5 


1:175 


28 (9 95 ), ANGES ASE) RSS 


1:91 91 
der Reihe nach über in ähnlich gebildete Summen oder Ringe 
PS (CEE f (s RIVES) aca 


die in gleicher Weise wie die ersten in die Entwickelung von \/ eingehen. 

Daher kann man aus jeder Eigenschaft der Funktion V, in der eine Aus- 
sage über Zeilen der Matrix («;.) vorkommt, eine solche ableiten, in der an 
Stelle der Zeilen Spalten treten und umgekehrt — wie bei den Determinanten. 
Nur sind solehe zusammengehórige Aussagen im vorliegenden Falle nicht ganz 
gleichlautend. 


3. \/ lässt sich so schreiben, dass jedes Glied seiner Entwickelung mit 
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einem Element der Form «,, beginnt und mit einem der Form &;, endigt. Die 
Elemente der ersten Reihe kommen dann nur in Verbindungen des Typus 


— ausserhalb der Klammer (....) — vor. 

Zunächst nämlich ist klar, dass \/ linear und homogen ist in bezug auf 
die m Quaternionen «,,, wie auch in bezug auf die zu diesen konjugierten 
Quaternionen &,;. Kommt nun ein Element «,, in einem Zyklus vor, so kann 
man den Zyklus mit diesem Element beginnen lassen. Er endigt dann not- 
wendig mit einem Element der Form @,;. Ist in einem Entwickelungsglied 
von \/ nur dieser eine Zyklus vorhanden, so ist damit die verlangte Form schon 
hergestellt, da der konjugierte (mit dem ersten gepaarte) Zyklus mit «,, beginnt 
und mit @,, endigt. Sind noch weitere Zyklen vorhanden, so sind sie entweder 
eingliedrig, oder sie treten (durch das Zeichen 28 zu Ringen zusammengefasst) 
paarweise auf. Jeder solche Ring kann aber, da er eine skalare Quaternion ist, 
in den ersten Zyklus an irgend einer Stelle eingeschoben werden, womit wieder 
die verlangte Form hergestellt ist. 

Man kann also setzen 


(3) wi cou (i=1,2,...m), 
T,s 


und zwar, wenn der Index i gegeben ist, im Wesentlichen nur auf eine Art; 
im Wesentlichen, das heisst, wenn man von lediglich formalen Umgestaltungen 


der Entwickelungskoeffizienten C. absieht. Da V skalar ist, so folgt noch 
(4) Dr = Ds 


insbesondere ©}; — Oi;; der letzte Ausdruck ist offenbar nichts Anderes als die 
\/-Funktion von (m—1)? Elementen, die entsteht, wenn man in der Matrix 
(c;;) die i® Reihe und die £'* Spalte unterdrückt. 
Man beachte die Analogie des Ausdrucks (3) mit einer HERMrTE'schen Form. 
4. Aus der Entwickelung (3) oder also aus der Formel 
V = Dane Ors ter (k=1,2,...m) 


/ 
p 
T,S 


erhält man, auf die unter 2. beschriebene Art, noch eine zweite, zu (3) analoge 


Entwickelung 
(5) V = Xa Hier. (Ur 5 s atur) 
(6) Hi Hr 


Acta mathemalica. 42. Imprimé le 5 juin 1918. 18933 4 
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wobei H, aus O*, dadurch entsteht, dass man erstens in allen Quaternionen- 
produkten die unteren /ndices der einzelnen Faktoren vertauscht, und zweitens 
jede so erhaltene Quaternion durch ihre Konjugierte ersetzt. ©, aber ist aus 
Of, dadurch entstanden, dass man die Reihenfolge aller Faktoren umgekehrt und 
jede Quaternion durch ihre Konjugierte ersetzt hat. 

Der Entwickelungskoeffizient HE. geht also aus of, dadurch hervor, dass man die 
Reihenfolge aller vorkommenden Quaternionenprodukte und zugleich für jeden einzel- 
nen Faktor die Reihenfolge der beiden unteren Indices umkehrt. 


Wir behaupten weiter, dass in beiden Entwickelungen von \/ die Koeffizienten 
der Quaternion cj; und ebenso die Koeffizienten der Quaternion cj). übereinstimmen: 
" 35 - k 
(7) M0. as — D ask Hi: 
s s . 
(kee mem) 
À i Sn 
(8) Dur (QE m D unes 
T T 


Zunächst nämlich müssen, da beide Entwickelungen nur formale Umge- 
staltungen von einander sind, in ihnen die Glieder übereinstimmen, die überhaupt 
von dem Element «;x abbängen. Nach dem Vorhergehenden genügt es, den Fall 
i—k- 1 zu betrachten. Wir erhalten dann, wenn wir noch den selbstverständ- 


lichen oberen Index r unterdrücken, die Identität 


m m 
= ~ ' = ~ 
es Ogg Oy. — 


9 9 


Ce Periit SE Cera 


m m 


~ YE = ' 
— REICHE + Mas, AS as Cea DAC 


E] 2 


die bestehen muss für alle Quaternionen «,,. Hieraus folgt zunächst, was wir 
schon wissen, dass O,, mit H,, identisch und ein Skalar ist; es ist ja 6, = 
\V (055, ... mm) = H,,. Weiter hat man dann eine identische Quaternionenglei- 


chung der Form 


za + bz—cz--zd 


vor sich, die nur dann bestehen kann, wenn a — c und 5 — d (und überdies die 
Summe der vektoriellen Bestandteile von a — c und 5 — d gleich Null) ist. Aus 
(4) folgt aber auch noch, dass die Ausdrücke (7) und (8) konjugierte Quaternionen 


sind. Man kann also setzen 
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YD NE NES k 
(9) Ar UN OUO ION OP RES ES 
s s 
1 M! i «XJ k 
(10) Aix = Nass = > is ske 
s s 


Es gelten dann die Gleichungen 
) 4 Eu EE t 
V = © aix An = > Aid. (Seq cete 170) 
k 
(11) 
EN VE ~ . 
v= > Air ir = 2, dir AE = 1,2, 0m), 


i 


die an die Entwickelungen einer m-reihigen Determinante nach Zeilen und Spalten 
erinnern. 

Im Falle m — 3 z. B. kann der erste Entwickelungskoeffizient A,, in die fol- 
genden beiden Formen gesetzt werden: 


-(6)'! à ml à n)! À LI 
Al =0; 1 it als ORG ate OF Gis "y 
fs = = = = - = m 
— 12, 03370033 033 — Ua (3 (33 (35 — Ugo ss Gs (55 E. Og (557 (55 (554 yy À 


7, e ——À ty -à = 7 ü & V o 
+ Aa Cry 033 055 — May Loy Cay (43 — (3i gz” hog log À (31053 Mag 0424 045 + 


í- > = ~ = > = = de 
+ lay hay 035 (53 — (4 (37 0535 (35 — (3, 035 005 Oa» TF Og, 035 (55 (53 4 (43, 


A, = Gun Hj, + Gy, Ay, + Gs, Hs: = 


FN. Sift = = = 3 x ZEN 
— (tq A33 (3370055 (55 — Ey (633. (35 055 — (55 (35 (0033053 + Ugo (357053 ogy À 


> 


= 3 = ~ j ~ = ~ ~ Y 
+ Gly, os 53. Oyo (5 — (35 (33: 055 01,5 — Ugo (55:055 Hyg À 03505, (83 0,35 + 


- = ~ aS 23 ^ ~ ps a \ 
+ Css tg (5. Cor 015 — (55 (5035 (15 — 55 (550055 yg + 035 05 C3 (43 + 


Durch zyklisehe Vertauschung der an erster und zweiter Stelle stehenden 
Indices erhält man daraus die übrigen Koeffizienten 4;;. 
5. Neben den Gleichungen (11) bestehen der bilinearen Gleichungen 


xl N 5 5 
(r2) 0— D an Asx, 9 > Aix) (19, — 1,2, m): 
k i 


Dies ist wieder eine Eigenschaft, die einer solchen m-reihiger Determinanten 
analog ist. Multipliziert man z. B. die Quaternionen 


A1, As) Qoo Am; 
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die nach Art von Unterdeterminanten den Elementen der ersten Zeile der Ma- 
trix («;;) zugeordnet sind, der Reihe nach vorn mit eji, «js, ... Gm, so wird die 
Summe der Produkte \/ oder Null, je nachdem j — 1 oder j +1 ist. 

Es genügt, die erste der Gleichungen (12) für den Fall ; — 1, j — 2 zu er- 
weisen. Wir verteilen dazu die in der Entwickelung von \/ vorkommenden 
Index-Zyklen auf vier Gruppen. I móge alle Zyklen umfassen, die den Index r, 
aber nicht den Index 2 enthalten. Analog erklären wir die Gruppe II, mit Ver- 
tauschung der Indices 1, 2. IIl umfasse alle Zyklen, die beide Indices 1, 2 ent- 
halten, IV endlieh die von beiden Indices freien Zyklen. Als uneigentlichen Zyk- 
lus rechnen wir zu IV noch die Einheit. Ferner lassen wir jeden Zyklus aus I 
oder III mit dem Index 1, jeden Zyklus aus II mit dem Index 2 beginnen. 

Wir bemerken nun, dass die Glieder der Entwickelung von \/ sich paar- 
weise nach dem Schema 


SE STE-SSTETS SEV. 


anordnen lassen. In der Tat erhalten wir aus jedem geordneten Produkt von 
zwei Zyklen der Typen I, II, 


MEO EG EEG: 


durch Vertauschung der ersten Indices 1, 2 der Faktoren mit 2, 1 und Umstellung 
der Faktoren einen bestimmten Zyklus des Typus III, 


Dis to AN PR eSI 


und offenbar tritt dieser Zyklus in die Entwicklung von \/ mit dem Faktor 
Fı ein, wenn das Produkt der beiden ersten Zyklen mit dem Faktor + 1 auf. 
getreten war. Auch kann man aus dem Zyklus des Typus III eindeutig wieder 
das Produkt des Typus I.II ableiten. 1 

Ersetzt man nun in beiden Produkten I.II und III den ersten Index (r) 
durch den Index 2, so erhált man als Faktor des Aggregats IV, das von dieser 
Operation nicht betroffen wird, eine Differenz 


a ee one Soc Ds 


\ 


in der Minuendus und Subtrahendus denselben Zyklus als Faktor enthalten, und 
in der auch die beiden anderen, vorn und hinten auftretenden Faktoren (die nicht 
Zyklen sind) übereinstimmen. 

Bei der Summation über die oberen Indices der Quaternionen Y;, müssen 
sich nun die Differenzen der bezeichneten Form paarweise zerstóren, nach dem 
Schema 
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Man wird z. B. im Falle » — 5, unter anderen, die folgenden vier Differen- 
zen zusammenfassen: 


fc or € Ov € € 0) 
Hg Wes I 92, 92, — IY, 99,92. Sh IE) — 


13 “31 315 


Gt or 
— [gt 9! 


90, IY, 95, — 92, IY, 95, 95. 95.) — 


ans“ 31 
SINGEN OS 30902500983 10931 07, 9.99 6b) Or 
Wis Jo . J$4 rt: Jos Ji. Js Jis Jos Joss 
fc gr Qv ^ 
ES UJ. a ss Ue Jis E CAE Joe a Van 95) : 


Hier sind aus der formalen Entwickelung der Determinante 


ins ES SE) 


89 4 440 


zunüchst ein zweigliedriger Zyklus des Typus I, dann ein dreigliedriger Zyklus 
des Typus II ausgewühlt. Damit hat man die erste der vier Differenzen. Durch 
sie ist die zweite bestimmt, bei der der Zyklus II im umgekehrten Sinne durch- 
laufen wird. Die dritte Differenz ergibt sich dann aus der ersten durch Permuta- 
tion der oberen Indices. Sie wird eindeutig bestimmt durch die Forderung, dass 
der dritte Zyklus des Typus II mit dem zweiten einen Ring bilden soll. Ebenso 
entsteht die vierte Differenz aus der zweiten, ihr Zyklus vom Typus II bildet 
einen Ring mit dem ersten dieser Zyklen. Ersetzt man dann 3^, dureh 32,, so 
erhält man eine Summe von vier neuen Differenzen, und in dieser zerstôren sich 
das erste und vierte, sowie das zweite und dritte Glied. — 

Die beschriebene Anordnung der Produkte 3;, mag noch für den Fall »—4 
vollständig durchgeführt werden: 


(xx) (12) (13) (14) 


(41) (42) (43) (44) 
= ((11)-(22) — (12) (21)-1(33)- (44) — (34) (43)} — 
— {(11)-(23) (32) — (13) (32) (21)7- (44) — 
— ((x1)-(24) (42) — (14) (42) (21)7-(33) — 
+ ((11)- (23) (34) (42) — (13) (34) (42) (21); + 
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+ ((11):(24) (43) (32) — (14) (43) (32) (21)) + 
— (13) (31):(22) — (12) (23) (3155- (44) — 
— {(14) (41): (22) — (12) (24) (41)7- (33) + 
+ (13) (31)-(24) (42) — (14) (42) (23) (31)) + 
+ {(14) (41): (23) (32) — (13) (32) (24) (41); + 
+ {(13) (34) (41)- (22) — (12) (23) (34) (a) + 
v (14) (43) (31): (22) — (12) (24) (43) (31)j 


Das Ganze stellt eine Entwickelung von V nach Art der LaPraAcE schen 
Determinantenentwickelung in bezug auf die Unterdeterminanten aus den beiden 
ersten Reihen dar. Behandelt man die Faktoren des Typus IV ebenfalls in der 
beschriebenen Weise, so erhält man eine auch in der Form völlig bestimmte Dar- 
stellung von V, eben die im Beispiel n = 4 angegebene. 

Aus dem bewiesenen Satze ergeben sich noch einige Folgerungen analog 
Sätzen der Determinantentheorie; namentlich sieht man, dass eine \/-Funktion 
mit zwei gleichen Reihen oder Spalten den Wert Null hat. 

6. Die verschwindenden Ausdrücke (r2) sind einseitige lineare homogene 
Funktionen der Quaternionen &,,...@im Oder &ır, ... &im. Diese aber können 
nicht identisch gleich Null sein, wenn nicht alle Koeffizienten dieser Quater- 
nionen Null sind. 

Es ist bequem, hier einen Wechsel der Bezeichnung eintreten zu lassen. 
Wir setzen 


i s k Gn 
Ori,— Dir, Hsi = Pix, 
so dass 
Ts k JS "ILE 
(13) Dir = Dis, iy — Esk 


wird. Wir haben dann 


Y $^ In TRE 
(14) Are > Qj, Cis = DT Pik» 
s s 
ferner 
= NI Y ue 
V = Dow Ain D'or Oi 
= k k,s 
(15) 
- 1 Xs Beg 
V= > Aix air = Dar: Pik ik, 
üs 


und 
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A S » 5 . 
Aik— Yan Drüs Gr), 


(al A, GE 2A 
k R,s 
Y S s . 
o— D Ais cii = 2 sk Wir Cil (Ls k). 
i i,s 


Die beiden letzten Gleichungen liefern nun, wie gesagt, je n verschiedene 


Gleichungen, 


0 = Dos D}; GERS 12, m) 
= k 
(16) 
à... 5 
o= > Lisa (Uz k, t=, 2, 2m) 


die wir mit den Gleichungen (14) zusammenstellen wollen: 


4 y k P EYE 
An Gal Dues AG Pantene, 
s Ss 
\ LY k : 
(17) GEN UE Dis, De sl, 
s s 
We Ep Um) LEE 2 etm) 


In dem oben ausgeführten Beispiel m— 3 (S. 27) sind die Koeffizienten von 
G1, y», @, die hier mit ®!,,®},, ®!, bezeichneten Funktionen. Ersetzt man 
&,,,0,,,4,, der Reihe nach durch &,,, &,,, &,,, oder durch @5,, &;,, &,,, so erhält 
man die Summe Null. 

7. WV ist eine irreduzible Funktion der 4m? Koordinaten der Quaternionen 
air. Diese Behauptung, die ja in den Fällen m — 1 und m — 2 zutrifft, muss für 
m—n "+1 richtig sein, wenn sie es für den Wert m — n» ist. Die (n + 1)-reihige 
\/-Funktion geht nämlich in das Quadrat einer beliebigen (x + 1)-reihigen Determi- 
nante, also in das Quadrat einer irreduzibeln Funktion (» 4- 1)'*" Grades über, wenn 
alle Quaternionen «;; skalar werden. Daher kann ein irreduzibler Teiler von 
V nur den Grad » + ri oder den Grad 2(n +1) haben. Der erste Fall aber ist 


unmöglich, da die \/-Funktion (27 + 2)" Grades 


[ Goo DE AO ] 

| | Gm | 
0, & or eo rrr ET E x 

4 RUE += {hose - - 

| OO eat Opec. NO | lias ... nn 

I 

| O,Gni1,; + - + Enn J 


einen Teiler vom Grade 2 n hat, der selbst eine nicht-spezializierte \/-Funktien ist. 
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4: 


Einseitige Quaternionengleichungen mit beliebig vielen Unbekannten. 
Weitere Eigenschaften der Nablafunktion. 


Die Auflösung der Gleichungssysteme 


(x!) Qj Li cod GimTim = X CR) 


(17) Er = b og + de + Em m k (Kr: m) 


ergibt sich nun ohne Weiteres in allen Fällen, in denen überhaupt eine eindeu- 
tig bestimmte Lösung existiert, aus den Gleichungen (11) und (12) in 8 3. Ist 
nämlich \/ (ax) # 0, so folgt 


(2!) AR La eA nn Lim CH (Tee) 


(2°) EV =, An + + Em Aim Ghee im): 


Wie schon im Falle m—2 (und auch im Falle m = 1) ist eine eindeutig be- 
stimmte Lösung immer dann und nur dann vorhanden, wenn V =o ist. Zwischen 
WV und der Determinante D der in je 4m gewöhnliche lineare Gleichungen zer- 
legten Systeme (1) besteht die Beziehung 


(3) D = Vs. 


Ferner lassen sich die an den Fall »m—2 geknüpften gruppentheoretischen Über- 
legungen ohne sonderliche Anderung auf unbestimmte Werte der Zahl m aus- 
dehnen. Namentlich ergibt sich auch eine Multiplikationsregel für die /- Funktion. 
Wir erklären das Produkt zweier Quaternionenmatrices, unter der Annahme, 
dass der erste Index (i) die Reihen, der zweite (x) die Spalten einer solchen 
Matrix charakterisiert, naeh der gewóhnlichen Regel: Wir schreiben 


(cix) (Bis) = (yin); 
wenn 
Gi Bik + +++ + Gimme = Vik GER Con) 
ist. Es wird dann 
(4) (Ck) Aia y = ik) - 
Ferner lüsst sich die V-Funktion, genau so wie im Falle m — 2, als 2 m-rei- 


hige Determinante darstellen, deren Elemente beliebig, nur in der Bezeichnung 
zu m? zweireihigen Matrices (als Gittermatrix) angeordnet sind. Die ganze vorge- 
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tragene Theorie findet ohne Weiteres auf solche Matrices, und die zugehórigen 
Gleichungen — Gleichungen für Matrices — Anwendung. 

Es versteht sich, dass von der Multiplikationsregel (4) ein ähnlicher Ge- 
brauch gemacht werden kann, wie von der Multiplikationsregel für m-reihige 
Determinanten. Ich habe nicht die Absicht, in dieser Hinsicht Vollständigkeit 
anzustreben, will aber einen Lehrsatz ableiten, von dem wir sogleich Gebrauch 
zu machen haben werden. 

Wir bilden zunüchst das Produkt 


le OMEN A INE 
RES Sd Jc UE ale ee 


| Um; me + - + mm | | An Aire lee ' 





erhalten also 


| AA a do Ales 
a Avant: 
, 


(5) NET A 
| vA an Amn eee Amm 


hierauf bilden wir das Produkt 


und erhalten 


| Gsm 

mr. S edis f YM 

(6) | OV —(Au—NA,. 
Om» + + + Cmm 


Hieraus folgt allgemein der zuvor schon unter der Annahme m — 2 bewie- 
sene Satz, dass \/ semidefinit ist, 


wenn die 4m Koordinaten der Quaternionen «x reell sind! (m 7 1). 








1 Siehe weiterhin S. 36. 


Acta mathematica. 42. Imprimé le 5 juin 1918. 18233 D 
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In gleicher Weise liefert das Produkt 


(Ha NO Er nO (An A 4. AA AR Ami | 
| Oo Tu ux | SIC Re. Far ® À 4A: Am: | 
(a, Ugo - + Asm U B. c^ va d, TE zen Ou Om, [9] 
Um Cm» + + » Cmm J 45s PA 6 fio mm J | O OO V J 
die Formel 
C3 Cs 


Cms + + + Cmm | 
allgemein erhält man auf diese Art 


ÜCk-Riyk-ciccc Ük+ı,m | 


Au A,, mite melee | 


(7) 


VI 


AR AE. d 


(Cm k+1 ++. mm | 


Aulass zur Verwertung der Formel (6) gibt uns das Gleichungssystem (r7) 
in $ 3. Hieraus folgt nämlich unmittelbar, dass man in der Regel die Lösung 
der Gleichungen (r) noch auf mannigfache andere Arten darstellen kann. Wir 
erhalten 


(8°) De rn) 
(87) Es Aix = Out ee Oe MTM 


Es ist nicht ohne Interesse, diese Lósungen der Gleichungen (1), die wir 
vielleicht als Nebenlösungen bezeichnen dürfen, mit der Hauptlösung (2) zu ver- 
gleichen, die der Bequemlichkeit halber nochmals hergesetzt werden soll: 


(9!) Eesti Arne oan SD E (dr) 
(97) E; V= Aa d PER Asm (=1I,...m). 


Zunächst sehen wir: 
Die Hauptlösung lässt sich in jedem der zwei Fälle (l,r) als lineare Kombina- 
tion der m Nebenlösungen darstellen (deren Koeffizienten in den Koordinaten der 
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Quaternionen «,: Gradzahlen haben, die um je eine Einheit geringer sind als die 
Gradzahlen der entsprechenden Koeffizienten der Hauptlósung). 
In der Tat bestehen nach Nr. (13), (15) und (r7) in $ 3 die Gleichungen 


We es wy -— 
(1o!) D air Ses Ns Ale Vi i(k, Sim mn), 
5 i 
kr "nm . 
(ror) > Oo = Air, D dix Gr V GAS Term): 
k k 


Ferner erhalten wir aus (6), oder aus der gleichbedeutenden Formel 
(1r) N Ai = V- Oi — V Pi 


die Formeln, die den Übergang von den einzelnen Nebenlósungen zur Haupt- 
lésung vermitteln; multiplizieren wir nämlich beide Seiten der Gleichungen (8) 
mit 4;;, um auf diese Art zu Gleichungen mit skalarem Nenner überzugehen, 
so erhalten wir die Gleichungen (9) mit einem Faktor 


k ^ 
Dir — Pen, 


dessen Verschwinden also jene Nebenlösung unbrauchbar macht. 
Endlich ergeben sich noch, wenn man die Produkte A; x. und \/:2%, 5; Aix 
und &;-\ aus den Gleichungen (8) und (9) eliminiert, die merkwürdigen Formeln 


(12) Dir = Aix Ais, V Pix = Asx Ain. 


Man sieht aus diesen Ausdriicken, deren Substitution in einer Reihe zuvor 
entwickelter Gleichungen Identitäten entstehen lässt, dass die bilinearen Formen, 
die uns zur Darstellung von V gedient haben, 


- s 
A Us Pik cix 


k,s 1s 


S ^ UT 
Doin Dir dia V — D 


sehr spezielle Koeffizientensysteme besitzen: Es bestehen die sämtlichen Glei- 


chungen 
t t P ors i ways ip! Á 
(13) D}, Dis — Dis Dir ELO, p UP, Por Z0 
obo figs 
02 i D; el [Pin Vj. 
(14) 95 


— Gr 
s ge | : |: DO 
dii Dir Pik jk 


1 Die Gleichungen (12) lassen noch erkennen, dass die Produkte 


8. gi ws — Wk 
Dir 085, Vin = Bei 
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Zu beachten ist, dass die vorgetragene Lósungsmethode eben so wenig die 
Bedeutung eines Universalrezepts hat, wie die allgemeine Theorie der linearen 
Gleichungen. Es wird das durch den Fall erläutert, in dem alle Quaternionen 
oder Matrices «;x skalar sind. V wird dann das Quadrat der Determinante jener 
Gróssen, und in den Nennern der sachgemüss gebildeten Ausdrücke für die Un- 
bekannten erscheint nur diese Determinante an Stelle von V. 


Das zuvor über das Vorzeichen der \/-Funktion Gesagte wird ergänzt durch 
einen Satz von I. SCHUR: 

Sind die Koordinaten der m? Quaternionen c,,,... mm reell, so kann, wenn 
m 71 ist, die zugehörige \/-Funktion nicht als Summe von Quadraten reeller ganzer 
rationaler Funktionen (homogener Formen) jener Koordinaten dargestellt werden. 

Es genügt offenbar, den Beweis, den ich ebenfalls einer Mitteilung von 
I. Scour verdanke, für den Fall m—2 zu führen. 

Es wird dann 


y = [* y| " [er roi +2; xm; (us + ui + ui + ui) + 
deu] lurpimtmetara+ 
— 2 (2020 + % 2 + 9425 + Cara) (Wy Vo + Ui Ya + Ur Yo + UsY3) + 

+ 2 (22, — 24% + 4524 — $325) (t9, — Uy Yo + UrY3—UszY2) + 

+ 2 (8923; — x42, + 432, — 2,25) (U Y2— U2 Yo + Us Y1— 1495) + 

+ 2( )( 


23 — X32, À 2,25 — 9,24) (sys — Us Yo + 1532 — U:Y1)- 


Ware nun V =f? +f +: +fa-1, wo fo, ...fn—1 reelle quadratische Formen 
der sechzehn Veründerlichen x,...u, bedeuten, so könnte man 


ij: io Ur sis Oa: IT: Ur + Ts Uns +2 Vig T2 A +2, Y,» + 23 Ys 


setzen; U,; wäre dann eine lineare homogene Funktion (Form) von wy, u, , w., Us, 
und Y,; eine ebensolehe Funktion von 5,,9,.9;,.);. Diese linearen Formen 
müssten unter Anderem den aan HSE au 


für die MERE (4 








2 eine ganz aan: Bedeutung haben, wie für die ns (a;x) die Produkte 


gt = 2 k ne 

Dis — Oki si» Nei = Ars Aki» 

von denen wir die ersten zur Beschreibung des Bildungsgesetzes der We Funktion benutzt hatten. 
— Natiirlich wiirde sich das Bildungsgesetz der \/-Funktion auch mit Hiilfe der Produkte nt; 


haben beschreiben lassen. — 
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(a) PEU Dur Dos MU ARTE THERE 
(b) D> Y= Di Dr D Yi cà» 
(c) > U,, Y,, =— Up Yo — Uy Y; — Up Yn — Ug Ys 
(d,) 2 Uno Yor = Wyı Uy Yo + 9,93 — 439», 
(d,) m Oyo Y, = Up Yn — Un Yo UYyı — 995; 
(d,) > Oyo Y, = Wu — U3Yo + 995 — 49; 
(e,) > U, Y,, =— U + WYo — U2 Y3 + UaYos 
(e,) Dun: Yo = —UY + U Yy —UYyıt UYs, 
$ 
(e,) X Uys Y,, = — Up Y3 + UsYo — M45 + WU. 


5 
Dem Beweise unserer Behauptung schicken wir voraus den 
Hilfssatz: »Geniigen n reelle lineare Formen 

Yr — Ayı 9, +--+ + Aym Xm (v—r,2,...m) 
der Gleichung 

() gib gam d tm 


folgenden 


(woraus n > m folgt), so lässt sich eine reelle orthogonale Transformation 


Yı = Pau Yi t---+ Din yn» 


3m = pmi Yi rele Se PmnYn 
so bestimmen, dass 


! 


! 
Yi Ti, -..Ym — *m,; 
und ausserdem (wenn » > m ist) 


Li r 
Um vini 


wird.» 
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Er handelt sich natürlich nur um den Fall n> m, und es kommt darauf 
an, zu zeigen, dass die verlangten Gleichungen auch dann durch eine orthogonale 
Transformation hergestellt werden kónnen. 

Die Gleichung (f) sagt lediglich aus, dass die m linearen Formen 


Vy = Gin ts E gun (LX Er Em) 


(in denen %,...i„ unabhängige Veränderliche bedeuten) ein System normiert- 
orthogonaler Formen bilden. Man bestimme nun (was bekanntlich immer móg- 


lich ist) n— m weitere reelle Formen 
Vie — Gina ++ Ank Un (k=m+I,...n) 


derart, dass v,,...v, ein vollständiges System von normiert-orthogonalen Formen 
bilden. Setzt man hierauf 


! 
Yka=AıkYıt + Amk Yn (b —1,2,...m), 


"so wird 
m n [zx LE fiir km, 
yx TE "Yu Dy ayn yp = 
1 1 jr für k>m. — 


Im Falle der ersten Gleichung unter (a), 


n—1 


> U7. = US + US FU +US, 

0 
muss 24 sein. Man kann dann, nach dem bewiesenen Hilfssatz, eine reelle 
orthogonale Transformation 


I 
U'j, = Pko (ora dp OOS RE Pk,n—1 DES 


so bestimmen, dass 


! 
U 


=U), Ue ze Urn US = Uy, Us — Us, 
und ausserdem, wenn n> 4 ist, 
Un= Orr 0—0 
wird. Bildet man jetzt die Funktionen 
js = pvo 16 museo dE f cya In—ı (v 0 P5 1 20 1), 


so haben diese dieselbe Form wie die ursprünglichen Funktionen f,,.../1-,, und 
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auch dieselbe Quadratsumme, an Stelle von U,, erscheint aber jetzt U\,. Man 
darf daher annehmen, dass von vorn herein 


DU AU AU EU M see Un CEE 0 
ist. 
Aus (c) folgt nunmehr 
Yoo = — Yor Yro=— Yi» Yn = — Yes Ya= — Ya, 
und aus (b) — da die Veränderlichen yy alle reell sein sollen — Y,,=---=0. 


Ebenso können wir aus (d) und (5) die linearen Formen Y,,, Y,,, Y,, berechnen, 
und schliesslich, auf Grund der Gleichungen (e) und (a), auch die Formen 
U,,, U,, Uys. Das Ergebnis ist, dass nur noch der Fall n —4 in Betracht 
kommt, und dass man auch in diesem nur die eine Annahme 


fo = ou — Ly Uy — Lo Uy — 9414 — Lo Yo + ZY, + 229a + £393, 

f], = Lou + X, Uy + Log — X44, — 24, — 21M» — 3s + 73r» 

f; = Lo Wy + mu. + Xz UW, — X, Uz — 2993 — 229o — 739i + Zio 

f; = Xp Uy + my. + Ly Wy — RU — Lo Vs — Ts Yo — ifa + ZY: 
zu untersuchen braucht. Diese Funktionen genügen aber nicht der Gleichung 

2 2 2 =; 
Verh: VERRE 

denn in ihrer Quadratsumme ist z. B. der Koeffizient von 2x,z, verschieden von 
dem entsprechenden Koeffizienten in der Entwickelung von \/.' 


5. 
Die allgemeine Nablafunktion. 


Setzt man an Stelle der Quaternionen oder zweireihigen Matrices ein un- 
bestimmtes System komplexer Gróssen (soleher mit Haupteinheit), so wird es 
nicht leicht sein, die Theorie »einseitiger» linearer Gleichungen so weit durchzu- 
führen, wie es in dem konkreten und dabei verhältnismässig sehr einfachen Bei- 
spiel der Quaternionen noch thunlich war. Indessen lässt sich doch einiges All- 
gemeines aussagen, das beim Studium anderer konkreter Fälle nützlich sein kann. 

Wir betrachten zunächst das in der Form «o'— «" abgekürzte Multiplika- 
tionstheorem irgend eines Systems komplexer Gróssen mit reellen oder gewóhn- 





1 Vgl. hierzu Hırzerr, Math. Ann. Bd 32 (1888), S. 342, Acta Mathematica, Bd 17 (1893) S. 169. 
Archiv f. Math. (3), Bd 1 (1901), S. 224, und Grundlagen der Geometrie (3. Aufl., 1909) Kap. VII, 5 38. 
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lichen komplexen Koordinaten für die einzelnen Gróssen des Systems, und bilden 
die Gleichungen 
(14) Qm — Te 


(17) E Bg; 


in denen «, a’, &' gegebene und x, 5 zu bestimmende Grössen des Systems bedeu- 
ten sollen. n sei die Zahl der linear-unabhängigen Grössen des Systems, also die 
Anzahl der in irgend einer Basis des Systems vorkommenden Einheiten, e, die 
Haupteinheit, die wir von der Einheit der gewöhnlichen reellen oder komplexen 
Grössen nicht unterscheiden (&e,— 1). Die m Koordinaten von a, und ebenso die 
von x! und E', sollen als unabhängige Veränderliche betrachtet werden. Zu den Glei- 
chungen (1!) und (17) gehören dann, wenn man sie explizite schreibt, d. h. durch 
ein System von n gewöhnlichen linearen Gleichungen ersetzt, zwei nicht notwen- 
dig übereinstimmende Determinanten D; und D,, die als (ganze homogene) Funk- 
tionen (nt Grades) der Koordinaten «,, ... ¢n—, bekanntlich dieselben irreduziblen 
Teiler haben. Wir nehmen an, dass diese Determinanten von Null verschieden sind. 

Unter diesen Voraussetzungen lässt sich z. B. die Gleichung (x!) eindeutig 
auflósen. 

Dabei tritt die Determinante D; in den Nenner des sich für x ergebenden 
Ausdrucks, und in den Zählern der Koordinaten von x erscheinen lineare Kom- 
binationen der sämtlichen Unterdeterminanten (»—— 1r)? Grades von D;. Wir 
denken uns die Faktoren, die die Determinante D; mit allem ihrer Unterdetermi- 
nanten gemein hat, weggehoben; in den Nennern bleibt dann eine Funktion g'*? 
Grades V («) der Koordinaten «,, ... @n- stehen, und diese wird eindeutig bestimmt 
sein, wenn wir festsetzen, dass V (r)— 7x sein soll. Nennen wir noch & die dann 
ebenfalls eindeutig bestimmte Lösung der Gleichung «a= WV (a), so erhalten wir 
die Lösungen beider Gleichungen (1!) und (x) in der reduzierten Form 


(21) Ver es) 
(27) g.V=!a 


Die hier eingeführte Zahl o, der Grad des nach Möglichkeit reduzierten Nenners 
V(«), ist die als Rang des betrachteten Systems bekannte Zahl. Sie ist der niedrigste 
Grad einer algebraischen Gleichung mit skalaren Koeffizienten, der eine unbestimmte 
(frei veränderliche) Grösse des betrachteten Systems genügt.‘ In der Tat, verstehen 
wir unter r eine skalare Grösse des Systems, d. i. ein Multiplum der Hauptein- 
heit, so kann man schreiben 


! Tu, Morıen, Math. Ann. Bd 41 (1893), S. 113. 
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V (r—a)- r? + a, v0 + --- +09, 


und es folgt 


(3) 0 —4a? + 03,00— + --- + ao; 
dabei ist 
(4) ap Ve) Cerne vA Co). 


Gübe es nun eine für alle « richtige Gleichung der Form 
0 = a, ae + a, al 4. I Qo ; 


mit ebenfalls skalaren Koeffizienten, so dass o' «o wäre und zugleich einen móg- 
lichst kleinen Wert hätte, so müsste die Gleichung (3) eine Folge von ihr sein, 
was nur möglich ist, wenn a‘, den Grad Null hat. Man kann dann von vorn 
herein a',— 1 setzen. 

Es müsste ferner a/; von Null verschieden sein, da andernfalls 


ala! + al, a! + --- + alg 1) — 0 


wäre, unter der über die Zabl o' gemachten Annahme ein Widerspruch gegen 
die Voraussetzung der eindeutigen Lósbarkeit der Gleichungen (2). Man hatte 


also schliesslich in dem Ausdruck 
— (alo)! (a9 —! + a a’? + --- + alor) = a* 


eine Lösung der Gleichung «x — 1, und damit hätte man auch eine Lösung der 
Gleichungen (2), in der \/ («) durch eine Funktion niedrigeren Grades, ao, er- 
setzt wäre. 

Es ergibt sich noch 


(5) Na) au, a—(—1)? or a, ae ai) 


Um die komplexe Grósse & und mit ihr den skalaren Ausdruck \/(«) zu bil- 
den, hat man hiernach die skalaren Funktionen ersten bis (o— 1)*" Grades 
@,,..-@ 1 der Koordinaten einer unbestimmten Grösse « des betrachteten Sy- 
stems zu bilden. Hierzu ist aber nur nótig, dass man den ersten dieser Koeffi- 
zienten a, bilden kann. Bezeichnen wir nämlich mit rz,, ... 7, die Wurzeln der 


(zuvor schon gebildeten) Ranggleichung des betrachteten Systems, 
(6) V (r—a) = re ar? + --- + 45-0; 


und setzen wir (nach Analogie des in der Quaternionentheorie Üblichen) 


Acta mathematica. 42. Imprimé le 6 juin 1918. 18233 6 
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Oa=———-a,, 
(7) Bee 
so folgt unmittelbar ! 
(8) e+e +7 =0.Ga? Ve 0. ---); 


es lassen sich aber die symmetrischen Funktionen a,, ... a, der Wurzelnr,,...r, 
in bekannter Weise durch die Potenzsummen (8) ausdrücken. Man hat z. B. 
a,=—0 Ga, 24-—:90*((5:0)3— 9&0, 
sa o3 (Gia)? 7302650607 20 Gas 


OF CRO nO 


Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir ein System von m linearen Glei- 
chungen der Form 


(9!) Cl OG + Cm Lm = X CS En) 
oder 
(97) EE sun eoe emm E (k= Ij... m), 


I 


in denen riri BEES 


m Wiederum Gróssen des betrachteten Sy- 
stems («) sein sollen, und «,, ... «mm frei-veránderliche Grössen dieses Systems, 
nur beschränkt durch die Annahme, dass etwa die Gleichungen (o!) eindeutig- 
auflösbar sein sollen. Die Lösungen dieser Gleichungen (o') denken wir uns in 
eine reduzierte Form gesetzt, derart, dass in allen Nennern von 2,,... c, eine 
gewisse notwendig homogene Funktion der nm? Koordinaten von &,,, ... @mm er- 
scheint, deren Grad nicht weiter hinabgedrückt werden kann. Diese nach Vor- 
aussetzung nicht verschwindende Funktion (Nablafunktion) bezeichnen wir durch 
das Symbol 


Gi ++. Him | 


(10) 


TW 


V (aix) = | ; 


, 
m1 ++: Um | 


indem wir noch einen zunächst willkiirlich bleibenden Zahlenfaktor aus der 
Forderung 





! Vgl. etwa Morte, a. a. O., S. 110, 
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" js al 





bestimmen. Wir behaupten: 

Zu den Gleichungen (9!) und (9') gehört dieselbe Nablafunktion. Diese ist eine 
homogene Funktion des Grades mo der Koordinaten der Grössen «,,, ... mm, und 
zwar ist sie homogen vom Grade o in bezug auf die Koordinaten der Elemente ir- 
gend einer Zeile oder Spalte der Matrix (air), und sie erreicht überdies den Grad o 
in bezug auf die Koordinaten eines jeden dieser Elemente «x. 

Zunächst ergibt sich, dass '/(«;;) in irgend einem Grade o0' homogen sein 
muss in bezug auf die Elemente der ersten Zeile, da eine proportionale Anderung 
der Grössen c,,...c,5,2, die Werte von x,,...a nicht ändern kann; auch 
leuchtet es ein, dass diese Gradzahl o' für alle Zeilen dieselbe sein muss. Ferner 
ist sicher 0 >o, da im Spezialfall «,, x, — 2',, ... &mm tm —%m dieser Grad tat- 
sächlich erreicht wird. Es kann sodann der Schluss von m auf m + 1 angewen- 
det werden, da der zu erweisende Satz für m — r richtig ist. 

Wir betrachten zu diesem Zweck das weitere Gleichungssystem 


= = - = 
Co Kot 0,4 Kt: + Com Am X, 


z 2 > 4 
(a) Oy Xo + Oy, Lt: Em Am =X, 
a 


4 - r rf 
mo X o + Cmi X; qoo (mm Xm = X m; 


in der zugehörigen Nablafunktion seien die Glieder zusammengefasst, die in be- 
zug auf die Koordinaten von «,, denselben Grad haben, 


(5) V (Go, 115 + + + €mm) = V? (too) + aper Ti (egg) ss - 


Lósen wir sodann die m letzten unter den Gleichungen (a) nach den Unbekann- 
ten X,,... X, auf, so erhalten wir diese in Form von Quotienten, in denen Nen- 
nern die Nablafunktion (ro) erscheint, während von den Zählern angenommen 
werden darf, dass sie alle in der Form a X, + b geschrieben sind. Die Substitu- 
tion dieser Ausdrücke in die erste Gleichung unter (a) liefert eine Gleichung 


von der Form (1!), 
(c) QUOTIDIE mm) en + AY Xo = B, 


in der, nach Voraussetzung, der Faktor von «,, den Grad mo und A den Grad 
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mo--r hat. Die formale Auflösung von (c) nach der zuvor entwickelten Regel 
liefert dann für X, einen Quotienten, dessen Nenner eine homogene Funktion vom 
Grade o in bezug auf die Koordinaten von c, €, ... @om ist, in dem ferner auch 
ein Glied op Grades in bezug auf «,, vorkommt, nämlich das Produkt 


(V (or ... Omm)}2 . i (Go) - 


Wir sehen also, dass o'— o ist, und dass die Funktion * («,,) das Produkt 
von \/(«,) mit einer (skalaren) Funktion der Koordinaten von @,,, ... Gmm sein 
muss. Diese letzte Funktion ist ferner ein Teiler vom Grade mo der Funktion 
des Grades m 0° 


UV (&115 tee Omm)j* 


sie kann aber nichts anderes sein als W(c,,...«45) selbst, da sie im Falle 
(s, — 0, +++ Com — O, € — 0, «++ Emo — 0 von vorn herein diesen Wert hat. 

Hiermit ist der aufgestellte Satz erwiesen, soweit er sich auf das Gleichungs- 
system (9!) bezieht. Ausserdem hat sich auch ergeben, dass die auf der Bildung 
der Gleichung (c) beruhende Lósungsmethode der Gleichungen (a) den Ausdruck 
für X, mit dem fremden Faktor 


f \\o—1 
LV (eii; +. Umm) j^ 


in Zähler und Nenner liefert, dass sie also nicht allgemein brauchbar ist. 

Zu beweisen bleibt noch, dass die Nablafunktion sich nicht ándert, wenn 
man die Gleichungen (o' durch die Gleichungen (o') ersetzt. Dies folgt dar- 
aus, dass die Gleiehungen (9) im Grunde schon in Gleichungen des Typus (1) ent- 
halten sind. 

In der Tat, setzen wir an Stelle der m Gleichungen (9o!) oder (9”) je m solche 
Systeme, die links dieselben Koeffizienten haben, 


(12!) Qj; Cır +--+ + im a Cle (à, k= ser. m), 


(127) 


r 


Ure 


ik = Sida oe: ot Gum mf (i, kK=1, ... m), 


so werden die Lösungen dieser speziellen Gleichungen (12!) noch denselben 
reduzierten Nenner \/ («;;) haben, wie die Lösungen der Gleichungen (ol). Wir 
bezeichnen diesen Nenner hier mit \/7, und nennen WV, die entsprechend aus 
(12”) abgeleitete Funktion. Die Gleichungen (12) haben nun genau dieselbe 


Form wie die Definitionsgleichungen des Produkts von zwei gewöhnlichen 
Matrices, 
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yt 4 y A 
Clone Chr LS Gin Ed EOS oo Kone 
3l 
(131) r3 
Du ml * 
| Coni ++ Cmm _| | Xmı ++ Mmm | | Umi. V mm || 
^ zl E E zb = 
Sit Sim Sin +++ Sim Qi ++. Cim 
ar = 
(13 ) E , 
cl tl I = 
Smı-..S mm _ | Smi +++ Smm ||. Omi + ++ Cmm | 


nur dass die zu einer neuen Matrix komponierten Matrices zu Elementen nicht 
gerade gewóhnliche (reelle oder) komplexe Gróssen, sondern solche aus dem belie- 
bigen System («) haben. Nichts hindert aber dann, den Inbegriff der m? komplexen 
Grössen c«,,,... @mm selbst wieder als eine einzige komplexe Grösse A höherer Ord- 
nung aufzufassen. Die Gleichungen (r2) oder (r3) werden dann subsumiert un- 
ter den Typus der Gleichungen (1), 


(14) AX=X'; 
(147) E'=E 4; 


die Einheiten des neuen Systems (4) sind die Produkte der Einheiten des Sy- 
stems («) mit m? Einheiten e;4, deren Multiplikationsregeln 


€ij 6j k — €ik, eij€k1— 0 (j +k) 


die Multiplikationsregel gewóhnlicher Matrices liefern: Das System (A) ist das so- 
genannte Produkt aus dem System («) mit dem System, dessen Einheiten die eir sind. 

Der Rang des neu gebildeten Systems ist m.o, für die durch (12) definierten 
Gróssen A aber hat man, eben nach (12): 


VF = V(4)= Ve. 


Daher könnte sich WV, von V; höchstens um einen Zahlenfaktor unterscheiden, 
dieser aber esweist sich als die Einheit: V, — Vı= WV (aii). 

Unmittelbar einleuchtend ist nunmehr auch, dass die Nablafunktion an ge- 
wissen Eigenschaften der Determinanten teilnimmt. So ziehen die Gleichungen 
(13) die als Multiplikationsregel der Nablafunktion zu bezeichnenden Gleichungen 


(15!) (air). V (xix) = V (zx); 


(15^) V (852) = V (Sin). V (ei) 
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nach sich. Hieraus, und aus den nachgewiesenen Homogeneitätseigenschaften der 
Nablafunktion folgt dann ohne Weiteres: Die Nablafunktion ändert ihren Wert 
nicht, wenn man zu irgend einer Zeile (Spalte) der Matrix (&;x) ein vorderes 
(hinteres) Multiplum einer anderen Zeile (Spalte) addiert. Sie verschwindet also, 
wenn zwei Zeilen (Spalten) einander gleich werden: was übrigens auch schon dar- 
aus hervorgeht, dass sie ein Teiler der Determinanten DV" und D" der beiden 
Gleichungen (9) sein muss. Sie nimmt den Faktor \/ (o) an, wenn man die Ele- 
mente einer Zeile (Spalte) vorn (hinten) mit o multipliziert. Vertauscht man 
zwei Zeilen oder Spalten, so wird die Nablafunktion mit einem Faktor reprodu- 
ziert, der eine Quadratwurzel aus der Einheit sein muss. Um diesen Faktor zu 
bestimmen, genügt es offenbar, eine zweireibige Nablafunktion, und auch diese 
im Falle eines Zahlenbeispiels zu betrachten. Es ist aber 


M d Gees eet 


die Nablafunktion wechselt also bei Vertauschung von zwei Zeilen oder Spalten 
ihr Vorzeichen, oder sie bleibt ungeändert, je nachdem o— 1 mod. 2 oder o—o 
mod. 2 ist. Endlich ist allgemein z. B. 


Dn e Cie 040 | | Saris Foner | 
| Cur Cup OI RE & lea Soo un | 
| Guia see Oni, Cui, ua cs Kutı,m | Cut, nai se. Cur i,m | 
, 
Gy +++ Um Cm, uti +++ Cmm dis: Gm, 4-1 +++ Cmm | 


u. A. m. 

Hiermit haben wir also eine allgemein anwendbare Definition der Nabla- 
funktion erlangt. Gelingt es, wie bei den Quaternionen, ihr Bildungsgesetz 
zu ermitteln, so darf man eine Verbesserung der allgemeinen Theorie der 
linearen Gleichungen in solchen Fällen erwarten, in denen der Rang o des 
Systems («) kleiner ist als die Zahl n seiner Einheiten. Eine weitere Verein- 
fachung wird eintreten, wenn die komplexe Grösse A speziell gewählt ist 
und zu denen gehört, bei denen schon eine frühere Potenz als A”? durch niedri- 
gere Potenzen ausdrückbar ist.! Ist das System («) reduzibel, so ist es auch seine 





: TUS ECHO gibt es Em ES anders geartete Fülle, in dE eine weitere Bedenken 
möglich ist. Vgl.$ 7 
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Nablafunktion; sie ist das Produkt der Nablafunktionen, die zu den Teilsystemen 
gehören, in die das System («) zerfällt. Dies tritt bekanntlich immer ein, wenn 
9— n ist, mit der einen Ausnahme eines Systems, dessen Multiplikationsregeln in 
der Form 

& ek er (+ k<n—ı) 


(16) X il POIs oan (Dat) 
er — 0 (+k>n—1r) 


geschrieben werden kónnen. Die Nablafunktion fallt dann zusammen mit der 


Determinante 
(0) (0) 
too +++ o0, m—1 id 
(17) Tren ed — Ne ant di 
(0) (0) 
Gm—1,0 +++ Cm—1,m—1 


der Gleichungen (9). Entspricht das System («) selbst schon dem Multiplika- 
tionstheorem der (gewóhnlichen) Matrices, 


(18) &jéjk — &x, je — 0. (jr), 


so dass n=? wird, so lässt sich die Nablafunktion als gewöhnliche Determinante 
(Gitterdeterminante) darstellen, analog dem, was wir im Falle o — 2 gefunden hatten, 
(CD) (dm) 
(19) va El 
| (@m:) ... (mm) | 
Bei allem Vorgetragenen ist nur auf solche Eigenschaften der betrachteten 
Systeme («) Rücksicht genommen, die von der Wahl der Basis unabhängig sind. 


Bei spezieller Wahl der Basis kénnen fiir einzelne Gruppen der Unbekannten sehr 
wohl weitere Reduktionen eintreten, wie es z. B. der Fall ist bei dem System (16). 


6. 
Beispiele. 


Am leichtesten zugänglich sind, ausser gewissen in $ 5 schon gelegentlich 
betrachteten Systemen mit kommutativer Multiplikation, die Systeme (a), die 
den Rang 2 haben, bei denen also alle Gróssen des Systems, wie im Falle der 
Quaternionen, einer Gleichung der Form 


e—262.2414+ (€x.29—0 


mit skalaren Koeffizienten genügen. Man hat dann 
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3287 — 2, Rr—xx—Tx, 


und man kommt ganz ähnlich wie bei den Quaternionen oder den zweireihigen 
Matrices zur Auflösung eines Systems einseitiger linearer Gleichungen. 

Wir betrachten zuerst den Fall n=3, in dem nur ein einziges System kom- 
plexer Grössen (ein Typus mit einer Gestalt) existiert, dessen Multiplikationsregel 
dem Kommutationsgesetz nicht gehorcht. Die Multiplikationstabelle dieses Sy- 
stems, das übrigens als Unter- oder Teilsystem im System der zweireihigen Ma- 
trices enthalten ist, nehmen wir in der für die Rechnung bequemsten Form an: 


Oe a NT 


e, | € [9) es 


if == = x 
IE (er Cy — C5 — ae 
eo Se 
eI osa e SNO 
Es findet sich, wenn 
Ce EA 6 Ce Ce Gan CR 
2h | ee ceci 
GE Fa CE are a GME 


gesetzt wird, 
Di—4i.4, D,=4,.4!, 


ferner 
LICE tae CC UD 
X= Xe, + Ly Cy — 4,65. 
Die nach der früheren Vorschrift gebildete Funktion \/ kann sich vom Pro- 


dukt der irreduziblen Faktoren von D; und D, nur um einen Zahlenfaktor unter- 
scheiden, der sich gleich der Einheit findet: 


Nos) ed 


Im Übrigen kann nach Analogie der Quaternionen verfahren werden. 
Ähnlich liegt die Sache bei dem der Annahme n — 4 entsprechenden System 
mit der Multiplikationstafel 


€, €, e, €4 
e, €, £4 — €, 

Ti le, nn, 
e,| —e, 0 o 
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das als Grenzfall der Quaternionen in Anwendungen auftritt. Gleich den Quater- 
nionen selbst hat auch dieser Typus von Systemen komplexer Gróssen zwei reelle 
Gestalten, wir betrachten aber der Kürze halber nur diese eine. Man hat hier 


SH NT decimis Sen mau tete. 


Wendet man in diesem Falle auf ein wie früher gegebenes System einseitiger 
Gleichungen die gewöhnliche Lösungsmethode an, indem man zunächst nur die 
Unbekannten x), 2, oder £9, £0. (7, E — 1, ... m) berechnet, so erhält man Aus- 
drücke, in deren Nenner eine sogenannte VorGT'sche Determinante erscheint. 
Diese hat bereits den Grad 2m, sie kann sich also von der \/-Funktion, die auch 
in den reduzierten Nennern der Unbekannten a(?, a), £9, £9 erscheinen muss, 


héchstens um einen Faktor unterscheiden, der gleich der Einheit gefunden wird: 





CORE NB a allies tes rr am 

Q1 at! | à | aim qim 

ML EE I=- = ---- 
V — . | . . | . 

ei I ee 

GAL = an 1 | E x ar nz am m 

a n" 1 a. 1 | A 3 | on m an m 


Die V-Funktion hängt hier nur von den Koordinaten ci^, «i* ab. Ausser- 
dem aber ist sie im komplexen Gebiet (bei der zweiten Gestalt schon im Reellen) 
reduzibel; setzt man 


11 Wri: 1m 3 im Lt T im . 4 im 

GE OCR oo le a. c DO on CR val 
Ne DERE L 

au 3E CCE Eee am m a. jo mum (unm == OCH A QU =) (um 


so wird, wie bekannt, 
WS Ae sting LOS (a5 els) 


- = : teas CE ic ^ 
Bei reellen Koordinaten oj^ ist also, wie im Falle der Quaternionen, \/ > 0; 
WV. ist aber hier als Summe von zwei Quadraten reeller Ausdücke darstellbar. Im 


Falle m — 2 z. B. hat man 


= (zit mius wt) + (yo + yi) + 25) — 
— 2 (a, 2, +2, 2) (Uy Yo + Yi) 
) 


+ 2 (2,2, — 2,29) (u991— 30) = 


Acta mathematica. 42. Imprimé le 6 juin 1918. 
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= (2) Up == 2, U, — V7, + 121)? + 
+ (ay Uy + ay — Ya — Yi 20); 


vgl. S. 36. Im Wesentlichen gilt jedoch die für den Fall der Quaternionen ent- 


wickelte Theorie auch hier. 
Ahnlich wie das System IT verhält sich auch das System 





e, v 3T RO 
IT. eo = 1j; 

é,|—€; © 0 

es ONTO NO 


das ebenfalls Ausartung der Quaternionen, und überdies Grenzfall von IT ist, 
aber, abweichend von II, nur diese eine reelle Gestalt hat. 
Hier erscheint in den Ausdrücken für die skalaren Bestandteile 2 der kom- 


plexen Grössen x; nur die Determinante 


11 im 
ODE ot 
AA =i 2908: 


mi mm 
REEL 


der skalaren Bestandteile der Koeffizienten der Gleichungen (1), während in 
den reduzierten Ausdrücken für die übrigen Koordinaten 2”, 2, 2 im Nenner 
das Quadrat eben dieser Determinante auftritt. Es folgt 


Ve DEAN 


Ebenso verhält sich endlich die letzte Ausartung des Quaternionensystems, 


deren Multiplikationstafel 





IV. feo 
Bio, CG. 


es [lo 020 
dem Kommutationsgesetz gehorcht. 


Als letztes Beispiel betrachten wir, unter der Annahme m — 2, das System 


der Nonionen 


We ijl = Gil, ij kl = O ik, = Es 2,8 1a: 
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das der Annahme o— 3, » — 9 entspricht, und (für m — 2) zu einer Nablafunk- 
tion vom Grade sechs führen muss. 

Um die Ableitung der zu entwickelnden Formeln kurz und übersichtlich zu 
gestalten, bediene ich mich, trotz ihrer Unbeliebtheit, der symbolischen Methode 
der Invariantentheorie. 

Die Multiplikationsregeln der Nonioneneinheiten &;x sind nichts Anderes 
als die Regeln für die Multiplikation oder Komposition der speziellen ternüren 
bilinearen Formen z;u; (vgl. $ 1). Wir können also Nonionen A, B, C,... sym- 
boliseh als Produkte ternàrer linearer Formen darstellen, 

A —(ax)(uc), B= (bx) (up), Us S Was 


29) 


E — (ux) 


e 


ist die sogenannte Einheitsform, die im Rechnen mit den bilinearen Formen die 
Stelle der Einheit des gewöhnlichen Zahlenrechnens vertritt. Es wird, wenn 


A B — (ax) (ba) (uf) 


gesetzt wird, AE — EA — A. 

Wir bezeichnen nun mit @A den skalaren Bestandteil von A, d. i. die 
lineare Invariante von À (gegenüber kontragredienten linearen Transformationen 
von %,,%,%, und w,,w,, w,) deren Zahlenkoeffizienten wir so normieren, dass 
SE —1 wird. Wir setzen also (übereinstimmend mit der Bezeichnungsweise des § 5) 


~ 
— 4 


I 
- (a«), 
A ) 


und folglich, bei Beziehung des Operationszeichens © auf das Ganze eines nach- 
folgenden Produkts, 


SABC =GACB=.---=* (af) (by) (ca), 


u. s. f. Ferner werde 
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gesetzt, und analog 
(4|B|C) —-(B|C| A) - (C| A| B) — 
—(A|C|B) 5 (B| 4] C) 2 (C|B|4) — 


I 
; (abe) (up) = 


=“ {SABC + 6ACB—364.6 BC —36B.GCA 


—36C.GAB+96A.6B.60}. 


Es folgt dann 


(1) (A|E)=-{3SA.E—A}), (E|E)—E 
(2) (4|B|E) —6(4|B) —2GGA SB)— GAB} 


(3) (A|E|E)=GA, (E|E|E)—r, 
ferner 

(4) (A|B|C)=GA(B|C) (u. 8. w.), 
und 

(5) (4|B|C). E — 


—, (A (B|C)-- B(C| A) C(A|.By — 


= {B|0)A + (C A4) B (4| B) CY. — 
(6) |A|=(4|4|4)= 
—-(264:—964.64::964.€4.64) 


ist die Determinante der bilinearen Form oder Nonion À, oder die zugehórige 
Nablafunktion ; 


(7) À — (A | A) =* (ax) (aa u) = 


“ 


=={24°—-66A.A+3(36A.64—GA2) E) 


ist die zu A adjungierte bilineare Form oder Nonion; ist die Determinante | A | 
von Null verschieden, so existiert die Form oder Nonion 4-1, und es ist 
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(8) A-1—|A4|-1. 4 — |A|-1.2 (aa' x) (aa! u) 


die zu A reziproke Form oder Nonion. Man hat also 
(9) AA Aeon a AA. 


Die charakteristische Gleichung der Form A, die Ranggleichung des Nonionen- 
systems, ist 


(ro) A8’_36A.A?+36A.A—|A|.E=o. 
Schliesslich folgt noch 
(x1) [4+ B|=—AA+3G4AB+3GAB+ BB; 
z. B., wenn .4 eine Zahl, ./ E skalar, ein numerisches Multiplum von Z ist, 
(12) | 4E—A|=.82—36A.424+36A.4—|A|. 


(Vgl. Nr. ro.) 
Nach diesen Vorbereitungen betrachten wir die Gleichungen 


axtyy=i, 


(13) 
Bxtóy—y, 
n = a+ 78, 
18 
= y= t 96, 


in denen wir die Koeffizienten und die Unbekannten Nonionen bedeuten lassen. 

Wie in $ 2 kann man zunächst aus den Gleichungen (13) eine der zu suchen- 
den Nonionen eliminieren. Die zu bestimmende Funktion \/ ergibt sich dann 
als gemeinsamer Teiler der Determinanten gewisser Nonionen wie 07e — 77.8 
oder 9óye« — 7.988. Nach kurzer Rechnung, bei der die Formeln (o) und (11) 
oder (r2) zu benutzen sind, erhält man 


(14) Bel 


j 
I 





DENIS 
BB.77; 


— aù. 00 — 3 S(&y0B) + 3 S (aßd7) 


WV ~o ist notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die Gleichungen 
(13) eindeutig aufgelóst werden kónnen, und zwischen \/ und der Determinante 
D; — D, oder D der Gleichungssysteme (r3) besteht die Beziehung 


(15) Ve: 
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Ferner ist \/ als Determinante darstellbar, 


Oia Oye Oral Yer Van Yaa 
Oy 055 a3) 7/21 722 7/23 


= 3, 055 033: | 7/31 Ysa Yes 

(16) . Wi = =; E 3 
> > 9 Y Y Y 
Bis Pie Bis | 911 0,5 015 





> > > N Y Y 
P21 P22 P23 | 0, 032 0,, 
Baı Bar Pas | dar 05, Dog 


endlich hat sie ein Multiplikationstheorem gleich dem der zweireihigen Determinan- 
ten — alles wie im analogen Falle m — 2, o — 2 ($2, Nr. 15). Natürlich aber wech- 
selt die vorliegende Funktion ihr Vorzeichen, wenn man in der entsprechenden 
zweireihigen Nonionenmatrix die beiden Zeilen oder beiden Spalten vertauscht 
(S 5, S. 46). 

Während die Formel (16) auf einer besonderen Gestalt (&;x) der Nonionen- 
basis beruht, ist (r4) hiervon unabhängig, dieselbe Formel gilt für jede Wahl der 
neun Einheiten, falls man nur den skalaren Bestandteil und die Adjungierte einer 
Nonion gehórig erklürt hat. Und es gibt auch — was die Formel (16) jedenfalls 
nicht ohne Weiteres zeigen kann — eine Lósungsmethode der Gleichungen (r3), 
die ebenfalls unabhängig ist von der Wahl der Basis, und bei der die 4.9 Koor- 
dinaten cix, Pik, yix, dix in den Nonionenkomplexen «, B, y, Ó belassen werden. Es 
lassen sich nämlich explizite vier Nonionen A, B, C, D analog den Unterdeter- 
minanten einer zweireihigen Determinante herstellen, die Gleichungen der Form 


aA+yC=V, aB+yD=o, 
BA+öC=o, PB+0D—\, 
V — Aa t Bf, o=Ca+ Dp, 
o—=Ay+tBö, V=(y+Dö 
genügen; womit offenbar die Auflösung der Gleichungen (13) geleistet sein wird. 
Es ist ausreichend, Folgendes zu beweisen: 
1. V lässt sich in die Form «A + yC setzen, und es wird dann pA + 9C —o. 
2. \ lässt sich auch in die Form A* «+ B* 3 setzen, und es wird dann 
A*y + B*0 — o. 
3. Es ist A= 4*, 
Man hat nun nach (4) und (5) z. B. 
3€agó0y.E—3G0a0(y y). E— 


= («Bo y\y).Z= aßd(y y)t2y (e gà y), 
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also, wenn man das besondere Zeichen für die Einheitsform unterdrückt (wenn 
man die entsprechende Nonion mit der Einheit des gewóhnlichen Rechnens 
identifiziert), 


= «B07 + 2y(« 80 | y) = 
= Fôÿa+2(8|87a)8, 


und analog 


— à ydB t 2(«|yóg)a. 
Es folgt somit 
V = « {00 .ù + 80y —2(y0g|a)) — 
—7 {88.7 + d8a—2(apd|7)} = 
= (00. à + 807 — 2(a| 708) a— 
— Hy . B + &yó — 2(p |07a)) B. 


Die Koeffizienten der Nonion « in diesen beiden Entwickelungen von \/ 


sind einander gleich. Ausserdem aber wird behauptet, dass z. D. 


9 — 100 .& + goy— 2 (yóg che 
u) (BB y+ óga —2 («Bd y). 
ist, d.h. 


B (yg | a) — 0 («9| 7), 


oder, in der Formelsprache der bilinearen Formen, da 705 der bilinearen Form 


* (ez) (99'y) (dd'b) (ug) 


entspricht, dass die identische Gleichung besteht: 


(bx) (e 8' 8) (00'y) (dd'b') (acu) = 


= (dx) (790'0) (8 g'a) (bb'd') (cau). 
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In der Tat ist 
(«Bp")(78d')(acu) {(dd'b') (bx) + (bb'd') (dx); = 
= ^ (eg d!) (y60') (acu) ((dd'b!) (bx) — (dd'b) (Ua) + 
+(bb'd)(dx) — (bb'd) (d'z)) =o. 


Es bestehen also wirklich Gleichungen der Form (17); und zwar ist 


A= 0.à4807— 2 («|yóB), 





(18) B B— àyd + 2(B|óya), 


C——Bpg.y—ógà- 2(y|ago), 


D— ta.d+ ya — 2 (0| Bay). 


Es ist klar, dass auch hier, wie im Falle o = 2, diese Koeffizienten A, 5, C, D 
der Gleichungen (17) nur auf eine Weise bestimmt werden kónnen. 


6. 


Anhang: Gleichungen mit schief-symmetrischer Determinante. 
Pfaffsche Aggregate. 


Zu den Fällen, in denen die Anwendung der allgemeinen Theorie der linearen 
Gleichungen kein ganz erfreuliches Ergebnis liefert, gehóren, wie in der Ein- 
leitung schon erwähnt, die Systeme linearer Gleichungen mit schief-symmetrischer 
Determinante. Im wichtigsten Fall, in dem die Anzahl der Gleichungen und 
Unbekannten gerade und die zugehörige Determinante nicht Null ist, hat JacoBI 
eine Lösungstheorie entwickelt, die kaum etwas zu wünschen übrig lässt, wenn 
man möglichst elementar zu Werke gehen will! Aber diese Theorie, in deren 
Mittelpunkt die sogenannten Prarrschen Aggregate stehen, passt nicht ganz in 
den Rahmen, innerhalb dessen das genannte Problem aufzutreten pflegt. Die 
Prarrschen Aggregate sind (relative) Invarianten gegenüber beliebigen (kogredien- 
ten) linearen Transformationen, und das kann, soviel ich sehe, bei der üblichen 
Behandlung des Stoffs nur daraus erschlossen werden, dass ihre Quadrate Deter- 
minanten sind. Die symbolische Methode der Invariantentheorie liefert dagegen 


! Jacogrs Ges, Werke, Bd IV, S. 25 u. ff. Neuere Darstellungen bei Kowanewskı, Deter- 
minanten, Leipzig 1909, Kap. 9, und E. v. Weser, Pfaff'sches Problem, Leipzig 1900, Kap. I. 
Vgl. auch F, ExGez in GnassmANN's Werken I, 2, 8. 474 u. ff., Leipzig 1896. 


Zur Theorie der linearen Gleichungen. 57 


für die Prarr’schen Aggregate und für die damit zusammenhängenden Ausdrücke 
ein Bildungsgesetz, dem man die Invarianteneigenschaft auch ansieht. Es will 
mir scheinen, dass auch eine weniger elementare Behandlung des Gegenstandes 
nützlich sein kann, wenn sie zu einer vertieften Einsicht führt. 

Es sei, in symbolischer Bezeichnung, 


(x) S = (az) (by) — (a'z) (by) — 


eine alternierende bilineare Form mit n Paaren von Veränderlichen z,,y,, ... 24, Yn, 
also eine Form, deren symmetrische lineare Kovariante 
I 
* (a2) (by) + (ay) (52) 


identisch verschwindet, so dass 
S — ^ (a) (by) — (ay) (ba) 


gesetzt werden kann. 

Mit Hülfe der üblichen (oder vielmehr früher einmal üblichen) Umformungen 
sieht man, dass im Falle eines ungeraden n jede Kovariante von S, die einen 
ganz mit Symbolen von $ ausgefüllten Determinantenfaktor hat, identisch ver- 
schwindet, und dass bei geraden Werten (n — 2m) der Stufenzahl n jede solche 
Kovariante durch die Invariante (a'b'a'b"...a(")50) teilbar sein muss, während 
die übrigen invarianten Bildungen im Wesentlichen die Kovarianten 


(a'b!...am-DEm=ly) 


(ab... am pm) wv 2's!) 


sind. Er gibt also bei ungerader Stufenzahl keine Invariante von S, und bei 
gerader Stufenzahl n — 2m eine einzige irreduzibele Invariante, nämlich, bei zweck- 
mässiger Wahl des Zahlenfaktors, die Invariante 

(2) P=—*— (a'bla"b" . . . aem dm), 


Zucapot 
von deren Quadrat daher die Determinante der Form S, 
(3) |S|=— (a/a" . . . a) (9b . . . bm) 


Acta mathematica. 42. Imprimé le 8 juin 1918. 18233 8 
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sich hóchstens um einen Zahlenfaktor unterscheiden kann. Das Beispiel 
S = (2,9% — 3,91) + (4:9, — £493) +--+ (&n-ı Yn — Ln Yn—ı) 
zeigt, dass / 
(4) J—pSIEPs 
ist. 
Betrachten wir jetzt die Kovariante 


(a'bla'd! amp), 


die wieder eine — eventuell identisch verschwindende — alternierende bilineare 
Form in den zu z, y kontragredienten Veränderlichen (Systemen von Veränder- 
lichen) «, v ist, so folgt 


(ar) (aba birra en cpm nay y 
= — * (aba'U Sosa ipm) ear) 
= — 21 (m—1)! P.(vx); 
es ist also, wenn P ~ 0 ist, 
Y= (ua) (8) = 7 (ue) (vf) — (ug) (va)} = 


I 
——— —— 1}! (m —1) Hm-—ı) 
Pare Gen pa DISCIT b uv) 


die gewöhnlich mit S~* bezeichnete zu S reziproke Form, deren Komposition 
(Multiplikation) mit S die Einheitsform liefert, 


(6) (ax) (ba) (v8) — (vx), (wa) (a 8) (by) — (wy); 
im angeführten Beispiel 


X = — (U,V, — u,v,) — (uv, — U,V) — --- — (Un—1 Un — Un 9a—4)- 


Zwischen den Determinanten D, 4 von S und X besteht die Beziehung 
D 4| — 1, und daher zwischen den Invarianten P, II beider Formen die Beziehung 
P.H — +1. Tatsächlich ist, wie wieder das Beispiel zeigt, 


(7) P.II — (—1)". 
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Lassen wir jetzt die Form S einem System linearer Gleichungen mit der- 
selben Koeffizientenmatrix entsprechen, 


(8) (ax) bj = ux LS Er): 
so haben wir in dem ebenso aus X abgeleiteten Gleichungssystem 
(9) (wa) By = Xk (b—1,...m) 


nach Nr (6) die Auflósung des Systems (8) vor uns; und zwar erhalten wir so 
die Lósung in reduzierter Form, mit der Invariante P im Nenner an Stelle 
von P?, das die Anwendung der allgemeinen Theorie der linearen Gleichungen 
liefern würde. 

Hiermit, oder vielmehr schon vorher durch die Gleichungen (6), ist die ge- 
stellte Aufgabe gelóst, da P sich sogleich als irreduzibel erweist. Es bleibt aber 
noch Einiges zu sagen über den Zusammenhang unserer Formeln mit den sonst 
üblichen, die ja anders aussehen. Wir geben also jetzt die symbolische Bezeich- 
nung auf, und ersetzen die symbolischen Produkte durch reale (reelle oder kom- 
plexe) Zahlen, 


aj by — alib, —-. — pir, ci — ei =... mik. 
Die Gleichungen (8) werden dann, ausführlich geschrieben, diese: 


* pisa + Pis La ++ Pin Lu = Wy, 


Par 935 * + Pos La + °°° pin Xn = Ws, 


Dni Li + Dna Lo na Xs + + — Un. 


Entwickelt man jetzt den Determinantenfaktor im Ausdruck (2), also die 
symbolische Determinante nt" Grades 


. Latro bom 


| 
. | ag Dim) 


: EI lis 
S SIE |. 
| | 
am Bln | Gin DS | D 2 | gum pi 


nach Spaltenpaaren unter Befolgung der LarracrE'schen Regel, so erhält man 
eine Summe von Produkten von je m der Grössen pi;, in deren Entwickelungs- 
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gliedern jeder der Indices à oder Æ gerade einmal vorkommt, und in die ausser- 
dem jedes p;;, wenn überall die Grössen pi; mit i» k eliminiert werden, mit dem 
Faktor 2.(— 1) *^-! eingeht. Da immer m(m—r1)...3.2.1 dieser Produkte 
einander gleich sind, so kommen in der Entwickelung von P, nach Weghebung 
des Zahlenfaktors 2”.m! aus Zähler und Nenner, die einzelnen m-gliedrigen 
Produkte von Grössen p;;(i« k) nur noch mit Faktoren +1 vor; es entsteht ein 
aus (n —1)(n—3)...5.3.r m-gliedrigen Produkten zusammengesetztes Pfaff sches 
Aggregat, eine ganze Funktion der Grössen pix, die linear ist in bezug auf alle 
solchen Grössen, die einen vorgeschriebenen Index 7 oder k tragen. Im Falle 
n—4 z. B. entsteht der PLóckER'sche Ausdruck; schreibt man nur die Indices, 
setzt man also etwa pi; = (ik), so erhält man 


(12) (34) — (13) (24) + (14) (23) = 
= (12)(34) + (13) (42) + (14) (23). 


Wird sodann dieser Ausdruck wiederum durch ein analoges Symbol (1234) (das 
JacoBrsche Symbol) bezeichnet, so lässt sich P im Falle n = 6 einfach schreiben: 


(12) (3456) — (13) (2456) + (14) (2356) — 
— (15) (2346) + (16) (2345). 


Jedes Entwickelungsglied erscheint mit dem positiven Vorzeichen, wenn die 
entsprechende Permutation der Ziffern 1,...6 gerade ist, und mit dem negativen, 
wenn sie ungerade ist. Andere äquivalente Ausdrücke erhält man, wenn man 
die Ziffern beliebig vertauscht und die erforderlichen Zeichenwechsel vornimmt.* 
In dieser Weise kann man fortfahren. 

Allgemein ergibt sich, wenn nunmehr 


(10) P= (x23...) 


gesetzt wird, die Regel, dass P sein Vorzeichen wechselt, wenn man zwei der 
Zahlen 1,...n im Symbol (ro) vertauscht. Ferner folgt, dass P, als Summe von 
Faktoren geschrieben, deren erster immer den Index k trägt, die Form 


(1r) P —puxPix d Par Pak 


hat, worin P;,—— P,; wieder ein Prarr’sches Aggregat mit einem Faktor +1 
ist (i7 ky. Das Symbol dieses Aggregats entsteht aus dem von P sn dass 








1 Von x — 8 an kommen noch weitere XotwickeldHgun nach. Te der LarracE'schen SEXUS 
minantenformeln hinzu, z. B. 


ly 1 
P-—-(1234)678) F ...}. 
> 
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man die Indices à und & unterdrückt, und sein Zahlenfaktor ist (— 1)+#-—1, wenn 
t<k, und (— 1)! **^, wenn i » k ist. Weiter folgt 


(12) O= pig Pis ++ Dar Pai (rk. 


Die Gleichungen (rr) und (12) liefern wieder die Lósung der Gleichungen (8) in 
reduzierter Form. Stellt man diese Lósung neben die in den Gleichungen (9) 
enthaltene, sowie neben die von der allgemeinen Gleichungstheorie gelieferte 
Lósung in Determinantenform, so ergeben sich die bekannten Relationen zwischen 
Unterdeterminanten von D und Prarr’schen Aggregaten. Wir nennen Dj; das 
algebraische Komplement des Elementes p;; in der Entwickelung von D, so dass 


D = pik Dir +--+ pas Dax, 
OD Dis aa Dar Dr: 
wird. Dann folgt 
(13) Dix = P. Piy— P*. Hi. 


(Vgl. Nr 5.) Bezeichnen wir ferner noch die Koeffizienten von p;;pj; in der 


Entwickelung von D mit Di. oder Dp so dass 


» NM 35 j 
D = zi Piz Dir Pin u > Pi; Pr Dix 
G, k) G, k) 


wird, so folgt aus 


D— P! = Y pj P. D Pin pr = — D vis pi Pu Pj 


i k (i, k) 
(14) Di PER - 


Die Systeme linearer Gleichungen, mit denen wir es hier zu tun gehabt haben, 
unterscheiden sich von den zuvor betrachteten wesentlich dadurch, dass sie, 
als Transformationen gefasst, keine Gruppe bilden. Daher gibt es auch kein 
Multiplikationstheorem für Prarr’sche Aggregate, das dem der Determinanten 
oder \/-Funktionen vergleichbar wäre. Aus eben diesem Grunde leistet auch der 
Satz Brioscxrs, wonach jede Determinante gerader Ordnung als Prarr’sches 
Aggregat geschrieben werden kann, nicht das, was er auf den ersten Blick viel- 
leicht zu versprechen scheint. 


Eine bei der Korrektur ausgefallene Anmerkung soll hier nachgetragen werden: Die 


Determinantenformel auf Seite 22 hat, noch vor mir, auf einem anderen Wege auch Herr 
J. Scuur abgeleitet, den ich von meiner Untersuchung in Kenntniss gesetzt hatte. 


—— d—— 
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THE CLASSIFICATION OF SETS OF POINTS. 


BY 
ERIC H, NEVILLE. 


TRINITY CoLLEGE, CAMBRIDGE. 


Preface. 


The origin of this paper was a desire for a definition of a plane curve which 
should require a curve to be in some sense in one piece without requiring it to 
be closed or to be of the very special character of a Jordan curve. To take a 
simple example, there must be some sense in which a lemniscate deprived of any 
point but the node is a single curve but a lemniscate deprived of the node is 
two curves. The discovery of the property of a set which I define in section 
20 and describe by saying that a set is united led to the definition of a curve 
on a surface which is given below in section 38 of the paper,! but aroused a fresh 
discontent, since this definition gave no clue to the distinction in three-dimensional 
space between a curve and a surface, a distinction which the definition since 
evolved, given in section 36, enables me to draw. 

Although the work was begun for the sake of a theory of dimensions, it is 
not on account of the theory suggested in the concluding sections that this paper 
is published; much remains to be done before that theory can be proved valuable 
or valueless. But of the thirty-nine sections of this paper the first thirty-five 
are concerned only with ideas which certainly have technical use as well as in- 
trinsie interest; among these, the fundamental idea of which I have found * ? no 


1 These definitions of a united. set and of a curve on a surface were given in a short 
note entitled »Definition of a plane curve» in The Journal of the Indian Mathematical Society, 
Vol. vii. pp. 175—177 (1915), the set being there described as perfectly connected. 

? (Added November 1916) This statement only reveals my ignorance when it was written. 
Undeniable traces are to be found in ScHorxruies’ definition (Math. Annalen, bd. 58 (1904), s. 210) 
of a plane set of a special kind as coherent if every pair of its members can be joined by a 
simple path within the set, and in a footnote (American Journal of Mathematics, v. 33 (1911) 
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trace elsewhere is the idea associated here with the word unity, and the paper 
is essentially the offer of this idea for consideration. 

The paper contains no proofs. It seems to me that proofs are almost worth- 
less unless given in fundamental logical symbols, and at present I have not the 
time to prepare detailed proofs for publication. Moreover, many of the ideas 
here put forward, and in particular the idea of unity and the derived idea of a 
cell, are to be justified less by propositions than by examples, and in any case 
an account of a subject in general terms is a valuable preliminary to a formal 
development. 

Certain acknowledgments of debt I am glad to make: my definition of a 
congregate of points was suggested in part by JoRDAN’s treatment of a closed 
set d’un seul tenant, in part by the desire for a definition expressible in a simple 
form with the symbolism of »Principia Mathematica», the use of this symbolism 
alone has enabled me to construct proofs of the propositions which I assert and 
of others that shew the importance of the various definitions, and to the influ- 
ence of RUSSELL and WHITEHEAD are due among other features the form in which 
the subject matter of the paper is described in section 2 and the recognition at 
various points of the relevance of the multiplicative axiom. 

This work was done in the first instance in ignorance of FRECHET's theory ! 
of dimension-types, but a comparison of the definitions of section 36 with his 
definitions is to be found in the closing section. Since the idea of a united set 
does not enter into FRÉCHET's theory, my work is altogether independent of his, 
but probably an earlier acquaintance with FRECHET’s paper would have led me to 
develop the present theory as a contribution to the classification rather of abstract 
aggregates than of sets of points. The universe with which I deal explicitly is 
less general than FRÉcHET's class L (l. c., s. 145) and more general than his class 
E (l. e., 8. 160), inasmuch as I assume the existence of separating numbers but 
assume neither that two points separated by the number zero necessarily coincide 
nor that the inequality æ2<xy +yz is true for every set of three elements; exactly 
how much of my paper is in fact independent of the use of numbers I do not 





p. 319) in which Lexxes remarks that obviously there are complete connected sets which contain 
no continuous ares joining certain pairs of their points, the one writer using »simple path» and 
the other »continuous arc» according to a precise definition. Lexxes’ definition, unlike SCHOEN- 
FLIES', is applicable to aggregates in general, but neither writer anticipates the kind of use made 
of the conception in the present paper. 

! Maurice FnÉcugT, »Les dimensions d'un ensemble abstrait», Math. Annalen, bd. Ixviii, s. 145 
—168 (1910): the study of dimensions is now associated so closely with the name of BnovwkR 
that it is as well for me to state definitely that none of his work that I have seen indicates a 
perception of what I call unity, and that there is therefore nothing in this paper for which I 
am indebted to Prof. Brouwer. 
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know, but it is evident that the definitions of wnited sets and of cells require 
only the assumption that such limits as exist are members of the universe, and 
that if limits are defined by means of neighbourhoods, then plots and confined 
limiting points also can be defined, whether or not the definition of a neighbour- 
hood is numerical. On one detail, not of logic but of nomenclature, I incline to 
disagree with M. FRÉcHET, who wishes to restrict the phrase »of » dimensions» 
to an aggregate whose type is that of the complete geometrical space with n 
coordinates; since there is no ordinal similarity between the types of dimensions 
and the signless real numbers, insistence on a one-one correlation in the parti- 
cular case in which the numbers are integral is actually misleading, and I 
prefer to allow that the surface of a sphere may be described legitimately as 
well as popularly as two-dimensional. Nevertheless, not actually to contradict 
M. Frécuer, I have spoken of the dimension-integer rather than of the number 
of dimensions of a set. 
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35. Extreme Points. 

36. The Dimension-Integer of a Set, and the Definitions of Curves and Surfaces. 
37. Pure Sets and Mixed Sets. 

38. Curves on Surfaces. 

39. Dimension-Integers and Dimension-Types. 


1. Introduction. 


The vocabulary of the theory of sets of points is evidence that it has been 
left too much to the writers whose interests are primarily philosophical to insist 
on the extent to which the nature of the derivative of a set of points I" depends 
on the nature of the universe of points V of which 7’ is a part. Technical mathe- 
maticians, instead of recognising frankly that they need to deal sometimes with 
a universe of one kind, sometimes with a universe of another kind, have expended 
a considerable amount of ingenuity in reducing their special universes by a variety 
of more or less elaborate conventions to a common pattern. What is most sur- 
prising is that the chosen pattern is a universe of a different kind from Euclidean 
space and that the conventional reduction of Euclidian space to the standard 
form is no easy task. 

A universe of points V is said to be limited or closed if every infinite set 
of points in V has a limiting point in V. Thus the surface of a sphere is a closed 
universe, and so is the set formed of all the points inside or on the perimeter of 
a plane triangle: on the other hand, the points inside a sphere do not compose 
a closed universe, neither do the points inside a triangle, nor, to take the most 
important cases of all, do the points of Euclidean space or of a Euclidean plane. 
Mathematicans, fully alive in some connections to the advantages of dealing with 
open rather than with closed sets, as is shewn in the use made of circular domains 
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in the theory of functions of a complex variable, have nevertheless shewn curious 
and I think unwarrantable reluctance to contemplate an open universe of points. 

The first difficulty for which this reluctance is responsible in the treatment 
of Euclidean space is in the application of the words closed and open to unlimited 
sets, that is, to sets tending in some manner to infinity. The obvious interpreta- 
tion, sanctioned by the effects of establishing, for example, a point-to-point cor- 
respondence between the finite points of a plane and all the points except one 
on a sphere, is to regard an unlimited set as closed or open according as points 
at infinity have or have not an actual existence. This interpretation does not 
meet the difficulty: unless by the invention of ideal points existence has been 
conferred on points at infinity, such limiting points as a set posesses must be 
in the finite part of the universe, and a set which tends to infinity but has no 
finite limiting point simply has no limiting point whatever, and cannot be regarded 
as an open set without a change in the fundamental definitions; moreover, the 
introduction of ideal points and points at infinity is often accompanied by a 
change in the definition of distance, and if a point at infinity is to be regarded 
as a limiting point the definition of a limiting point must be changed from the 
form which is naturally the first to be adopted. 

We must not be supposed to assert that the difficulties in this subject cannot 
be surmounted, or rather evaded, by a multiplication of conventions. Every 
student of the theory of functions of a complex variable knows that much can 
be accomplished by introducing what is really an incomplete symbol 24 or c, a 
symbol of which only the uses are defined, it being agreed for example that to write 


|z— © |«e 
is to mean 


lz21> 1/0. 


But even in this case the properties of » as a limit are different from those of 
any other limit; for example, if (w,) and (v,) are two sequences of complex num- 
bers with a common finite limit, #„— v, must tend to zero, while if (w,) and (v,) 
both tend to », that is, to infinity, 4,— v, may behave in any manner as n in- 
creases, converging to any finite number, oscillating in any way, or diverging to 
infinity. It is not, however, on technical troubles of any particular kind that the 
case for a candid consideration of facts is based: to be content rather to evade 
a difficulty than to analyse it and to understand it is the mark distinguishing 
not the technical mathematician from the philosopher but the computer from 
the mathematician. 
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2. Points and Separating Numbers. 


The one requirement of the theory before us is a one-many relation, subject 
to certain conditions, between signless real numbers and cardinal couples of indi- 
viduals. The individuals, in virtue solely of the fact that every member of the 
converse domain of the fundamental relation is a pair of them, are called points, 
and the real number associated with a pair of points is called the separating 
number of the two points, or between the two points, forming the pair, or the 
number separating one of the points from the other. We use for points the 
letters v, w, z,y,z and we denote the separating number of x and y by xy; because 
the separating number of x and y is a number related to the cardinal couple 
composed of x and y, not to either of the ordinal couples composed of the same 
individuals, ya is the same as xy, and the further hypotheses as to the nature 
of the fundamental relation must be enumerated. It is assumed not only that 
it is between pairs of points that there are separating numbers, but also that if 
there are separating numbers yv and zw there is a separating number yz, an 
assumption we express by saying that our points compose a universe. It is 
assumed that if the two points forming a cardinal couple are identical, the number 
associated with the couple is zero, that is, that if x is any point, the separating 
number zx is zero, but it is not assumed that the separating number of two 
distinguishable points is necessarily different from zero. It is assumed that the 
class of signless real numbers defined by the criterion that o belongs to the 
class if for every group of three points x,y,z the separating number zz is equal 
to or less than the sum of the separating numbers ay, yz provided only that zy 
and yz are both less than @ is a class which has members other than zero: from 
the form of the class, if 6 belongs to it so does every number less than 6; in 
Euclidean space every real number belongs to this class, and by dealing with. 
the class itself we avoid both the indefinite and unnecessary restriction involved 
in choosing one of its members and the introduction symbolically of an infinite 
number. From the assumption just explained it follows that if the separating 
number yz is zero, then for every point x for which either xy or zz is sufficiently 
small, xy is equal to zz, and we make the final assumption that in fact if yz is 
zero then for every point x the numbers vy and wz are the same. 

It must be realised that the separating number of two points need not be 
the distance between the points in any space in which they can be represented. 
As an example of the latitude we allow, the universe might consist of the sur- 
faces of two non-intersecting spheres in Euclidean space, and we might take for 
the separating number of two points on the same sphere their least geodesie 
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distance apart and for the separating number of two points of which one is on 
each of the spheres their distance apart in space. Moreover, the separating number 
regarded as a function of the two points on which it depends, may vary consi- 
derably in form without involving any change in the classification of classes of 
points with reference to any of the properties which it is our object to describe. 
Indeed, in the case in which the universe is space of a finite number » of dimen- 
sions and a point vr is determined by its n coordinates +,,x,,...2», while some 
writers use for the separating number of two points &,& the distance between 
them, which if the axes are orthogonal is V {X ( 4, — &; )°}, others, following JoRDAN, 
use for the separating number X |z, — z,|, and others again, including Moskowskr, 
use! the greatest among the numbers of the form |z,— x,|; none of the proper- 
ties of classes of points which separating numbers are used to described are af- 
fected by a choice between these three functions. 

An excellent example of the mode of embodying ideas in the definition of 
separating numbers when these numbers are divorced entirely from distances is 
to be found in the geometrical treatment of the complex variable. To justify 
the usual method of dealing with the point at infinity, it is common to suppose 
a sphere drawn to touch the plane of the variable z at the origin O, and to say 
that often a value z of the complex variable is associated not with a point z, of 
the plane but with a corresponding point z, of the sphere, z, being obtained by 
joining z, to the point of the sphere diametrically opposite to O; if we wish to 
concentrate our attention on the plane, we have only to say that limiting points 
are determined not with reference to distances in the plane but with reference 
to a distinct system of separating numbers, the separating number of two 
points 2», Z, of the plane being the distance between the corresponding points 
Zs, Z, of the sphere or some other number suggested by geometry, but the most 
satisfactory method is to regard the complex variable itself as a point, and the 
separating number not as a number separating two points of a plane or of a 
sphere but as a number separating two values of the complex variable. Probably 
the most useful number separating the complex numbers 2, z is 


l2— z|/v X + 121) G + 1219; 


which is the actual distance in space between the corresponding points on a 


sphere of unit diameter, but the number 


1 This last choice has the advantage of being far more widely applicable in space of an 
infinity of dimensions than either the Cartesian measure or Jonpaw's: I have found the con- 
sideration of this kind of space with this species of separating number valuable in removing 
prejudices. 
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constructed on Jorpan’s model, is equally effective; denoting either of these 
separating numbers by (22) we can define the uses of the symbol © by the 
assertion that (zc) denotes r/V (x + |2|2) or 1/(1 t || |y]? and that (oa) is 
zero, and c then exists, for the statement that the complex number c exists 
means only that the numbers separating o from all complex numbers including 
itself are defined and satisfy certain conditions. 

More interesting is the treatment of RIEMANN surfaces, which we may illustrate 
by the simple example of the surfaces connected with the representation of w'#. 
In the primitive form, these are a double plane and a double sphere, with cross- 
connections along the positive halves of the real axes in one case and along 
overlying semicircles in the other case. Logically, in the space in which o* is 
a one-valued function each point consists of a complex number z and a variable 
t which has only two values (most conveniently, 1 and 2); if m and n coincide 
and if in a plane corresponding to the one variable z the chord joining 2, to Zp 
does not cross the positive half of the real axis, or if m and n are different and 
if in this plane the chord does cross this half-axis, then the number z,,2, separat- 
ing the RIEMANN point Z, from the RIEMANN point Z, is a number (22) such as 
was defined in the last paragraph, while in other cases the separating number 
£a, is the smaller of the two numbers (20) + (20), (2%) + (3  ), where o denotes 
the complex number zero. Here we have distinct points at zero distance apart, 
for it is simpler to say that there are two points o,, 0, and two points æ,, ©, 
and that 0,0, and ©, #, are zero than to say that while almost every point of 
the RIEMANN surface consists of a complex number and a two-valued variable 
there are certain points which consist of complex numbers alone. 


3. Sets and Classes of Sets. 


Our subject is the classification of classes of points, and for the sake of 
emphasis a class of points is called a set of points, or simply a set, while set is 
not regarded in any other sense as equivalent to class. A set is usually deter- 
mined by the statement of a group of conditions which a point is to satisfy if 
it is to belong to the set; if there are no points satisfying simultaneously all the 
preseribed conditions, the group of conditions is said to determine the null set. 
For sets in general we use the letters DP, 4, ©, ®, 2, the universe is itself a set, 
which is denoted by V, and the null set is denoted by 4. For a general class 


of sets we use y, while z'I and z*I^ denote classes of sets related in a special 


The classification of sets of points. 71 


manner to a set [; thus each of the letters x, v may be regarded as denoting 
either a relation between a class of sets and a single set or an operation by 
which from any set is derived a class of sets having a particular relation to 
that set. Similarly we use Latin capitals other than V to denote particular rela- 
tions between one set and another, or operators deriving from any given set 
certain other sets related to it, while we use K'(r, I) and T'(v, 1") for special 
sets connected with a point x and a set I’. 

When we have to deal with classes of sets, the whole theory of selections 
is applicable to our work, and we have to consider whether or not in a class of 
sets y every member /' has a representative. We say that the universe is a 
ZERMELO universe if in every class of existent sets each set has a representative, 
or in other words if every class of mutually exclusive existent sets is multipliable, 
and we say that a set |' is a ZERMELO set if every class of mutually exclusive 
existent sets contained in I is multipliable; in a ZERMELO universe every set is 
à ZERMELO set. 


4. Bounded Sets and Sets with Separating Numbers Finite; 
the Span of a Set. 


Sets and universes may be classified according to the magnitude of the 
separating numbers which are possible between points belonging to them. A set 
is bounded with reference to an origin v if there is a finite upper limit or 
maximum to the numbers separating its points from v. If there is a number 
6, necessarily different from zero, such that if z, y belong to I, then xy is less 
than o, there is a least number o which is such that if z,y belong to I’ and 6 
is greater than o, then xy is less than o; this number is an upper limit or maxi- 
mum to numbers separating pairs of members of I’, and is called the span of 
r. If wz is never greater than xy+yz, a set bounded with reference to any 
origin has a finite span. 

A set is a set with infinite separating numbers or a set with separating 
numbers finite aecording as it does or does not contain two points whose separat- 
ing number is infinite. Every set with separating numbers limited is a set with 
separating numbers finite, but the converse is not true: for example, in Euclidean 
space, not subjected to any conventional closing, the distance between any two 
points is finite, but there is no upper limit or maximum to the distances possible; 
by replacing the points and lines of Euclidean space by ideal points and lines 
we can obtain a space in which there are actual points at infinity, and in this 


space infinite distances are possible. 
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5. Units. 


A set which includes a point x need not include all the points separated 
from x by the number zero, and we denote by 7*(z,I') the set composed cf all 
the points of I’ separated from the point x of T by the number zero, calling 
T'(x,I') the unit of I containing x; if x does not belong to I, the set 7" (x, I’) 
is defined to be null, even if I" contains points separated from x by the number 
zero. A set is called a unit of I’ if it is the unit containing some point of T', 
and we denote by z'I' the class of units of I. If y is a member of T* (z, I), 
the units 7'(x, I) and T“(y, 1") are identical, and x and y contribute the same 
member to the class z'I'. 

If T is not null, the class v'I' is a class of mutually exclusive existent sets 
whose sum is I’; even if 7 is null, the null set is not a member of 2'1': if I is 
null, zT is the null class of sets, not the class whose member is the null set. 

The set 7T‘(x, V) is a unit of the universe, and while every unit of a set I 
is contained in some unit of the universe, a unit of /" need not coincide with 
the unit of V which contains it, and the class r‘1' need not be contained in 
the class 7°. 


6. The Cardinal Number and the Reduced Number of a Set. 


The number of different points belonging to a set I” is called the cardinal 
number of the set and denoted by Ne‘r. A set is called finite or infinite accord- 
ing as its cardinal number is or is not inductive, and is called singular if it 
has only one member, plural if it has more members than one. 

For many purposes the number connected with a set J’ which is of greatest 
importance is not the number of points belonging to I” but the number of units 
contained in I’, that is, the number of sets belonging to r‘I’; this number, N c'z' T, 
we call the reduced number of 7 and denote by Ner‘I’. We say that a set is 
scattered finitely or infinitely according as its reduced number is or is not induc- 
tive, and we call a set a unit set if it has only one unit, a multiple set if it has 
more units than one. 

In formal work unit sets, both singular and plural, require attention out 
of all proportion to their interest, which is negligible. The universe may itself 
be finite, in which case every set is finite, or finitely scattered, when every set 
is finitely scattered, but none of our definitions give any but the most trivial 
results when applied to sets in a finitely scattered universe. 
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7. Reduction and Expansion. 


To reduce a set is to omit from it any set of points each of which is separated 
by the number zero from some one of the points retained. Reduction is possible 
as long as the set contains units which are not singular, and we say that a set 
or a universe is fully reduced if all its units are singular, that is, if it includes no 
two distinguishable points whose separating number is zero. If a set is fully 
reduced its cardinal number is the same as its reduced number, but the converse 
implication holds only if the set is finite. A set is called a reduced form of a set 
I if it is contained in J’ and includes one and only one member of each unit of 
I' in more technical language, the reduced forms of I’ are the selected sets of 
the class of units of I'. To say that reduced forms of I’ exist is to assert that 
the class of units of 7’ is multipliable, and since this assertion can not be made 
of every set unless the multiplicative axiom is assumed, we content ourselves 
with describing a set as reducible if there are reduced forms of it. In a fully 
reduced universe every set is fully reduced, but a reducible universe may contain 
sets that are not reducible; in a ZERMELO universe all sets are reducible, but we 
have no reason to suppose that if every set is reducible the universe is a ZERMELO 
universe, for every class of unit sets might be multipliable while some classes 
including multiple sets were not multipliable. It is important to notice that 
every finitely scattered set is reducible. 

The converse of reducing a set is adding to it any set each of whose points 
is separated by the number zero from some point already included, and this process 
is called expanding the set. Expansion is possible if there are units of the set 
whieh do not coincide with the units of the universe containing them, and we 
say that a set is fully expanded if every pair of points of which one belongs to 
the set and the other does not has a separating number different from zero. 
The set obtained by expanding I" fully is the sum of the class of units of the 
universe containing points of J’, and we denote it by E'I'. If I’ is a set having 
points in common with another set 4, to expand J" in 4 is to add to J" any 
members of 4 separated by the number zero from points belonging to both I 
and 4, and we denote by Z,°1° the set obtained by expanding as far as possible 
in 4 the part of I' contained in .7; the set H4‘I is contained in both ‘Tr and 
4, but there may be points common to Z'/' and .7 which do not belong to Ei I. 


8. Sequences. 


Of infinitely scattered sets the simplest are fully reduced sets whose members 
can be put into a one-one correlation with the inductive cardinals; if such a 
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correlation has been established, and 2, is the point corresponding to n, then the 
relation of n to x, is called a sequence and denoted by (x,), and the set of points 


is the converse domain of this relation. 


9. Complements. 


The points which do not belong to a set I’ compose a set called the com- 


+ 


plement of 7’, which we denote by C'r. If T and 4 are any two sets, the points 
of 4 which do not belong to I’ form a set called the complement of I’ in 4, 
which we denote by C4‘; if 4 is contained in J’, there is no point of 4 which 


does not belong to /', and C4 I' is null. 


10. Neighbourhoods. 


By the neighbourhood of + with radius 9 we mean the set composed of all 
points separated from x by numbers less than o. The character of a neighbour- 
hood depends on the nature of the universe; for example, if the numbers separat- 
ing æ from points outside the unit to which it belongs have a lower limit or 
minimum o other than o, then for any value of o between o and c the neighbour- 
hood of x with radius o coincides with the unit which includes x. Whatever the 
character of the universe, the neighbourhood of any point x with zero radius is 
null, but every other neighbourhood of a includes at least the one point x, and 
neighbourhoods with radii that are not zero may be distinguished as existent 
neighbourhoods. 


11. Limiting Points and Limited Sets. 


Having agreed rather to classify universes according to their properties than 
to consider only universes of special kinds, we define the limiting points of a set 
by the definition that x is a limiting point of I if there is a point of I” outside 
the unit containing x in every existent neighbourhood of x, and we admit no 
modification which leads to a change in the content of the set of limiting points 
of any set whatever. The set whose members are the limiting points of J” is 
called the derivative of 7’ and denoted by D'r. 

It is a fundamental proposition that every set which has a limiting point 
is infinitely scattered; the converse is not true. There are universes in which 
every infinitely scattered set has a limiting point, and such universes are said 
to be limited; for many purposes the distinction between a limited universe and 
an unlimited universe is the most important distinction between one universe 
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and another. In any universe a set is called unlimited or limited according as 
it does or does not contain an infinitely scattered set without a limiting point, 
and a limited universe may be defined as a universe in which every set is limited. 
It was proved by WEIERSTRASS and is said by Young to have been known to 
earlier writers that in the simplest types of space every infinitely scattered 
bounded set has a limiting point. But it is easy to show that this proposition 
is not true for all spaces: if the universe consists of all signless rational numbers 
in a finite stretch and separating numbers are arithmetical differences, then every 
set is bounded but no set is limited which in a wider universe would have irra- 
tional limits; again, if the point is a progression of numbers (z;, 25, ..... ) and the 
separating number zz is the greatest among the differences | v, — 2. |, | x, — x,|,..., 
the sequence (r,0.0,...), (0,1,0,...), (0,0,1,...),.... in which the nth point 
has its nth coordinate unity and its other coordinates zero, is an infinitely scat- 
tered bounded set, with span unity, but with no limiting points. 


12. Simple Sets. 


A set which is the converse domain of a sequence may have no limiting 
points, or any finite number of limiting points; indeed, as is shewn by the 
familiar correlations of the rational numbers in a finite interval with the natural 
numbers, the cardinal number of the derivative of such a set may be an infinite 
number greater than the cardinal number of the set itself. A set is said to be 
simple if it is the converse domain of a sequence and has not more than one 
limiting point, and a sequence is said to be simple if its converse domain is 
simple. The use of simple sets comes from the theorem that each limiting point 
of any ZERMELO set I is the unique limiting point of some simple set contained 
in T, from which it follows that a ZERMELO universe is limited if every simple 
set has a limiting point. 

In Euclidean space of any number of dimensions, if (y,) is a sequence whose 
converse domain is simple and unlimited and x is any point of the universe, 
and if the separating number of two points is the distance between them, then 
zy, tends to infinity, but this property is not common to all unlimited universes. 


13. Adherences and Coherenees, Isolated Points and Internal Points, 
Edges and Boundaries. 


There is no general relation of inclusion between a set and its derivative. 
Points which belong to I' but not to D‘I are called isolated points of I’ and 
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compose a set known as the adherence of I’, and points which belong both to 
T and to D‘T form a set called the coherence of I’. Points of I’ which are 
limiting points of the complement of I” constitute the edge of I', and points of I’ 
which do not belong to the edge of J' are called internal points of I". Of the points 
of the derivative D'I', those which belong to I" can of course be distinguished 
from those which belong to C‘T', but it is unnecessary to invent names for the 
two sets indicated by this distinction, for the points common to D‘T and I 
compose the coherence of I’, and the points common to D‘T' and C* I form the 
edge of the complement of I. Here we may add that the sum of the edges of 
rand C‘T is called the boundary of I’. 

If x is an isolated point of I, every point of the unit of I containing x is 
an isolated point, and the unit itself is called an isolated unit of T. If x isa 
limiting point of /', every point separated from x by the number zero is a limi- 
ting point of /', and therefore every derivative is a fully expanded set. 


14. Complete Sets and Closed Sets. 


We say that a set of points, limited or unlimited, is complete if it contains 
all its limiting points; thus in Euclidean space hyperbolas and helices are no less 
complete than circles, and a universe is necessarily complete. It is only to sets 
that are both complete and limited that we give the description of closed; a set 
is open if it is either incomplete or unlimited. Since a universe can not be in- 
complete, to say that a universe is closed is the same as to say that it is limited: 
moreover, in a limited universe all sets are limited, and therefore in a limited 
universe there is no difference between closed sets and complete sets. 


15. Extension and Completion. 


Extension of a set is addition to it of any set of its limiting points which 
it does not include originally, that ijs, addition of any part of the edge of the 
complement. If to a set 7’ is added the whole of the edge of C‘I, the set I 
is said to be completed or fully extended, and we denote the set obtained, which 
may be described simply as the sum of 7’ and D'T', by GI". If T is not limited, 
neither is G‘1', and therefore G*I' is not necessarily closed, but the limiting 
points of G‘I are those of I itself and belong to G* I', whence it follows that 
@T is in all circumstances complete. The adherence of G‘I is the same as 
the adherence of I’, and so G* I need not be fully expanded, and for some pur- 
poses we have to use the set E‘G‘T obtained by expanding @‘T fully, which is 
the same as the set G* E* I obtained by completing E: I. 
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16. Dense Sets and Perfect Sets. 


If every point of a set is a limiting point of the set, the set is said to be 
dense, and a set which is both complete and dense is called a perfect set, whether 
or not it is limited. A dense universe is necessarily perfect, but although the 
commonest and most important universes are dense, there is no logical necessity 
for a universe to be dense even if it is infinitely scattered. The simplicity of a 
dense universe comes chiefly from the fact that in a dense universe if I’ is any 
set whatever every point is a limiting point either of I’ or of CT. 

Any set obtained by extending a dense set is itself dense, and therefore 
the set obtained by completing any dense set is perfect. Although a dense uni- 
verse must contain perfect sets, it is not every dense universe that contains sets 
both perfect and limited. 


17. Inseparability. 


We say that two sets are inseparable if the corresponding completed and 
fully expanded sets have at least one point in common; thus 7’ and / are inse- 
parable if there is a point which belongs to both H‘G‘ Ir and E'G* 4, that is, if 
there is a unit of the universe which contains members of both G*I' and G* 4. 
With this definition the null set is not inseparable from any set. 


18. Congregates of Points. 


A set in any universe we call a congregate of points if in every expression 
of it as the sum of two existent sets the two components are inseparable. If two 
sets have a common point they are certainly inseparable, and therefore although 
it is only a division into mutually exclusive sets that it is natural to contemp- 
late when considering whether or not a set is a congregate, there is no need to 
complicate the definition of a congregate by requiring the sets considered to 
be mutually exclusive; since, however, the null set is not inseparable from any 
other set, it is necessary to insist that in every case neither of the components 
is null. Removing the word inseparable we may say that a set is a congregate 
if however it is expressed as the sum of two existent components the completed 
and fully expanded sets corresponding to the two components have at least one 


common point. 
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19. Connected Sets. 


American writers have adopted a definition of considerable interest, which 
implies cohesion of a higher order than is essential to a congregate: a set is said 
to be connected if in every expression of it as the sum of two existent comple- 
mentary components one of these components includes a limit of the other; the 
definition recalls the Dedekindian axiom of continuity. Obviously every connected 
set is a congregate, and it is easy to shew that every complete congregate 
is connected, but the set formed of those points of a sphere which do not lie 
on a partieular great circle presents a simple example of a congregate that is 
not connected. 

The step from a congregate to a connected set introduces precisely the con- 
dition essential for a theorem that is both interesting and valuable: a connected 
set that includes both a point that belongs to a set / and a point that does not 
belong to / necessarily includes a point on the boundary of 4. 


90. United Sets. 


We come now to an idea! which appears to be of fundamental importance. 
We say that a set I’ is united if every pair of members of I” is contained in a 
closed congregate contained in the fully expanded set E'I'. It can be shewn 
that every closed congregate is united, but while a united set is a congregate in 
the original sense it may be incomplete or unlimited and may indeed be both 
incomplete and unlimited. Closed congregates are necessary as a means to the 
definition and study of united sets, but the properties of closed congregates which 
are valuable and arise from the combination of their qualities seem to be preci- 
sely those which belong equally to all united sets. 

As simple an example as there is of an open united set is the set formed of 
all the points on one side of a straight line in a reduced Euclidean plane, the 
distance between two points being chosen for their separating number. In Eucli- 
dean space of any number of dimensions, if y and z are any two points the set 
formed of y and z and all points between them on the straight line through them 
is called the closed chord joining them; this set is closed and connected. If y 
and z lie on the same side of any straight line in a plane every point of the 
closed chord joining them lies on the same side of that line. Hence in the set 
de robe the closed chord ipis any two Sous of the set is a closed congre- 





! This tc seems moms to have um mx by Prof. R. Baie, but I den 
failed to find an aecount of it in any of his writings that I have seen. 
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gate containing the points and contained in the set, and the set is therefore united, 
although it is unlimited because it extends to infinity and incomplete be- 
cause the points of the straight line used in defining it are limiting points which 
it does not include. In Euclidean space a set I’ is called convex when if y and 
z are any two points belonging to I' every point of the closed chord joining y 
and z belongs to I’, and after what has been said it is hardly necessary to point 
out that if the separating numbers are distances every convex set is united. 

The nature of unity may be illustrated further by means of a reduced 
Euclidean circle deprived of one point or of two points, the separating numbers 
again being distances. If I is such a circle and v, w are distinct points of I, 
then I" itself, the set obtained by removing v from I’, and the set obtained by 
removing from J’ both v and w, are all limited congregates, but only the first 
of them is complete. The second of these three sets is, however, united, since 
if y, z are any two of its points the are of I" which has y and z for its end points 
and does not include v is a closed congregate containing y and z and con- 
tained in the set in question. But the third set is not united, for there are two 
ares of I which have v and w for end points, and if y is any point distinct from 
v and w in one of these ares and z is any point distinct from v and w in the 
other, every complete congregate contained in J’ and containing both y and z 
includes either v or w, and there is therefore no closed congregate containing y 
and z and contained in the set obtained by depriving I' of v and w. 

An example even more instructive than the last is given by a lemniscate 
or any other figure which might be described as a figure-of-eight. This is a 
closed connected figure and the set obtained by removing from it any one point 
is a congregate although it is incomplete; if the point removed is any other point 
than the node, or if the curve is supposed to have two distinct points at the 
node and only one of these is removed, the set remaining is united, but if the 
node is regarded as one point and is removed, or if all the points at zero distance 
from the node are removed, there remain two distinct sets, each in itself united, 
which do not together form a united whole. , 

A multiple united set is necessarily connected, but an example proves that 
the converse is not true, and that even a complete connected set may fail to be 
united. As simple an example as any is given by a branch of a hyperbola in a 
Euclidean plane together with any stretch contained in one of the asymptotes 
and a sequence of lines in which every line is parallel to this asymptote and 
cuts the curve and the sequence has the asymptote for sole limit: this set is 
connected and is complete if the stretch consists of the whole asymptote but 
every connected component which includes both a point in the asymptote and a 
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point not on that line is unbounded and is therefore open since the space is 
Euclidean. In this example it is to be remarked that the set deprived of the 
points belonging to the asymptote is a united set, whence follows the interesting 
theorem that extension, whether partial or full, of a united set may result in a 
loss of the unity. 

Since every multiple united set is connected, such a set cannot leave any 
other set without crossing the boundary of that set. In a dense universe, if a 
unit contains both points of a set I’ and points of the complement C*I', either 
all the points of T in the unit or all the points of C* T in the unit belong to 
the boundary of I’, and therefore in a dense universe the theorem just stated 
can be enunciated of all united sets and not of such only as are multiple. More 
generally, if a united set which is not contained in an isolated unit of the uni- 
verse includes both a point of a set 1° and a point of the complement of J’, it 
includes a point of the boundary of I’. 

To illustrate the way in which the result enunciated in the last paragraph 
may be used to endorse the conclusions of common sense, let the universe be a 
reduced Euclidean plane, let 4 be a straight line in this plane, and let © be the 
set formed of points on one side of this straight line and 4» the set formed of 
points on the other side, separating numbers being distances. Then as already 
remarked, © and ® are both united. If, however, y is a point of O and za point 
of ®, then since z belongs to the complement of © and every closed congregate 
is connected, every closed congregate containing both y and z contains a point 
of the boundary of ©, that is, a point of 4. lf then I is the sum of © and ®, 
there are points y and z belonging to I’ such that every closed congregate con- 
taining y and z contains a point of the complement of J’, or in other words such 
that there does not exist a closed congregate containing y and z and contained 
in I; that is to say, the complement of a straight line in a Euclidean plane is 
the sum of two united sets but is not itself united. If, however, to the set 7" we 
add a single point x belonging to the line Z, then if y and z are any two points 
of the resulting set, the sum of the closed chords joining y to x and x to z isa 
closed congregate containing y and z and contained in the set considered, and 
this set is therefore united. 


21. The Separating Number of Two Sets. 


From this point we propose a digression to compare the qualities we indi- 
cate by ealling a set a congregate with the properties associated with the word 
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connex. The digression, interesting in itself, begins with the introduction of a 
notion that can be made to serve many useful purposes. 

If T and 4 are any two sets, the class of signless real numbers each of 
which is not less than the number separating some point of I’ from some point 
of 4 is such that if o belongs to it so does every number greater than 6; this 
class has therefore a lower limit or minimum, and this lower limit or minimum 
we call the separating number of the two sets 7’ and 4. If the separating num- 
ber is a true minimum, that is, an attained minimum, of the class by which it 
is defined, then there exist points y, z belonging one to each of the sets I’, 4, 
such that the separating number of the two sets is the separating number yz 
of the two points, but if the separating number of the two sets is an unattained 
lower limit, then even to be entitled to assert that either there are a point y 
belonging to one of the sets and a simple sequence (2;) whose converse domain 
is contained in the other set such that the separating number yz, tends to the 
separating number of the sets, or there are simple sequences (ys), (Zn) whose 
converse domains are contained one in each of the sets I’, 4 such that y,2, 
tends to the separating number of the sets, we must know that the sets are Zer- 
melo sets. It is convenient to modify the conclusion just reached as to Zermelo 
sets by using the fact that a simple sequence (r,) such that for every value of 
n the point 2, belongs to a set © is either limited or unlimited and if limited 
has a limiting point belonging to D‘®. We deduce that if two sets 7’, 7 are 
Zermelo sets, and their separating number is o, then either there are points y,z 
belonging one to each of the completed sets G*I', G*.4.such that the separating 
number yz is equal to o, or there are a point y belonging to the set obtained 
by completing one of the sets L',./ and a sequence (z,) whose converse domain 
is contained in the other of the sets [L',./ and has no limiting point, such that 
yz, tends to o, or there are sequences (y;), (22) whose converse domains are con- 
tained one in each of the sets and have no limiting points, such that yn2„ tends 
to g. This is a result to which it is easy to apply knowledge of distinctive pro- 
perties of the sets 1',4 or of the universe; for example, in Euclidean space of 
any finite number of dimensions with distances for separating numbers the se- 
cond case cannot occur, while in any limited ZERMELO universe if the separating 
number of two sets is o, there are points y,z belonging one to each of the cor- 
responding completed sets such that yz is equal to o. It is noteworthy that 
extension and expansion, partial or full, are without effect on the separating 
number of two sets. 

An example in which the separating number of two sets is an unattained 
limit will prove useful for reference. In a Euclidean plane with distances for 
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separating numbers, let J’ be a branch of a hyperbola and 4 a line parallel to 
one of the asymptotes of the curve, at distance o from this asymptote, and on 
such a side of the asymptote if o is not zero that it does not intersect Il'. Then 
the separating number of I' and .4'is o, but I’ and .4 are both complete and the 
distance of any point of J’ from any point of 4 is greater than o. This example 
emphasises the difficulty of giving a satisfactory description of such features as 
this by a process beginning with a conventional closing of the universe; there 
are different methods of closing the Euclidean plane, but in all of them parallel 
lines meet at infinity, and so it must be agreed if the universe is closed either 
that in this example the separating number of J’ and 4 is zero whatever the 


value of o, on the ground that 7" and 4 have a common point, or that a point 


at infinity may be at a distance greater than zero from itself. 

By means of-the general idea of the separating number of two sets it is 
possible to simplify particular definitions in many important cases. For example, 
if ./ has only one member, x, the separating number of / and I is called the 
number separating a from J’, and if this number is zero either there is a point 
of I’ in the unit of the universe which contains x or v is a limiting point of I’. 
Again, the number separating « from the set obtained by depriving I' of all its 
points in the unit of the universe containing c is the isolating radius of x and 
I’; if y is any point separated from x by a number which is not zero but is less 
than this isolating radius, y belongs to the complement of [', and if + belongs 
to I’, the unit of 7’ containing x is an isolated unit if the isolating radius is not 
zero but + belongs to the coherence of I' if the isolating radius is zero. 


22. Connex Sets. 


The first definition of a connex set was given by CANTOR, according to whom 
a set I’ is connex if given any signless number o other than zero and any two 
points y, z of I’, there can be formed a set Z including y and z, contained in I’, 
and consisting of a finite number » of points which can be correlated with the 
first n natural numbers in such a way that if z,, corresponds to m, the first point 
v, is y, the last point a, is z, and every pair of consecutive points of 7 has a 
separating number not greater than o. 

A definition of an entirely different kind was proposed by Jonpaw, who drew 
attention to the property possessed by a limited complete set if the separating 
number of every pair of existent sets of which it can be expressed as the sum 
is zero. Such a set is, in our sense of the word, united, and it is evident from 
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Jorpan’s work! that it is this characteristic that he wishes to emphasise, though 
he defines it only for closed sets. If we detach the property which Jorpan de- 
scribes from the elementary properties which he adds in order to obtain a united 
set, we are led to consider the nature of any set which is such that the 
separating number of every pair of existent sets of which it is the sum is zero, 
and we have no difficulty in shewing that the sets which have this property are 
the sets which are connex according to CANTOR definition. 


23. 'The Relation between Connex Sets and Congregates. 


In any universe a set which is a congregate is connex, but an unlimited 
connex set may fail to be a congregate, and it is only in a limited universe that 
every connex set is a congregate. 

An example that we have already used will serve again. Let the universe 
be a reduced Euclidean plane with distances for separating numbers, let I” be a 
branch of a hyperbola and ./ an asymptote, and consider the set obtained by 
adding I’ and 4. If this set is expressed as the sum of two existent sets 0, @, 
either /' contains both a point of © and a point of ®, or 4 contains both a 
point of © and a point of ®, or © coincides with one of the sets 7‘, 4 and ® 
coincides with the other. In the first two cases, from the properties of straight 
lines and hyperbolas, it is true both that G*C and G‘@ have a common point 
and that the separating number of € and ® is zero; in the last case the separat- 
ing number is zero, but the sets are not inseparable. Thus there is a division 
of the whole set into two separable sets but there is no division into two sets 
whose separating number is not zero, and therefore the set is not a congregate 
but by JoRDAN's criterion it is connex. The same example will serve to illustrate 
CaNTOR's definition. Of any pair of points of the set, either both members belong 
to I’, or both members belong to 4, or one member belongs to I’, and the other 
to 4. If y, z are any two points of Z' or are any two points of 4, let 4,. de- 
note the length of the curve or line between y and z, and if o is any signless 
real number let [o] denote the integer next below o (which is o—x if o is itself 
an integer) Then if o is any signless number other than zero and if y and z 
are distinct points of I’ or distinct points of 4, the curve or line between y and 
z can be divided into [4,2/o0] + 1 parts of equal length, and the end points of 
these parts, [42/0] + 2 in number, compose a set of the required form; if, how- 
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belongs to I’ and z to 4, the first step is to select a point v of I” and a point 
w of 4 whose distance apart is not greater than o, a selection that is possible 
because ./ is an asymptote of P, and we can then find a set of the required 
kind with the finite number [A,»/o] + [Azw/o] + 4 of points. 

We have said that a limited connex set is necessarily a congregate. Since 
in practice mathematicians have dealt almost exclusively with limited sets, it is 
impossible at present to pronounce on the importance of connexity when possessed 
by a set which is not a congregate. But there is no doubt that in many 
cases it is easier to apply the criterion of inseparability than to utilise either 
Canror’s criterion or JoRDAN’s, and I think it is safe to predict that for logical 
developments the hypothesis that the separating number of two sets is zero will 
prove to be conveniently analysed into the form that either the sets are insepar- 
able or they are separable but their separating number is zero and one at least 
of them is unlimited. 

It should be added that the idea of congregates as distinct from connex 
sets is not necessary to the definition of united sets, since in that definition 
closed congregates only are used and there is no extensional difference between 
closed congregates and closed connex sets. For the theory of sets of points it 
might seem more elegant, because more economical, to define united sets by 
means of connex sets and not by means of congregates, but for the course we 
have adopted there is a double justification that the definition of a congregate 
lends itself more readily than the definition of a connex set to symbolic treat- 
ment and that while the notion of a connex set is inapplicable except to sets of 
points the idea of a congregate can be extended to any universe in which ag- 
gregates have derivatives of their own type. Here concludes our digression. 


24. Continuous Sets and Continua. 


A study of the formal definitions reveals that every unit set is united. 
This result is in fact desirable, but there are many properties of multiple united 
sets which do not belong to unit sets: to mention the simplest, a multiple united 
set is dense, as is any multiple congregate, but a unit set is not dense. On 
account of the differences of which this is a typical example, a distinctive epi- 
thet is given to a united set which has more than one unit: a multiple united 
set is said to be continuous. 

There appears to be no agreement among mathematicians as to the use of 
the word continuum; in simple cases, to some writers a continuum is essentially 
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complete, while to others a continuum must have a complete complement; to 
all writers a continuum is a multiple set, and therefore the universe is the only 
set which is not inherently incapable of satisfying every definition that has been 
used. To us it would seem natural to define a continuum in tbe terms we have 
just used of a continuous set, but in spite of the absence of unanimity in its 
present employers we hesitate to appropriate the name; the sets wbich one class 
of writers calls continua can be described with sufficient brevity as complete 
continuous sets, and the sets which writers of the other class find it convenient 
to use add to continuity a property which we shall presently associate with the 
word domain and can be called continuous domains. 


95. The Cells of a Set. 


When the nature of a united set has been grasped, a valuable analysis of 
any set presents itself, following naturally on some of the examples we have given. 
If x is any point of a set I’, what is conveyed in untechnical language by 
saying that y is a point which we can reach from z without leaving 7’ is that 
there is a closed congregate containing x and y and contained in I’. The points 
which we can reach from a point x of a set I without leaving I’ compose a set 
which we call the cell of T containing + and denote by K*(x,I). If y isa point 
of the cell of IT containing x, the cell containing y is identical with the cell con- 
taining x, and we call a set a cell of r' if it is the cell of I" containing some 
point of I; the class whose members are the cells of 7’ we denote by z'I. 
Every cell of P is a united set contained in I’, no two cells have a common 
point, and every point of I’ belongs to one cell; by means of its cells, I’ is ex- 
pressed as the sum of a class of mutually exclusive sets, and the members of 
this class z^ I’ are precisely the sets which common sense regards as the distinct 
pieces of which I is composed. The number of the cells of a set is a number 
of considerable importance; for example if I” is a plane set this number is related 
to the connectivity of the complement of D, while a united set is a set with 
only one cell and properties are not wanting which are peculiar to sets with 
other specific cell-numbers. 

The definitions of this section may be illustrated by examples some of which 
we have already used. A circle deprived of two units, a hyperbola, a figure of 
eight deprived of its node, the set complementary to a straight line, are all sets 
in a Euclidean plane which have two cells, while a circle deprived of one unit 
and the set obtained by adding to the complement of a straight line any existent 
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set of points contained in the line itself are sets with only one cell; more gene- 
rally, by depriving a circle of n units we obtain a set with n limited cells, while 
by depriving a Euclidean straight line of » units we obtain a set with n +7 
cells of which 2 are unlimited and n — 1 are limited. 

It is to be noticed that a limiting point of one cell of a set may actually 
belong to another cell of the same set; in particular, the individual cells of a 
universe may be incomplete, although the universe as a whole is necessarily 
complete. 


26. Sets Continuous in Every Part. 


A cell of a set may be either unit or multiple and therefore every cell is 
either a unit cell or a continuous set. A set of which every cell is continuous 
is said to be continuous in every part. A set may be continuous in every part 
without being continuous as a whole, and without being complete or limited, 
but a set continuous in every part is necessarily dense. 


27. Plots. 


If x is any point and I any set, there may be no value of o such that the 
points of I' separated from x by numbers less than o form a united set, and 
even if this set is united for a particular value o of o there may be values of o 
both smaller and larger than o for which the set is not united. But if x belongs 
to I’, then for every value of o other than zero x belongs to the set formed of 
points of © in the neighbourhood of y with radius o, and the cell of this set 
containing a we call the plot of 7’ with centre x and radius o. If x does not 
belong to I’, or if o is zero, the plot of 7’ with centre x and radius o is null. 
The plot of 1’ with centre + and radius o must not be confounded with the part 
of the cell of I" containing x which lies within the neighbourhood of x with centre 
I; the plot is contained in the set last described, but this set is not neces- 
sarily united. 

Given any point x and any number o, there is a plot of the universe itself 
which has centre + and radius o; this plot, which is not null unless o is zero, 
may be only a part of the neighbourhood with centre x and radius o, and only 
a part of the cell of the universe containing x. Every plot of the universe is 
fully expanded, but a plot of any other set 7’ is contained in I’ and if 7’ is not 
fully expanded some of its plots are not fully expanded. 
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28. Confined Limiting Points. 


We say that a point x is a confined limiting point of a set I with respect 
to a set 4 if there is a point of I’ outside the unit containing x in every exist- 
ent plot of 4 which has x for centre, and we denote the set of limiting points 
of I confined with respect to 4 by D,'I. It follows at once from the defini- 
tion that whatever ./ may be, the confined derivative D4'I' is contained in the 
derivative D' I', but we note that even Dy'I', the derivative confined with respect 
to the universe, is not necessarily the same as D'I'. The derivative of I" con- 
fined with respect to ./ is the same as the derivative confined with respect to 
4 of the product of I’ and .4, that is, of the set composed of the points common 
to T and 4. 


99. Brinks and Borders. 


The set formed of the points of a set J’ which belong to a set 4 and are 
confined limiting points of C'I' with respect to 4 we call the brink of T in 4, 
and the sum of the brinks in 4 of I’ and C‘T we call the border of I’ in 4 
and denote by B'4r. The brink and the border of I in the universe are called 
simply the brink and the border of I’, or if a contrast is felt to be desirable 
the absolute brink and the absolute border. Since the brink and the border in 
4 of T are identical with the brink and the border in Z of the part of I’ con- 
tained in 4, it is an easy matter to pass from theorems concerning absolute 
brinks and borders to theorems concerning brinks and borders in sets other than 
the universe. The absolute brink of any set is contained in the edge of the set, 
and the absolute border is contained in the boundary, but before proceeding 
with abstract work we describe cases in which the brink differs from the edge 
and the border from the boundary, and we shall see in these examples the kind 
of part that confined limiting points may play. 

Suppose that in Euclidean space of three dimensions v,w are two points 
and 2 is a set contained in the chord joining v and w and such that both 2 
and its complement are dense in this chord. First let the universe V be the 
family of concentrie spheres whose centre is v and whose radii are the distances 
from v of the points of 2, let distances be separating numbers, let X be one of 
these spheres, let © be a great circle on this sphere, and let /', 4 be the un- 
bounded hemispheres lying one on each side of ©. Every point of X is a limiting 
point of sets contained in the other spheres, and therefore is a limiting point of 
C‘T'; hence P is contained in D'C'I' and I is its own edge. But if there is no 
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connection between X and the spheres composing C3, the cell of V containing 
any point of X is = itself! and D'y C'T' is the sum of 4 and ©, so that I^ has 
no brink, but © is the brink of C'I' and the border of I‘. If, however, we add 
to the universe just considered all the points of the chord joining v and w, still 
using distances for separating numbers, and if this chord cuts X in a point y, 
then if x is any point of X and o is not greater than xy, the plot of the uni- 
verse which has x for centre and o for radius is contained in Z, and if x is di- 
stinct from y then x is a confined limiting point of a set ® if and only if risa 
limiting point of the part of ® in 2, but if x coincides with y then x is a con- 
fined limiting point of C* X and of the complement of every set contained in Z, 
and every set contained in X and including y has y upon its brink. In the case 
of the unbounded hemispheres 7’ and 4, if y lies in 4 or © the brink and the 
border of I’ are alike unaffected by the addition to the universe, but if y lies 
in I’ then the brink of 1° contains this one point only, the brink of C‘T is the 
great circle © as before, and the border of I’ is the set obtained by adding the 
point to the circle. 


30. The Relation between Unity and Borders. 


Far more fundamental than the relation between connected sets and boun- 
daries is the relation between united sets and borders, expressible in the form 
that if a united set contained in a set 4 but not in an isolated unit of J in- 
cludes both a point which belongs to a set I" and a point which does not belong 
to D, then it includes at least one point of the border of 7° in 4. Whenever 
the border of a set differs from the boundary, and in particular in the cases in 
which a set is contained in its boundary but not in its border, the present theo- 
rem gives results of greater value than the similar theorem enunciated earlier. 

An important application of the theorem of this section is to the determi- 
nation of the criterion for the existence of a border; it is readily proved that 
an existent set J’ in a universe V has an existent border if there is a cell of D 
which does not coincide with the cell of V in which it lies and is not contained 





1 We notice that if y,z are any two points of this universe the points of V belonging to the 
closed ehord joining y and z form a set which in V is complete and connected, but this set is 
unlimited, for it contains sequences which have no limiting points in V; to meet such cases 
as this, we should have to make unity depend on closed congregates and not on complete 
congregates, even if we had no examples in Euclidean space of complete congregates that are 
not united. 
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in an isolated unit of V, and to pass from this result to a theorem giving the 
condition for the existence of a border of any one set I’ in any other set 4 
requires little more than verbal modifications. 


31. Partitions and Permeation. 


Deserving of passing notice is an idea closely related to ideas involved in 
the theorem of the last section. A set © is said to part two sets 7’, 4 or to be 
a partition between them if no point of I!’ or 4 belongs to © but every united 
set containing a point of I’ and a point of 7 necessarily includes a point of ©. 
For example, in a reduced Euclidean plane a straight line parts any two sets of 
which one lies wholly on one side of the line and the other wholly on the other 
side. We recognise from this example that a point of a partition between two 
sets may be a common limiting point of the sets. One set is said to permeate 
another if there is no partition possible between them, and inseparable sets which 
do not permeate each other have a common limiting point. 


32. Fronts. 


The border Bi'I' of the border of a set L' is not necessarily identical with 
the original border By'I', but is a set which we call the front! of 1’, and simi- 
larly the border in 4 of the border of Il in 4, which we call the front of I’ in 
A, may differ from B, I. For example, if the universe is a Euclidean plane 
with distances for separating numbers, and I’ is contained in a circular area 
every point of which is a limiting point of both 1° and C'T, the border By‘ I, 
which in this case is the boundary, consists of the whole circular area together 
with the circumference, but the front is the circumference alone. 

It is not difficult to prove that in any universe the border of any set is a 
complete set and the front and the border of any complete set coincide; from 
these propositions it follows that the border of every front is the front itself, 
so that for every value of » greater than two BI" is identical with Bi T, and 
it is this theorem which gives unique value to the front. 


1 Jornan gave the name of frontière de I to the set we are calling the boundary of 1’, 
and both boundary and frontier are in use in English as equivalent to his word frontiere. It 
is unfortunate that in a subject requiring so extensive a vocabulary as does the theory of sets 
of points two expressive terms have been consecrated to a single idea, but an attempt to reco- 
ver the word boundary for fresh service, leaving frontier to fulfil its original function, would 
lead to confusion. 
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33. Domains. 


An existent set is called a domain if the corresponding fully expanded set 
has no brink. The simplest domains are fully expanded, and the characteristic 
property of a fully expanded domain may be expressed in a variety of ways; 
for example, a fully expanded domain is an existent set of which the border is 
contained in the complement, and a fully expanded set is a domain if it exists and 
its complement is complete, note being made that a null set is formally complete. 

In the definitions of the brink and the border of a set I’ in a set 4 it is 
irrelevant whether or not I’ is contained in 4; we do not, however, say that I 
is a domain in ./ unless not only does the fully expanded set E‘T' exist and 
have no brink in .4 but I itself is contained in 4. In general, if there are points 
of T in 4 but E‘T has no brink in 4, it is the part of © in 4 which is a do- 
main in .4. 

If © is a domain and x is any point of /', there is a number g such that 
every point separated from x by a number less than g is separated by the num- 
ber zero from some point of I’, while if I” is a fully expanded domain and x is 
any point of 7’ there is a number g such that every point separated from a by 
a number less than o actually belongs to I’. 


34. Capacious Sets. 


If the set E‘T obtained by expanding fully a set I' is contained in its own 
brink, there are no domains contained in I’, but if #‘I has points not belonging 
to its brink then whether or not T' is a domain there are domains contained in 
I’; we call! a set capacious if it contains domains, and we call one set I" capacious 
in another set / if there is a set contained in J’ which is a domain in 4. 


35. Extreme Points. 


An important idea derived from that of a domain is that of the extremity 
of a set. A point is an extreme point? of a set I’ if there is no domain in I to 
which it belongs, and the extreme points of I’ compose a set we call the extre- 
mity of P. To determine whether or not a point is an extreme point of I” it is 
not necessary to consider /' as contained in a more comprehensive set. 


1 What Jorpax calls a domaine is what we are calling a capacious set; our use of ane 
is the use common in English mathematical writings, but we require a phrase to embody 
Jorpax's idea. 

? In the case of a plane curve an end point as defined by W. H. and G. C. Youxc, The 
Theory of Sets of Points, p. 221 (1906) is not necessarily an extreme point in our sense. 
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36. The Dimension-Integer of a Set, and the Definitions of Curves 
and Surfaces. 


We do not need the definition of a domain in order to define a curve, a 
surface, and inductively a set of any finite dimension-integer. A set I’ is a curve 
if it is united, if it is not a unit set, and if every existent cell of the front in 
T of every set contained in I’ is a unit cell. A set I is a surface if it is united, 
if it is neither a unit set nor a curve, and if every existent cell of the front in 
T of every set contained in I" is either a unit set or a curve. In general a united 
set has the dimension-integer n if it has a dimension-integer not smaller than 
n and if every existent cell of the front in I’ of every set contained in I’ has a 
dimension-integer smaller than n, a unit set being regarded as having dimension- 
integer zero; and if a set is not united its dimension-integer is the greatest num- 
ber occurring among the dimension-integers of its cells. 

It is interesting to notice that extension, partial or full, may increase inde- 
finitely the dimension-integer of a set; perhaps the most important classification 
of sets with a common dimension-integer is based on the increase effected by 
completion, the simplest sets of dimension-integer » being those whose comple- 
tions also have dimension-integer n. From a theorem stated in section ro it 
follows that extension even if full may increase the number of cells of a set, so 
that extension of a curve or a surface may result in a set which is not a single 
curve or a single surface even if it does not result in an increase of the dimen- 
sion-integer. 

37. Pure Sets and Mixed Sets. 


Reference must be made to the distinction between a pure set and a mixed 
set of dimension-integer n, a distinction that in contrast to the notion of the 
dimension-integer involves an idea derived from that of a domain, namely, the 
idea of a capacious set. The cylindroid is a locus furnished analytically which 
is united but in some sense consists of a surface together with curves which 
do not lie in the surface. We say that a set I’ of dimension-integer n is a pure 
set if the front in J’ of every fully expanded set capacious in I" has dimension- 
integer n—ı, and we describe a set as mixed if it is not pure. It is easy to 
verify that with this definition a cylindroid is a mixed set. 


38. Curves on Surfaces. 


It can be proved that if l' is such that the set Z,' I' obtained by the full 
expansion of I’ in / is contained in its own border in J, then the dimension- 
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integer of the part of I’ in / is smaller than the dimension-integer of /. This 
principle enables us to define a curve in any set which is known to be a sur- 
face in terms simpler than those of the general definition of à curve; a curve on 
a surface is a multiple united set contained in the surface such that the corre- 
sponding set fully expanded in the surface is contained in its own border in the 
surface, that is, is identical with its own brink in the surface. For example, if 
the universe is a reduced plane a curve is a multiple united set of points con- 
tained in its own boundary. But a multiple united set contained in its own 
border in a reduced space whose dimension-integer is 3 may be either a curve 
or a surface, and to deal with dimensions in general by successive reduction 
from the universe not only assumes the universe to have a finite dimension-in- 
teger but also requires a method of diserimination between a decrease by unity 
and any greater decrease in a dimension-integer, and this discrimination is ren- 
dered difficult by the existence in any set with dimension-integer not less than 
2 of sets that are not pure. 


39. Dimension-integers and Dimension-Types: 


The definitions proposed in the last three paragraphs differ from the defini- 
tions in other theories of dimension in being independent of any comparison of 
one set with another, but although the property described in the last paragraph 
as characteristic of a curve on a surface appears to be the fundamental property 
that any system of definitions must reproduce, the utility of the definitions in 
section 36 doubtless depends on the possibility of ascertaining dimension-integers 
by comparison. A correlation of one set I’ with another set ./ in general con- 
nects classes of members of I’ with classes of members of 4; if to each point 
of I' corresponds one and only one point of ./, the correlation of 7’ with ./ is 
many-one, and if the correlation of ./ with Il is many-one, the correlation of I 
with ./ is one-many; a correlation which is both many-one and one-many is one- 
one. Let © be a set contained in J’, and let ® be the corresponding set in .4, 
a many-many correspondence existing between I’ and .7; to the part of the derived 
set D‘Q which is contained in I’ there corresponds some set contained in , 
but this set has not necessarily any points in common with D‘ @; if the correlate 
in 4/ of the part belonging to I” of the derivative of every set © contained in D 
is the part contained in ./ of the derivative of the correlate in .7 of ©, the cor- 
respondence of I' with 4 is continuous from I’ to 4; a correspondence which is 
continuous both from /' to ./ and from ./ to I’ is a bicontinuous correlation of 
Ll and 4. A one-one correlation is not necessarily bicontinuous, nor is every 
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bicontinuous correlation one-one, but the correlations which are valuable in the 
theory of dimensions are correlations which are both bicontinuous and one-one, 
and if a correlation of this kind exists between two sets the sets are said to be 
homomorphous and each is called an image of the other. 

In FnÉcHET's theory of dimension-types, the type of I is said to be not lower 
than the type of 4 if I’ contains an image of ./, and two sets are said to have 
the same type if each contains an image of the other; it is easy to prove that 
with our definitions two sets between which exists a bicontinuous one-one corre- 
lation have the same dimension-integer, and the dimension-integer of a set / can 
not be greater than the dimension-integer of any set in which ./ is contained, 
and it follows that our ideas are not at variance with FRÉCHET's. FRECHET, how- 
ever, can assign the integers arbitrarily to any set of ascending types, and for 


him the assertion that n-dimensional Euclidean space, — the space in which a 
point x is the ordered class (x, 2,,... v,) of n independent real numbers and the 
separating number zz is either V{S (x; — 3,j; or X|v,— &r|, — is of dimension- 


type n, while requiring for its justification the fundamental dimension-theorem 
that no bicontinuous one-one correspondence is possible between two complete 
spaces of this kind which do not depend on the same number of coordinates, is 
nevertheless an arbitrary definition. We have to recognise that if the definitions 
of section 36 are to be adopted, despotic assignment of dimension-integers is im- 
possible, and the dimension-integer of Euclidean space with n coordinates is in- 
trinsically determinate: if this integer proves to be n, and if every set with 
dimension-integer n contains an image of the complete Euclidean space with n 
coordinates, the relation of the present theory to the theory of dimension-types 
is perfect. 
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AUSZUG AUS EINEM BRIEFE DES HERRN LANDAU AN 
DEN HERAUSGEBER. 


söttingen, 24. 7. 1918. 


Hochverehrter Herr Kollege! 


Der in Ihrer bekannten Arbeit Sur la représentation analytique d'une branche 
uniforme d'une fonction monogène (cinquième note) [Acta Mathematica, Bd. XXIX 
(1905), S. 1o1—181] bewiesene Satz A (S. 107—108) besagt: Es sei «0, F,(x) 
Ihre spezielle ganze Funktion (5) oder irgend eine ganze Funktion von x oder auch 
nur z. B. auf dem durch ein komplexes x,--0 gehenden Halbstrahl von o bis oom, 
definiert und stetig.“ Es sei ferner 

E 1 1 
iC) = less Fa (c 24) d o" 


0 


konvergent (d. h., da wegen «>o in w—o sicher hineinintegrierl werden kann, 
2 
lim | vorhanden). Dann konvergiert 


Q=a 


0 


ao 1 1 


[(02,) = Je" Fa(wOx,) dus 
0 


für o €« O € 1 und zwar gleichmässig fiir O, <O <1, wo ©, irgend eine feste Zahl der 
Strecke o « O, <1 ist. 
1 Auch die Stetigkeit wird nicht voll gebraucht; doch ist dies für meine gegenwürtigen 


Bemerkungen unwesentlich. 


96 ?dmund Landau. 


Ich erlaube mir, Sie darauf aufmerksam zu machen, dass die gleichmässige 
Konvergenz von f(Ox,) auf der ganzen Strecke o < @ < 1 besteht!; im Falle « — x 
hat dies schon Herr Harpy in seiner Arbeit Notes on some points in the integral 
calculus, XXXI, The uniform convergence of Borel's integral [The Messenger of 


Mathematics, Ser. II, Bd. XL (rgır), S. 161—165] gezeigt, aber nicht einfach genug. 


Beweis: Da Sie gleichmässige Konvergenz für X € €« 1 schon bewiesen 


22 
haben, darf ich mich auf o «0 < ^ beschränken. Ich setze ^ — 8 und habe, 


Fa (o 2$) = q (o) $ v (o) 


! In meiner Arbeit ist die gleichmässige Konvergenz des Integrals 
T 1 1 
(A) | e-0* Fa (w 0 ax) dw" 
0 
für o < 0 € 1 in dem Falle bewiesen, dass 


k kiss 
Fa (0) — h + rz E 


a.I 











v 
E TRACT ME s 
Lim V|&»| = 77>0 


V= o 
und 
m 1 1 
| eo“ Fa (w x) dw“ 


0 
konvergiert. (Cf. pag. 107, 108; 112, 113.) 
Wenn dagegen nur die Integrabilität von 
DD 2 
1 1 
e— 0 Fa (vw 0 x) d wa 
und die Konvergenz von 


* 1 


1 
few Fa (o a) d wa 


0 
vorausgesetzt wird, ist der Satz, wie Herr Laxpau richtig angibt, nur für den Fall o < 6 <@ <1 
bewiesen. 
Ich habe in der genannten Arbeit keinen Gebrauch gehabt für einen weitergehenden 
Satz als den darin bewiesenen. 
Ich hatte mir jedoch vorbehalten, auf das Studium des Integrals (A) zurückzukommen, in dem 
Falle, dass von 
1 1 
e— 0" Fa (vd x) d wa 


nur die Integrabilität vorausgesetzt wird (ef. p. 108, 111). Eine grössere Arbeit hierüber habe 
ich seit lange ausgearbeitet. Mittag-Leffler. 


Auszug aus einem Briefe des Herrn Landau an den Herausgeber. 97 
gesetzt, nachzuweisen, dass, wenn p(w) für w>o reell und stetig ist, aus der 
Konvergenz von 

ao 


| q (c) eo dut (B 0) 


. 
0 


für H >o eine Ungleichung 
Lf" (Qw)e-° du "| x o(H) 
H 


folgt, wo o(H) von © frei ist und o(H)—- o bei H —- « ist. (Bei W(w) gilt als- 
dann dasselbe.) 

Ich wähle eine Zahl X, sodass |y (v) | € K für o € w <1 ist; und eine Zahl 47, 
sodass für w, > 0,0, > o stets 


[0] 





i 
ist; alsdann ist für &w, > 0,0, >o0 
0, 
3 | E One] 


8 


Ich setze ferner für H > o die Zahl u gleich der grösseren der beiden Zahlen H und 5: 


iu oo 
) 


= L (Ow) e—9 dw, I, = | 8 (Ow) eno" d c? . 
= i 
(Die Konvergenz von /, ist ja bekannt.) 
Es genügt, 
IZ1<e D, [Z1< o, (H) 


darzutun, wo o, (H) und o,(H) von © frei sind und bei H — c gegen o streben. 


I, ist =o, falls H > 5; falls aber H<4, ist 
à D 
InI<( Ke-aw< [ Ke-v'du = o 1) o. 
H H 


2 
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98 Edmund Landau. 


Wegen 6? < = - « 1 ist nach dem zweiten Mittelwertsatz für 9 > u 


2 0 
> 


5 B BB B p 
| «(9 e^ d «f = | e-0—9)o (Ow) e-9 © dw? 


« « 
n “ 
Q 
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B, P = BR : ; 
—e-ü—-e)w [ra o)e-9 © dw? (u «€ 9' <Q), 


m 


also nach (1) 


0 


|/ gu) e» du? <e-\ 0°) n° M 
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folglich wegen 0? < ; 
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We d = 
I < eee ES mo M: 46 
|I,|<e EL gi [2 qe 


I 
also wegen os" 


j AR: 


= yid d —-—w 
Se Meneses, 


folglich wegen u > H 


Edmund Landau. 
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Göschen 180.) — 180 pp. 8. M. 1:—. 


Einleit. Zins. Sterblichkeitstafeln. Einmal. Nettoprümien f. d. Versicherung auf 
das Leben einer Person. Jährl., gleichbleib. Prämienzahlung. Die Praxis. Deckungs- 
kapital od. Prämienreserve. Die Bilanz.  Versich. auf verbund. Leben. Selektions- 
sterbtaf. 


SCHUBERT, HERMANN, Arithmetik und Algebra. 2:e, durchgeseh. Aufl. T:er 
Neudr. (Samml. Göschen 47.) — 171 pp. 8. M. 1:—. 1917. 


Übergang vom Rechnen zur Arithmetik. Rechnungsarten erst. Stufe. Rechn. 
arten zweit. Stufe. Anwend. d. Rechnungsarten erst. u. zweit. Stufe. Quadratisches. 
Rechnungsarten dritt. Stufe. Anhang. 


Hachette et Cie. 
Paris. 


Un demi-siècle de Civilisation francaise. (1870—1915.) Par MM. Barr- 
LAUD, BOUTROUX, CHAILLEY, DOUMIC, GERARD etc. etc. — VII + 472 pp. 
8. Fr. 10: —. 1916. 


L'Astronomie, par B. Bazar. La philosophie, par E. Bourroux. L'effort 
colonial, par J. Cmamrrx. La littérature, par R. Doumic. L'oeuvre diplomatique, par 
A. Gérarp. L'histoire, par Cm.-V. LaxGLois. L'art, par ROBERT DE LA SIZERANNE. 
La géologie et la minéralogie, par L. pe Lauxay. L’éloquence parlamentaire, par 
Georges LEcowrE. Les sciences chimiques, par GEORGES LEMOINE. Finance, commerce, 
transports, économie politique, par Rarnat£r-GromeEes Levy. L'automobile et l'aréonauti- 
que, par P. Pamzcevé. Les sciences naturelles, par Epmonp Perrier. Les sciences 
mathématiques, par Emire Picarp. La physique, par Lucien Porxcaré. Sciences biologi- 
ques et médicales, par Cuartes RrcmET. La métallurgie, par EuGÈèxe SCHNEIDER. L'assis- 
tance, par Paur Strauss. L'agriculture, par A. VicER. La musique, par Cu. Wipom. 
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Ulrico Hoepli. 


Milano. 
Lorra, Gino, Guida allo studio della storia delle matematiche. (Manuali Hoepli.) 
— XVI +228 pp. 8. E. 38s—) 1916: 
Generalità. Il metodo storico. Rassegna d. principali opere s. storia d. mate- 
matica. La storia d. matematica nella letteratura periodica. — Ausiliari n. ricerche 


s. storia d. matematiche:  Generalità. I manoscritti. Biografia e bibliografia relat. 
alle matemat. d. greci e d. latini. Cenni s. bibliogr. relat. alle matemat. d. antichi 
popoli extra-europei. La biografia e le collezioni biograf. Altre fonti biograf. Le 
opere complete ed i carteggi scient. La bibliografia ed i cataloghi bibliogr. Recensioni 
e critiche di scritti matemat. Come utilizzare gli ausiliari preced. descritti. Indice. 


Marcotonao, R., Meccanica razionale. Vol. 1: Cinematica. Statica. 2. ed. rived. 
e ampl. (Manuali Hoepli 352—353 bis.) — XV 4-323 pp. 8. L. 4: £0. — 1917. 


Operazioni sui vettori. Analisi vettoriale. Velocità ed accelerazione. Analisi d. 
moto finito di un sist. rigido. Composiz. d. moti finiti. Analisi d. moto instantaneo di 
un sist. rigido. Moto continuo di un sist. rig. — Composizione d. forze. Il principio 
d. lavori virtuali. Equilibrio d. curve funicolari. 


PINCHERLE, SALVATORE, Algebra complementare. P. 2: Teoria delle equazioni. 3. 
ed., rived. e corr. con 4 incisioni. (Manuali Hoepli. 145.) — 167 pp. 8. L. 
1:00: — C 1916: 


Le funzioni razionali. Formula di Taylor. Derivate.  determinanti. Sistemi di 
equaz. lineari. L/equaz. algebr. Le funzioni simmetr. Radici comuni. Eliminazione. 
Radici mult. Trasformazioni nelle equaz. Equaz. di terzo e quarto grado. La funz. 
razion. par valori reali della variabile. Numero d. radici reali comprese fra due numeri 
dati. Cenno sul calcolo num. d. radici. 


Junta para amplición de estudios. 
Madrid. 


Rey Pasror, J., Fundamentos de la Geometria proyectiva superior. Laboratorio 
y seminario matemático. Publicaciones, T. 1. (Junta para ampliación de 
estudios & investigaciones cientificas.) — XXII + 444 pp. 8. Ptas 12: — 
1916. 


Nociónes s. teoria d.l. grupos de transformaciones. El problema de la geometría. 
Geometría proyect. elem. y geometrías métricas. — Geometría esférica de Lie. Geom. 
proyect. sup. Geom. transcend.  Equivalencias entre l. div. geometrías. — Origen y 
caracter d. l. geom. moderna. Construcción axiomática d. l. geom. Independ. y 
compatibilidad d. l. axiomas gráficos. El espacio proyect. elem. El espacio proyect. 
abstr. de x dimensiones. Incidencia y dualidad en el espacio E,. — La red de Mó- 
bius. El espacio racion. y el esp. continuo. La continuidad en 1. fig. de prim. cate- 
goria. Teoria d. l. conjuntos proyect. Curvas y recintos proyect. El teorema funda- 
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ment. d. |. proyectividad. Grupo proyect. de Æ,. Cuädricas de JE, y proyección 
estereograf. Subgrupo proy. de Cayley. Grupo conf. cuadrát. del plano. — Opera- 
ciones con proyectividades. Potencias de una proyectivid. y proyectividades cíclicas. 
Jaleulo de segmentos proyect. Cálculo vectorial proyect. en las figuras de seg. cate- 


goría. Torsiones y giros proyect. — El espacio complejo y la proyectividad compl. 
Represent. reales d. l. fig. complejas de prim. categ. Proyectividad real de fig. compl. 
Proyectivid. y antiproyectividad compl. — Pares ordin. d. l. correspondencia. Corresp. 
derivadas. Pares sing. d. l. corresp. — La superficie de Riemann. La proyectivid. 
compl. sup. Teoria d. l. involución. — Represent. reales d. l. fig. compl. de seg. 


categoria. Hilos de elementos compl. en |. fig. de seg. categ. Tangentes à l. hilos y 
membranas. El concepto geometr. de curva analitica. 


PINEDA Y GUTIERREZ, PEDRO, Representaciones conformes segün el método de 
Bieberbach. Publicaciones del Laboratorio y Seminario matemätico. T. 2. 
(Junta para amplición de estudios é investigaciones cientificas.) — 36 pp. 
Sa Rtas) 2 1917: 


ABENBÉDER, Compendio de älgebra. Texto árabe, traduccion y estudio por José 
A. SÁNCHEZ PÉREZ. (Junta para ampliación de estudios é investigaciones 
cientificas. Centro de Estudios históricos.) — XLVIII + 117 + 78 pp. 8. 
Rtas) 6:— 1916: 


Dedicat. Prólogo d. trad.: La hist. d. l. matemáticas en España.  Alg. datos 
acerca d. manuscrito, su autor y su época. La edicón. La tradueción. Resum. analit. 
del Algebra de Abenbéder.  Erratas. Traducción. Texto árabe. 


Louis Lamm. 
Berlin. 


AHRENS, W., Hebräische Amulette mit magischen Zahlenquadraten. — 19 pp. 8. 
M. 1: —. 1916. 


Gebr. Leemann & Co. 
Zürich. 


Srurz, ARTHUR, Wahrscheinlichkeitsrechnung. 27 pp. 4. 1916. 


Masson et Cie. 
Paris. 

RovBaunr, C., Traité de Géométrie descriptive, à l'usage des élèves des classes de 
mathématiques spéciales et des candidats à l'École Polytechnique, à l'École 
Normale Sup., aux Écoles centrales d. arts et manufactures, des Ponts et 
Chaussées et des Mines de Paris et de Saint- Étienne. — VI + 552 pp. 8. 


Er 1511916: 
Principes de la géométrie descriptive: Introd. Projection d. lignes droites. Project. 
d'une fig. plane. Homologie. Méthode d. projections. Représent. d. corps. — Éléments 


; - n 19 
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d. fig.: Le point. La ligne droite. Le plan. — Problèmes descript. Exercices. — Dé- 
placements: Méthode de changement de plan. Méth. de rotation. Méth. de rabbatte- 
ment. Exercices. — Problèmes métriques: Distances. Angles. Exerc. — Polyèdres: Re- 
présent. Sections planes. Intersect. Ombres. — Cones et cylindres. Sphère. Trièdres: 


Lignes courbes. Généralités. Cercle. Hélice. Gen. sur les surfaces. Plans tangents 
aux cônes et aux cyl. Contours apparents. Ombres. Sections planes d. cones et d. 
cylindres. Développement. Exerc. Intersection de cônes et de cylindres. La sphère. 
Quest. relat. au cone dans lesquelles intervient la spbére. Exerc. Résolut. d. trièdres. 
— Surfaces de révolution: Surf. de révol. en gén. Tore. Quadriques de révolution. 


Intersections. — Surfaces du sec. ordre. Compléments: Etude descript. d. quadriques. 
Intersections. Questions où intervient la courbure. Complément s. l. tore. Raccorde- 
ment d. surf. gauches. Exercices. — Projections cotées. Surf. topographiques. — Sujets 


d'épures sur l. cinq livres. Sujets de concours. 


Felix Meiner. 
Leipzig. 

Kant, IMMANUEL, Versuch den Begriff der negativen Grössen in die Weltweisheit 
einzuführen. (Immanuel Kants Kleinere Schriften zur Logik und Meta- 
physik. 2. Aufl. Hrsg. von Kart VORLÄNDER. Philosophische Bibliothek, Bd 
46.) XXX E169 pp ee: 


Vorw. Einleit. d. Herausg. — Eine neue Beleuchtung d. erst. Prinzipien d. meta- 
physischen Erkenntnis. 1755. — Die falsche Spitzfindigkeit d. vier syllog. Figuren 
erwiesen. 1762. — Versuch den Begriff der negativen Grössen in die Weltweisheit 
einzuführen. 1763. — Untersuchung üb. d. Deutlichkeit d. Grundsätze d. natürl. Theo- 


logie u. d. Moral. 1764. Nachricht von «d. Einricht. sr. Vorlesungen in d. Winter- 
halbenjahre v. 1765 —66. 


Dürrsche Buchhandlung. 
Leipzig. 
SCHMIDT, Max C. P., Altphilologische Beiträge. 2. Heft: Terminologische Stu- 
dien. 2:e verb. Aufl. — 107 pp. 8. 1916. 


Hermann Meusser. 
Berlin. 

Fischer, Max, Statik und Festigkeitslehre. Vollständiger Lehrgang zum Selbst- 
studium für Ingenieure, Techniker und Studierende. Bd 1—2. 3:e Aufl. 
Bd 1: Grundlagen der Statik u. Berechnung vollwandiger Systeme ein- 
schliesslich Eisenbeton. XII + 667 pp. 8. M. 18:— geb. 1912. Bd 2: 
Berechnung von statisch bestimmten Fachwerkkonstruktionen. XI + 671 
pp. 8. M. 18: —. 
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1. Das Verhalten v. Kräften, die an einem Punkte angreifen. Das Verhalten 
v. Kräften, die an em. Körper angreifen. Die Auflagerkräfte infolge ständ. Belastung. 
Die Auflagerkräfte inf. bewegl. Belast. — Die grundleg. Gesetze üb. Spannungen u. 
Dehnungen. Prakt. Anwend. d. Lehre v. d. Normalfestigkeit. — Die Grundformeln d. 
Biegungslehre. Die Lage d. Nulllinie bei d. verschied.  Querschnittsformen. Schwer- 
punktsbestimmungen. Best. d. Trägheitsmomentes f. d. verschied. Querschnittsformen. 
Das Widerstandsmoment. Kraft- u. Momentensummen d. Balkens zwischen zwei Stützen 
bei ständ. Belast. Kraft. u. Momentensummen d. Trägers zwischen zwei Stützen bei 
bewegl. Belast. Auflagerdrücke, Querkräfte u. Momente beim überkrag. Balken, beim 
Frei- u. Gerberschen Träger. Berechn. genieteter Träger. Berechn. v. Durchbiegungen. 
Der eingespannte Träger u. d. durchlauf. Träger auf mehr. Stützen. Biegung durch 
exzentr. Zug od. Druck. Die Biegungsspannungen bei unsymmetr. Querschnittsformen 
u. bei schräger Belast. — Die Knickformeln u. die Berechn. d. Stützen. — Berechn. 
v. Eisenbetonkonstruktionen auf Druck, Biegung u. Knickung. 

2. Berechnungtmethoden f. einf. Dreieckfachwerke. Berechnungsmethoden f. nicht- 
einf. Fachwerke. Allg. Untersuch. üb. Fachwerksyst. Methode d. Einflusslinien. Analyt. 
Methoden. Die rein graph. Methoden. Besond. Konstrukt. Zusammenfass. u. Aufg. 
Der Gerbersche Fachwerkträger m. ruhender u. bewegl. Belast. Alle. Untersuch. u. 
Berechn. f. ständ. Belastung. Der Dreigelenkbogen m. bewegl. Belast. — Das Prinzip 
d. virtuellen Verrückungen. Geometr. Bewegungslehre (Kinematik). Anwend. d. Prinzips 
d. virt. Verrückungen gemeins. mit d. geom. Bewegungslehre. 


SCHLÜTER, H., Die höhere Mathematik als allgemeinverständliches Rechnungs- 
mittel. Mit 30 Abb. u. zahlr. Beispielen. — 50 pp. 8. 1917. 


Erklär. d. Zuwachsbegriffes, Bild. d. Differentialquotienten, Bild. d. Integrals. Best. 
u. unbest. Integrale. Differentiation od. Integrat. d. alg. Summe von Potenzen. Partielle 
Different. Höh. Differentialquot. Die einz. Differentiations- u. Integrationsarten. Diffe- 
rentiat., wenn die unabhäng. Veränderliche in mehr. Grundformen, aber nicht zugleich in 
mehr. Faktoren auftritt. Differentiat. d. Produktes, dessen Faktoren Grundformen d. 
Veränderl. enthalten. Differentiat. d. Bruches, dessen Zähler u. Nenner Grundformen d. 
Veränderl. enthalten. Die zeichn. Darstellung von Gleichungen (Funkt.), Differential- 
quotienten u. Integralausdrücken. Theorie d. Max. u. Minima.  Vergl. zwischen Ele- 
mentarrechn. u. hóh. Math. Anwend. d. Integralrechn. zur Bestimm. d. Trägheitsmomente 
von Flächen u. Stabzügen. 


Warrz, Emir, Wechselstrom-Arbeitsdiagramme. Das Rechnen mit umlaufenden 
Vektoren nach der symbolischen Methode und die Grundzüge der analyti- 
schen und graphischen Behandlung technischer Wechselstromkreise, ein- 
schliesslich der Diagramme für äTransformatoren und Asynchronmotoren. 
Mit 255 Fig. 3, 31 Taf. — XXXI+940 pp. 8. M. 22:50 brosch.; M. 24: — 
geb. 1912. 


Die graphische Darstellung vektorieller Grössen. Das Rechnen m. Vektoren. Die 
Multiplikat. v. Vektoren u. Richtungsgrüssen. Vektorprodukte. Einf. techn. Wechsel- 
stromkreise. Die Ortsdiagramme einfacher Wechselstromkreise. Magnetisch verkettete 
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Wechselstromkreise. Die Zustandsdiagramme ruhender Transformatoren. Die Arbeits- 
diagramme (Ortsdiagr.) ruhender Transformatoren. 1—3, Die Induktionsmotoren. Ener- 
getik allgemeiner Wechselstromkreise. 


John Murray. 


London. 


Report of the eighty-sixth meeting of the British Association for the advancement 
of science. Newcastle-on-Tyne. 1916. — LXIX + 103 pp. 8. 1917. 


Gitt, Davip, Man and Astronomer. Memories of Sir David Gill, Astronomer 
(1879—1907) at the Cape of Good Hope. Collected and arranged by GEORGE 
Forges. With portraits and illustr. — IX + 418 pp. 8. 12 sh. 1916. 


Preface. The growth of a real astronomer: Parentage a. boyhood (1843—60). 
Choice of a profession (1860—3). In trade (1863—72). Love a. marriage (1865— 
72). Lord Lindsay (1872). Dun Echt (1872—4). The Mauritius expedition (1874 
—5). Interregnum — Mars expedition to Ascension (1876—8). Appointment to Cape 
observatory (1879). Friendships at Capetown (1879). Early work at the Cape obser- 
vatory (1879— 82). Correspondence (1883—4). First visit to England (1884). Cor- 
respondence with astronomers (1884— 6). Second visit to England (1887). Work with 
the great heliometer (1887—90). A visit from Miss Agnes Clerke (1887—8). Days of 
sorrow (1890—6). Patience rewarded (1896—1901). Last days at the Cape (1902 
—6). — The charm of a real astronomer. The other side of the man (1899—1906). 
Staff anecdotes. Personal traits and tastes. The personal side of David Gill. Life in 
London from 1906. Last days after retirement (1907—1914). Lighter correspondence. 
Papers. 


Kenyon, FREDERIC G., Education, scientific & humane. A report of the pro- 
ceedings of the council for humanistic studies. — 32 pp. 8. 6d. 1917. 


Thos. P. Nichols & Son Co. 
Lynn, Mass., U. S. A. 


SEE, T. J. J., Electrodynamic wave-theory of physical forces. Vol. 1: Bulletins 
1 to 6 incl. Announcing the discovery of the physical cause of magnetism, 
of electrodynamic action and of universal gravitation... — XIII + 158 pp. 
4. 1917, 


Dedicat. Introduct. Bullet. 1: The physical cause of the hitherto unexplained 
fluctuations in the moon's mean motion. The phys. cause of univers. gravitation. 2: 
Discovery of the phys. cause of magnetism. 3: Discoveries in cosmical magnetism. 
4: Theory of the transmission of phys. forces, based on the propagat. of electrodynamic 
waves in right lines or in curves conforming to Fermat’s law of minimum path a. the 
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principle of least action. 5: Theory of the fluctuat. of the moon s mean mot. deduced 
from phenomena: Results expl. by the refract., dispersion a. perhaps absorption of part 
of the sun's electrodynamic wave energy in propagat. through the earth. 6: Definite 
confirmation of the discovery of the phys. cause of univers. gravitation. 


P. A. Norstedt & Soner. 
Stockholm. 
Westin, O. E, Grafisk räkning med komplexa tal. — 67 pp. 8. 1918. Kr. 2: 50. 


Inledn. Grundlägg. grafiska rakn. med kpl. tal. Nagra fundamentalfunktioner. 
Slutanm. 


Casa Editrice Sonzogno. 
Milano. 


Biblioteca del Popolo. 64 pp. 8. Cent. 24 pro vol. 


Elementi di Aritmetica. Elementi di Geometria. | Esercizi e Problemi di Geo- 
metria. Race. dai migl. trattati e specialmente dall'Amiot. Elementi di Algebra. 
Esercizi d'Algebra. Aritmetica pratica per tutti. 

Ferrario, Luici: Trattato di trigonometria piana. Pevianr, B.: I logaritmi spiegati 
al popolo. Prprorri, L.: Teorema di Pitagora e sue più importanti applicazioni ad uso 
degli studenti d. scuole secondarie. Pzpnorrr, L.: Elementi di Algebra ad uso d. scuole 
medie. Peprorri, L.: Risoluzione delle equazioni di 1. e 2. grado. Peprorri, L.: Ele- 
menti di Stereometria. Peprorri, L.: Geometria descrittiva. Linee e corpi terminati 
da superficie curve. Peprorri, L.: Introduzione al Calcolo differenziale colla teorica dei 
massimi e minimi. Perprorri, L.: Importanti applicazioni dei logaritmi. Funzioni espo- 
nenz. e calcolo d. interessi composti ed annualità. Favaro, G. A.: Aree e volumi. 
Vismara, F.: Le proiezioni ortogonali. ViLLA, A.: Teoria del regolo calcolatore e sue 
applicazioni pratiche.  VinLA, A.: Geometria analitica del piano e sue applicazioni. 
Vırıa, A.: Trigonometria sferica e sue applicazioni. Lv1er, G.: Formolario completo di 
computisteria e ragioneria, 1—2. Pincuerce, G.: La costruzione geometrica delle 
ombre. Rwceri, C.: Curiosità e sofismi matematici. Cowrr E.: L'aritmetica per gli 
adulti e per le scuole medie. 1—3.  UccELu, A.: I fondamenti della geometria di 
posizione. Marino, A.: Applicazioni algebriche alla geometria piana e solida. Conti, E.: 
Iniziamento alla teoria dei numeri. Ferrozr, T.: Geometria non-euclidea. Conti, E.: 
Tesi di calcolo letterale. 


B. G. Teubner. 
Leipzig. 


AHRENS, W., Mathematische Spiele. 3:e Aufl. (Aus Naturzu. Geisteswelt. 170.) 
Mit ein. Titelbd. u. 77 Fig. — 114 pp. 8. M. 1:20 geh.; 1:50 geb. 1916. 
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Einleit. Wettspringen. Das Boss Puzzle oder Fünfzehnerspiel. Solitär- od. Ein- 
siedlerspiel. Dyadische Spiele. Der Baguenaudier od. das Zankeisen. Nim. Der Rös- 
selsprung. Magische Quadrate. Mathemat. Trugschlüsse. Beantwort. d. Fragen. 


BRUNNER, W., Dreht sich die Erde? Mit 19 Fig. (Mathematische Bibliothek, 
hrsg. von W. Lietzmann u. A. Witting. 17.) — 53 pp. 8. M. 0:80. 1915. 


Auf- u. Untergang od. tägl. Bewegung d. Gestirne u. ihre Erklärung durch die 
Erddrehung. Möglichkeit d. mechan. Nachweises d. Erdrotation. Absolute u. relat. 
Bewegung. Die Erddrehung sichtbar gemacht am freifallenden Körper. Nachweis d. 
Erddrehung durch Fallversuche m. einer Atwoodschen Fallmaschine. Die Erddrehung 
sichtbar gemacht am schwingenden Pendel. Nachweis d. Erddrehung am kon. Pendel. 
Die Erddreh. sichtbar gem. am Kreisel. Einfluss d. Erddreh. auf irgendwelche hori- 
zontale Beweg. 


Brunswie, ALFRED, Das Grundproblem Kants. Eine kritische Untersuchung 
und Einführung in die Kant-Philosophie. — VI + 170 pp. 8. M. 3: 60 geh.; 
4:20 geb. 1914. 


Vorw. — Der log. Aufbau d. Problems im Geiste Kants. Kants Lósung. — Der 
Lósungswert u. die inneren Schwierigkeiten d. Kantischen Lósung. Kritik d. Problem- 
entwickl. Kants. — Prinzipielles zum krit. Idealismus Kants u. d. Neukantianer. — 


Beiträge z. Lósung d. Problems d. allgemein-notwendigen Urteile: Entwickl. unserer 
Problemstellung. Ueberblick d. Versuche z. Lösung d. Problems d. allgem.-notwend. 
Urteile bezw. d. apriorischen Erkenntnis. Vorerwägung z. Lósung d. Problems d. all- 
gem.-notwend. Urteile. Zur Phänomenologie d. Ursprungs allgem.-notwendiger Erkennt- 
nisse. Das »Wesen» als Erkennungsgrund sachlicher Einsichten. Die Erfass. d. spez. 
Wesens. 


CARATHÉODORY, CONSTANTIN, Vorlesungen über reelle Funktionen. Mit 47 Fig. 
— X +704 pp. 8. 1918. M. 28:— geh.; M. 30: — geb. 


Einleit. Ueber Punktmengen. Der Grenzbegriff. Funktionen. Entfernung u. Zu- 
sammenhang. Inhalt u. Messbarkeit. Lin. Gebilde. Messbare Funkt. Das bestimmte 
Integral. Das unbest. Integral u. d. additiven totalstet. Mengenfunktionen.  Funkt. 
einer Veränderlichen. Funkt. v. mehreren Veränderlichen. 


EucLrpis Opera omnia. Edid. I. L. HeiserG et H. Menge. Vol. VIII: Euclidis 
phaenomena et scripta musica, edid. HENnicus MENGE. Fragmenta, collegit 
et disposuit I. L. HersERG. Bibliotheca scriptorum graecorum et romanorum 
Teubneriana. — LIV + 292 pp. 8. M. 6:— geh.; M. 6:60 geb.. 1916. 


Praefatio. Prolegomena. Phaenomena. Appendix. Scholia in phaenomena. Sectio 
canonis. Introductio harmonica. Fragmenta. Scholia. 


GIEBEL, K., Anfertigung mathematischer Modelle für Schüler mittlerer Klassen. 
Mit 42 Fig. u. 3 Taf. (Mathematische Bibliothek, hrsg. v. W. Lietzmann 
u. A. Witting. 16.) — 52 pp. 8. M. 0:80. 1915. 
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Allgemeines üb. Modelle. — Lot, Setzwage, Bóschungswage. Einige geom. Orter. 
Winkel. Symmetrie in d. Ebene u. im Raume; Drachenviereck. Dreieck. Winkel im 
Kreise. Sekante, Tangente. Viereck, Parallelenlineal, Eigenschaften d. Diagonalen. 
Modelle aus d. Arithm. Flächeninhalt geradlin. begrenzter Fig. Ähnlichkeit, Vergrös- 
serungsapparate, Storchschnabel, Hóhenmessung.  Dezieh. im rechtwinkl. Dreieck. Tri- 
gonom. Funktionen, Sinussatz. Logarithmenschieber. Kórpermodelle. —- Die Stoffe, ihre 
Beschaffung u. ihre Behandlung. 


iUTZMER, A., Zum Jubiläum der Logarithmen. Rede beim Antritt des Rektorats 
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SUR LA REGULARISATION DU PROBLEME DES TROIS CORPS. 


PAR 
T. LEVI-CIVITA 


à Papour. 


Les équations différentielles du probleme des trois corps, dans une quel- 
conque de leurs formes classiques, se comportent régulièrement tant que les 
‘positions des trois corps sont distinctes, mais présentent des singularités s'il 
arrive que la limite inférieure des distances mutuelles soit zéro (chocs). L'analyse 
de ce qui se passe au voisinage d'un choc a été dans ces dernières années l'objet 
de maintes recherches visant d'abord (PAINLEVÉ,' Levi-Civita,*? BiscoNCINI,? 
SUNDMAN‘) à caractériser les conditions qui doivent être remplies par les don- 
nées initiales pour que deux des trois corps, ou tous les trois, se choquent au 
bout d'un temps fini. 

Ces premiers succés ont conduit à penser que les singularités analytiques 
correspondant au phénoméne d'un choc ne soient pas si redoutables qu'on aurait 
pu le craindre. C'est ainsi qu'en 1906, en remaniant, d’après une aimable invita- 
tion de M. MıTTAG-LEFFLER, mon étude citée tout à l'heure sur le cas particulier 
du probléme restreint, je suis parvenu à faire disparaitre toute singularité par 
un changement tout à fait élémentaire de paramétres, et cela sans altérer la 
forme canonique des équations.’ 

! »Lecons etc., professées à Stockholm» (Paris: Hermann, 1897), pp. 582—586. 

? »Traiettorie singolari ed urti nel problema ristretto dei tre corpi», Annali di Matematica, 
Bar. LIT, "P7 IX, 1903, pp. 1—32. 

* »Sur le probléme des trois corps», ces Acta, T. 30, 1906, pp. 49—92. 

' »Recherches sur le probleme des trois corps», Acta Societatis Scientiarum Fennicae, 
T. XXXIV, n? 6 (Helsingfors, 1907). 

* Dans ce journal, T. 30, pp. 305—327. Il convient d'avertir que, des 1895, N. Triere, dans 
ses »Recherches numériques concernant les solutions périodiques d'un eas spécial du probléme 
des trois corps» [Astronomische Nachrichten, B. CX XXVIII, pp. 1—10] avait indiqué. une trans- 
formation régularisante du probléme restreint, moins simple que la mienne, mais embrassant 


à la fois les deux masses finies. Il s'en est servi heureusement dans ses calculs, sans en faire 
toutefois ressortir, méme en passant, l'intérét spéculatif. 
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M. SunpMAN! a découvert ensuite une régularisation du probléme général, - 
d'où la conclusion, mémorable au point de vue de l'analyse, que toute solution 
(quelles que soient les circonstances initiales) peut étre représentée par des dé- 
veloppements toujours convergents. Cependant la dite régularisation est atteinte 
d'une manière indirecte, par l'introduction d'un nombre assez grand d'auxiliaires 
et en sortant du cadre des équations de la dynamique: circonstance assez génante, 
puisqu'il n'est plus permis (du moins sans discussion préalable) d'appliquer au 
systéme régularisé ni les résultats théoriques, ni les méthodes de calcul de la 
mécanique analytique. 

Pour le probléme plan il m'a été aisé de réaliser? une véritable régularisa- 
tion dynamique, en généralisant (avec traitement symétrique des trois corps) la 
transformation (ponctuelle) 


z+iy=($+ in) (i— V— x1), 


employée pour le probléme restreint. 

Le probléme dans l'espace a longtemps résisté à mes efforts, tant que 
jessayais de l’aborder par des semblables changements de coordonnées. Les 
transformations canoniques usuelles se rattachant au mouvement elliptique ne 
régularisent pas non plus. Mais on peut en trouver d'analogues, une notamment 
bien simple, suggérée par le mouvement parabolique,? rendant tout holomorphe 
au volsinage d'un choc binaire.* 

L'éminent Directeur des Acta a bien voulu me demander un exposé détaillé 
de ce dernier résultat. Voilà l'origine et le but du présent article. Pour en 
faciliter la lecture, j'y ai repris tout ce qu'il faut connaitre des travaux antérieurs. 

On trouvera, dans un premier chapitre, soit des prémisses formelles, pour 
la plus part classiques, un petit peu rajeunies par un usage (d'ailleurs trés 
discret) des notations vectorielles; soit quelques lemmes, dus à M. M. PAINLEVÉ 
et SUNDMAN, qui précisent au sens de l'analyse les circonstances essentielles des 
chocs, et permettent d'exclure l'eventualité d'une collision générale dés que le 
moment résultant des quantités de mouvement ne s’annule pas.’ 

Le second chapitre débute par l'intégration, moyennant la méthode de 
‚JACOBI, des équations du mouvement parabolique (d'un point soumis à l'attrac- 


»Mémoire sur le probléme des trois corps», ces Acta, T. 56, 1912, pp. 105—179. 


* Rendiconti dei Lincei, vol XXIV (2e semestre 1915), pp. 61—75, 255—248, 421—453, 
195—501, 555—569: 


1 


* Ibidem, vol. XXV (premier semestre 1916), pp. 445—453. 

' Comptes Rendus de l'Académie des Sciences de Paris, t. 162, 1916, pp. 625—629. 

° Cette exclusion fut connue par WEIERSTRASS, ainsi qu'il résulte d'une lettre adressée à 
M. Mrrrac-LrrFFLER et publiée dans ce même recueil (voir »Zur Biographie von Weierstrass», 
AN 35; 1911, p. 30). 
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tion d'un centre fixe, dans le cas particulier où s'annule la constante des forces 
vives). On en tire une transformation canonique (apte à régulariser le voisinage 
d'un choc dans le probléme des deux corps), et on fait l'étude de ses élégantes 
propriétés géométriques et cinématiques. La considération du mouvement para- 
bolique fournit en outre l’occasion pour construire une seconde transformation 
canonique, qui à la vérité n'a rien à faire avec notre régularisation; mais ne doit 
pas étre négligée, puisqu'elle introduit un systéme canonique d'éléments paraboli- 
ques, pouvant rendre de trés bons services pour la détermination des perturba- 
tions d'une cométe. 

Aprés avoir préparé de la sorte tous les éléments nécessaires, j'explicite, 
dans le troisiéme (et dernier) chapitre, la régularisation canonique du probléme 
des trois corps au voisinage d'un choe binaire, dont sont des corollaires immé- 
diats: la continuation analytique du mouvement au délà des chocs éventuels, 
à laquelle se rattache l’heureuse explication mécanique de M. ARMELLINI'; ia 
représentabilité, sans aucune restriction, des coordonnées cartésiennes des trois 
corps par des séries convergentes pour toutes les valeurs réelles d'un paramétre 
convenable v; enfin la possibilité d'introduire, dans le systéme différentiel canoni- 
que qui définit le mouvement, à côté de la variable indépendante r, des fonc- 
tions inconnues telles que le systéme, tout en restant canonique, se comporte 
régulièrement (non seulement au voisinage d'un choc préfix, mais) toujours, 
c’est-à-dire pour tout état de mouvement qui puisse être effectivement rejoint à 
partir d'un état initial quelconque. Il resterait à indiquer un choix approprié 
de ces paramétres: question inessentielle, je voudrais presque dire de vernissage 
formel, mais que je me permets quand méme de signaler au lecteur. Pour ceux 
qui aiment les calculs élégants et les analogies mécaniques, la matière ne parait 
pas sans attraits; du moins à en juger d'aprés le cas particulier du probléme plan, 
oü la dite spécification donne lieu [citation 2 de la page 100] à des rapproche- 
ments inattendus avec d'autres systémes dynamiques exemptes de singularités 
dans le champ réel (tel notamment un solide pesant fixé par un de ses points). 

En revenant à la simple régularisation locale du voisinage d'un choc qui 
va étre développée ici, il y'a lieu d'ajouter qu'elle préterait à reprendre, par 
des calculs peut-être plus commodes et plus symétriques, la détermination effec- 
tive des deux relations invariantes caractéristiques d'un choc, déjà traitée par 
M. Biscowciwr [citation 3 de la page gg]. On pourrait s'en attendre un avan- 
tage analogue à celui que j'ai mis en évidence pour le probléme restreint [cita- 
tion 2 de la méme page]. 


' »Estensione della soluzione del Suxpmax dal caso di corpi ideali al caso di sferette 
elastiche omogenee», Rendiconti dei Lincei, vol. XXIV (premier semestre 1915), pp. 195—190. 


102 T. Levi-Civita. 


En terminant, je voudrais souligner l'importance de la régularisation aussi 
à un point de vue plus général. Il me suffit pour cela de faire remarquer que 
la régularisation préalable d'un systéme différentiel est indispensable pour péné- 
trer intimement dans l'allure générale des solutions et dans la distribution des 
solutions périodiques. Justement dans cette voie, ouverte par PoiNCARÉ, sem- 
blent devoir maintenant s'engager de préférence les efforts des géomètres.! 


CHAPITRE I. 


Relations formelles — Quelques résultats dus à M. M. Painlevé 
et Sundman. 


r. Préliminaires. 


Soient P,(v =o, 1, 2) trois points matériels; m, leurs masses; @ leur centre 
de gravité. 

Introduisons les trois vecteurs? 
(x) Ry =P, —@ (v 305 152) 


et leurs différences 
r= P,— RP =f — fh), ry =P, — P= — BR, =P, — 2, =f, — 


correspondant aux trois côtés du triangle P, P, P,. 

En regardant équivalents les indices » (tels que o et 5, 1 et 4), qui different 
entre eux d'un multiple de 3, on peut évidemment condenser la définition des 
r, dans la formule cyclique 


(2) Py = Pygs— Py —Hyp2— Ran (v =0, I, 2)- 
En additionant on a l’identité (géométriquement évidente) 


| 3 


Seo. 


— 


0 


* Tout récemment des résultats extrémement remarquables ont été obtenus par M. Bırk- 
HOFF dans ses beaux mémoires: 

>The restricted problem of the three bodies», Rendiconti del Circolo Matematico di Pa- 
lermo, T. XXXIN, 1915, pp. 265—334; 

»Dynamieal systems with two degrees of freedom», Transactions of the American Mathe- 
matical Society, vol. XVIII, 1917, pp. 199—300. 

* Pour abréger l'écriture, je vais avoir recours aux tout premiers éléments du caleul 
vectoriel en suivant les notations de M. M. Burazr-Forrr et Mancoroxco. Voir leurs »Eléments 
de caleul vectoriel» (édition française par S. Lattès, Paris: Hermann, 1910) 
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Il convient d'ajouter qu'aussi les vecteurs À, sont liés par une relation linéaire. C'est 


2 


(4) >> m, R, — o, 


0 


exprimant que G est le centre de gravité des trois point matériels P,. 
En faisant systeme des (2) et (4), on peut inversement exprimer les A, à 
l'aide des r,. Partons pour cela de (4), en l'éerivant 


My B, + m. +1 Ryo mio 8,49 —0, 
et lui attribuant ensuite la forme équivalente: 
M B, + my 41 (Ry41— By) moss (B, 42 — R,) — 0, 
où 
(3) M=m,+ m, 4 m, 


désigne la masse totale du système. D’après les formules (2) elles-mêmes, on en 
tire la résolution annoncée 


(6) M Ry = My 42041 —My41M+2 (7 —0, I, 2). 
Il nous sera commode de poser 
I2, (= 3 I» |=r (v=0, 1752)" 


c'est-à-dire d'indiquer par R, la distance G P,, par r, la distance P,41 P,.». 


2. Formules de Lagrange. 
Soit P un point quelconque de l’espace, 
G — P —d 


le vecteur allant de P au barycentre G. 
On a évidemment 


P,—P AB, Gy ME PR, Hd: 





Formons le moment d’inertie (polaire) du systeme des trois points P,, par 
rapport à P. C’est par definition 


(7) Jp — > m,P P, = Y m,(P,— P)x(P,— P) — > m, (Ry, + d) x (R, + d) 
0 0 0 


(où x est le symbole de produit scalaire), se réduisant à 
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JE > m, R5 
0 


lorsqu'on fait coincider P avec le centre de gravité G. 
Développons le produit scalaire dans Ja dernière expression de Jp, en 


tenant compte de (4), (5), et en désignant par d la distance PG. Il vient immé- 
diatement 


Je=J+Md:, 


formule bien connue de LAGRANGE, valable en general pour un nombre quelconque 
de points matériels. En faisant coincider P avec P,, elle donne en particulier 


My+1 T»42 a My 9 Tp41 x] a M es 


My 


M 
consécutives de ») en écrivant 


Multiplions par et additionnons par rapport à » (c'est-à-dire à trois valeurs 


Q0 Mo+1M+o 
(8) mi= EE (v=o; 5, 2) 


M 


On obtient la relation remarquable 


2 
(9) J = Som, Ri = ms, 
0 


due également à LAGRANGE. 


3. Expression de la force vive signalée par R. Ball.! 


Considérons un mouvement queleonque des trois points P,, rapporté au 
centre de gravité G, c'est-à-dire à trois axes rectangulaires de direction in- 
variable ayant l'origine en G. Les vecteurs A, sont fonctions du temps f£, et 
la vitesse de P, par rapport à G n'est autre que 


(10) . V, = R,, 


en désignant avec un point superposé la dérivation par rapport à t. 
La force vive du système (le repère étant toujours en G) est par définition 


* Voyez par ex. E. J. Rovru, »Treatise on the dynamics of a system of rigid bodies (ele- 
mentary part)» [sixième édition, London: Macmillan, 1897], § 424. 
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2 
er Iw À 
T — om V2; 
2 
0 


V, représentant la longueur du vecteur V, (vitesse en valeur absolue). 
Introduisons d'autre part les mouvements relatifs de nos points, et precisé- 
ment (pour » — 0, 1, 2) de P,,» par rapport à P,41. 
La vitesse relative correspondante, c'est-à-dire 


(11) vy = Vite — My 
ne diffère pas de r, d’après (2): sa longueur sera désignée par v,. 
Ceci posé, on remarque: 


10 que les vecteurs V, — R,, v, — r, sont liés par les mêmes relations linéaires — 
(2) et (4) notamment — existant entre les vecteurs A,, r,; 

2? que, si dans la formule (7) du n° préc. définissant Jp, on remplace A, et d 
par leurs dérivées B,— V, et d, en désignant le premier membre par 2 2p, 
on obtient 


2 Tp= No m,(K, + d) x (V, + d), 
0 
d’où en particulier, pour P coincidant avec G (ce qui entraîne d — 0), 


Il s'en suit que, moyennant les mêmes passages formels conduisant de (7) à 


(9), on a 


2 > 

= TES 2 I~ d 

(12) t= ; > My VE = 3 » mtv}. 
0 0 


4. Autre expression de la foree vive (remontant à Jacobi). 


Il nous sera parfois avantageux dans la suite d'avoir recours à une forme 
mixte de 2, où interviennent une seule des vitesses relatives, soit la vitesse v, 
du corps P,;» par rapport à P,+1, et la vitesse absolue V, du troisième corps P,. 


Pour y parvenir, il suffit de remplacer, dans la définition directe de 3 
(valable quel que soit »), 


~ x > 2 ro 
T= — (my Vi + my pi V5 41 + moasVies, 


- 
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Vi, et V,: en fonction de v, et V,. C’est bien aisé, puisque ces quatre vec- 
teurs sont liés par deux relations. L'une d'elles n'est que (11), c'est-à-dire 


Ve V. — Vis; 


l’autre, se déduisant de (4) par dérivation, exprime la circonstance évidente que 
la vitesse du barycentre (par rapport à des axes ayant l’origine dans le bary- 
centre lui-même) s'annule; et s'écrit 


My V, + mi Vy+1 + mu +2 Vias = 0. 
Il s'en suit 


(13) [On ai + My+2) ri — Moro, — Mm, V,, 
\( 


mic Museo) W432 = Myst iwy—mM, y, 


d'où, par substitution matérielle dans Viii Kai X Kai et Viio = N42 X Vis, 


I 
72 : 72 "m 272 
My 1Vi41 +m 2 V; 2—= — — T, 170, ot, + m; V; 
v+ 1 v + + m,41 m, a + y+ v 1 »)5 


et par conséquent (en introduisant ceci dans l'expression de 3 et en associant 
les deux termes semblables en V;) 

= I 

5 


Aye - m,417, 429; + Mm,V;). 
UERSUM ar M v Vo) 


(14) 
C’est substantiellement la forme attribuée à la force vive par Jacobi (dans 
sa réduction du probléme des trois corps) et devenue ensuite classique.! I] v a 
seulement une différence inessentielle consistant dans ceci: au lieu que la dérivée 
V, de BR, = P, — G (6 barycentre des trois points), on fait apparaitre ordinaire- 
M 
My+1 + my» 
une interprétation géométrique très simple. En effet, si l’on indique par G, le 


ment la dérivée du vecteur proportionnel P, admettant également 


centre de gravité du couple P,+,, P,4», on a évidemment 


M 


- R,= P,— G,. 
My+ı My+e2 


* Voir par exemple Cxaruier, »Die Mechanik des Himmels», B. I. [Leipzig: Veit, 1902] 
pp. 257—241; ou bien Porxcaré, »Lecons de mécanique céleste», T. I. [Paris: Gauthier-Villars, 
1905], pp. 34—41. 
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5. Moment résultant des quantités de mouvement. 


Comme la résultante des quantités de mouvement (rapportées au barycentre) 


9 


90 
à 3 
» m, V, — » m, B, 


0 0 


est nulle d'aprés (4), le moment résultant K est indépendant du centre de réduc- 
tion. En le prenant en G, on a par définition 


(15) K — » R, ^m, V, 
(^ symbole de produit vectoriel). 

Remplacons A, par sa valeur (6), et développons le produit vectoriel en 
affectant le facteur V, de tous les coefficients numériques. Le second membre, 
eu égard à (8), devient 


2 


2 
\ Fe Y a 
Seat ^ mta — Soros ^ Mise, 


0 0 


ou bien, pourvu qu'on change, dans la première somme, » en v +2, dans la 
seconde, ven v +17, 


Zen ^ ms es — Uhr). 
0 


Il en résulte, d’après (1r), 


5 
(16) K— N» ry Amy vn, 
0 

qui exprime le moment K sous forme relative symétrique, tout à fait analogue a 
la forme usuelle (r5). 

Nous allons en tirer une limitation remarquable pour le produit JT. 

Observons d'abord: 
1? que la longueur du produit vectoriel r, ^ mv, ne dépasse pas le produit 

(arithmétique) m;r,v, des longueurs des facteurs; 


2? que la longueur K du vecteur K ne dépasse pas la somme des longueurs de 


ses termes, d'oü 


“| " - 
Womifr v,» K. 
- 


0 
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D'ailleurs l'identité bien connue, consistant à égaler le carré de la matrice 
| V mi ro Vmin V m3 r»| 


| Vmÿ to - Vmiu V ms 2] 


au determinant 


2 


y 
Ji > Mery Vy | 


0 
5 ; 
» mir, Vy 22 
0 


qui s'obtient [en tenant compte de (9) et (12)] par la multiplication des horizon- 
tales, nous assure que ce déterminant est >o. On en tire 


2 9 
2J 3 > (Demir, vy) : 
\ 0 
d'où l'inégalité 


(17) ZI LAXE Kee 


qui va nous servir essentiellement au n? rr. 


6. Fonction des forces dans le problème des trois corps. — Equations vec- 
torielles du mouvement. — Intégrales classiques. 


Supposons que nos trois points matériels — on dira corps suivant l'usage — 
s’attirent mutuellement suivant la loi de Newron. Soit f la constante de gravi- 


tation universelle. Avec les notations précédentes la fonction des forces s'écrit 


; Im, M, m4m,.myym,| 
(18) N xD n E DM qr 0” jJ; 
To un T2 
ou, si l’on veut, 


(18) njw ae m MEME 


Vy Ty 1 EET 
valable quelle que soit la valeur de l'indice »; ou encore, d'après (8), 
emi 
TI v 
(18") Wi 


Y 
0 
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On représente par 


grad, ll 


le vecteur qui a pour composantes les dérivées partielles de ll par rapport aux 
coordonnées de P,; ou si l'on veut (sous forme indépendante du systéme de 
reference) le vecteur tel que, pour tout déplacement infiniment petit d P,, on ait 


grad, 1 X d P, — différentielle partielle de ll (se rapportant à la variation 


du point P, ). 


Quelle que soit la définition préférée, grad, ll représente la force sollicitant 
P,, et l'on a 


> grad, Ux d P, — dW, 


0 
dll étant la différentielle totale. 
L'expression explicite de grad, ll se déduit immédiatement des (18') et (2). 
Elle est 
iy +1 __M+2 


(19) grad, ll — fm, E n, 


IS r1] 
v+2 ly+1 


Comme le système des trois corps n’est soumis à aucune force extérieure, 
le mouvement (absolu, au sens mécanique du mot) du barycentre G est rectiligne 
et uniforme, et les choses se passent au point de vue dynamique comme si G 
était fixe. 


On a en conformité les équations vectorielles du mouvement 
(20) n, V, = m, B, = grad, U (20, x); 
1 


Les intégrales des quantités de mouvement reviennent au principe (déjà 
utilisé) de la conservation du mouvement du centre de gravité. Quant aux 
autres intégrales classiques, celles des aires se résument dans la constance du 
vecteur K défini par (15) [ou (16)], et l'intégrale des forces vives s'écrit 


(21) T—U=E, 


ZT et ll ayant été explicitées sous plusieurs formes différentes, et E, constante 
pendant le mouvement, s'interprétant comme énergie totale du systeme. 
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7. Viriel. 
Si l'on dérive par rapport à ¢ la première expression (9) de J, en rempla- 
cant A, par V,, on a 
» 
TEN, V 
JE >» ANG Vo s 


2 
0 


d'ou, en dérivant une seconde fois, 


PONO P 
= J= » my Vu x V; 4. » mV SEA, 


0 0 


Le premier terme du second membre, à cause de (12) n'est que 22. Le 


second, en ayant égard à (20), s'écrit 


» grad, UX R,: 
0 
c'est ce qu'on appelle le viriel de notre système matériel. 
Dès qu'on pense ll comme fonction homogène de degré — 1 des coordonnées 
des points P,, rapportées au centre de gravité G, on reconnait, en appliquant 
le théorème d’EULER, que le viriel ne diffère pas de — 1l. On a par conséquent 


la relation 
3008 = 
(22) -J 225-1, 
qui remonte, elle aussi, à LAGRANGE et joue, comme nous le verrons, un róle 
fondamental dans les considérations des n?* ro et rr. 


Ss. Premier corollaire du théorème général d'existence. 

Supposons que la constante Æ ait une valeur fixée d’avance (et d’ailleurs 
quelconque). Si à un instant donné ¢ les positions des trois corps sont distine- 
tes de sorte que la fonction des forces ll a une valeur finie, le mouvement se 
poursuit régulièrement pour une durée 7 non nulle. Si l'on sait auparavant 
que ll ne dépasse pas une certaine limite ll, on peut affirmer que 

queen 
* Je me borne, pour fixer les idées, aux valeurs croissantes de la variable indépendante £ 


futur). Il n'y aurait rien à changer dans les raisonnements et dans la conclusion, si l'on envi- 
sageait des valeurs décroissantes (passé); ou bien, croissantes et décroissantes à la fois. 
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en désignant par 7 une quantité positive, dépendant exclusivement de ll (des 
masses et de E). Pour la démonstration il convient de s'appuyer sur les équa- 
tions de mouvement (20), en les envisageant comme un systéme 


(20) RESTE grad, ll 


du premier ordre par rapport aux vecteurs A,, V,, c'est-à-dire par rapport à leurs 
18 composantes. 

Dès que ll ne dépasse ll, on peut assigner une limite supérieure aux seconds 
membres. C'est ce qui résulte, pour le premier groupe, de l'intégrale des forces 
vives, qui donne pour T la limite supérieure ll 4- Z, d’où l'on tire, à cause de 
l'expression. (12) de 2, qu'aucune des composantes de V, ne peut dépasser 


U+ El NE E 
Ies . Quant au second groupe des (20), la limite supérieure d'une com- 


m, 

posante es de grad, ll apparaît des (19), en remarquant que, d’après 

la forme de ll, ~ ne peut pas dépasser N . Ces seconds membres sont 

Ty f mim,» 

d'ailleurs des fonctions régulières (des composantes des V, et des A,), tant que 

les distances mutuelles ne s'annulent pas: en particulier donc tant que ll € ll. 
Dans ces conditions le théorème classique d'existence nous assure que les 

intégrales de (20), à partir d'un instant £ et d'une position pour laquelle 1l <11, 

restent réguliéres pendant un intervalle de temps non nul. Le méme théoréme 


\ 


assigne en surplus à cet intervalle une durée minimum 7’,' qui dépend en général 
des positions et des vitesses se rapportant à l'instant t. Toutefois — c'est le 
corollaire qui nous intéresse — T admet nécessairement une limite inférieure non 
nulle T , dépendant exclusivement de M (et des autres constantes qui interviennent 
dans la question, comme Z et les masses). 

On sen rend compte d'aprés un raisonnement bien connu, en essayant 
d'admettre le contraire, c'est-à-dire que la limite inférieure 7' soit nulle. Il 
existerait alors, dans l'ensemble des conditions initiales satisfaisant à la restric- 
tion ll «ll, un système régulier de positions et de vitesses au voisinage des- 
quelles la limite inférieure de 7’ serait encore nulle. Mais à ce système lui-même, 
et à tout son voisinage, on peut coordonner, d'aprés le théoréme d'existence 
rappelé tout à l'heure, un intervalle de régularité non nul: la limite inférieure T 


de T' ne peut donc pas étre nulle. 
CRQNE- D. 


1 Je veux dire une durée < à l'intervalle. 
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o. Deuxième corollaire. 


Considérons le mouvement des trois corps à partir d'un instant initial £,, 
pour lequel nous supposons tout régulier. Ou bien le mouvement se poursuit 
régulièrement pour toute valeur de ¢>f#,, ou bien il y a un premier instant f, 
tel que le mouvement, étant régulier à l'intérieur de l'intervalle (4,, 4), cesse de 
l'être pour £—1,. Nous désignerons par ¢ un instant de l'intervalle (t,, £,), si 
proche que l'on veut à f,, mais antérieur à f,. 

D'aprés ce qui précéde, la limite supérieure de ll, finie dans tout intervalle 
(£,, t), doit être infinie pour l'intervalle (¢,, f,): autrement le mouvement serait 
régulier méme au delà de #,. 

On peut en déduire — c'est ce que j'appelle le deuxième corollaire — qu'on 
a plus précisément 


(23) lim ll — + c. 
t=, 


En effet, si ll n'admettait pas la limite + pour {—1,, il existerait des 
instants ¢t', si proches que l'on veut à f,, pour lesquels ll serait plus petite qu'une 
valeur ll assignée d’avance. Alors le mouvement se poursuivrait régulièrement 
jusqu’ à t 4- T (T dépendant exclusivement de ll, ainsi qu'il a été dit au n° préc.), 
et par suite (puisqu'on peut supposer /' infiniment peu différent de /,) méme au 
delà de /,, ce qui contredit à l'hypothése. On a done bien la propriété ex- 
primée par (23). 


10. Existence d'une limite pour J. — Les deux seules formes de singularités 
possibles: choc binaire et collision générale. 


La formule (22), en y remplaçant T par sa valeur déduite de l'intégrale des 
forces vives, s’écrit 


1 d) 


3s =ll+2E. 


Dès que ¢ est assez proche à ¢,, le second membre devient et demeure posi- 
tif à cause de (23). J(t) va donc en croissant avec f, et tend par conséquent 
à une limite finie ou bien à + pour t—t,. En tout cas J garde le même 
signe, pour { assez proche à ¢,: cela est évident si la limite de J n'est pas zéro; et 
si elle est zéro, il suffit d'observer que J y converge en croissant, et prend en 
conformité des valeurs toujours négatives à gauche de #,. 
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Il s'en suit que la quantité positive J tend elle-même vers une limite posi- 


tive ou nulle. On doit justement distinguer ces deux eventualités: 


is 


lim J=J,>o. On a alors un choc binaire; des trois distances, une et une 
t= 


seulement tend vers zéro. Pour le constater, on remarque d’abord que, ll 
croissant indéfiniment, la plus petite des distances mutuelles tend nécessaire- 
ment à zéro. Il reste à s’assurer que cette distance minimum est toujours 
la méme, ce qui réussit par réduction à l’absurde. En effet, s'il n'en était 
pas ainsi, il existerait, si prés de /, que l'on veut, quelque instant f' tel que, 
avant et aprés //', la plus petite distance serait représentée par deux diffé- 
rents côtés du triangle des trois corps: par ex., par r, avant et par r, aprés. 
Alors, pour t=f', ces deux distances seraient égales, et infiniment petites 
avec {, —t'; il en serait de méme de la troisième (qui ne peut pas dépasser 


2 


. , Y 9 . 
leur somme et aussi par conséquent de J — So m*r?, ce qui ne eut pas 
2 -— 
0 


arriver dés que lim J > o. 
t=tı 


Soit précisément 7, la distance tendant à zéro, ce qui correspond à un 
choc entre P,+ı et Py+2. Il convient de retenir que 7,41 et r,+9 tendent 
lune et l'autre vers une méme limite non nulle. En effet, puisque la diffé- 
rence |r»+1—7:+2| ne peut pas dépasser r,, on a en premier lieu 


lim (r,4.1— 7,42) 0. 
tz 


D'autre part, vu que r, tend vers zéro, on a, de la seconde expression (9) de J, 


lim (m?417541 + my427542) — lim J — J, 70, 
i-i t=t 


dot l’on déduit 
11m 07» adm 7255 — Ji 
DE mm ants MÀ * 4 
t=t =h Tic yao 


(o In D? 


lim J — o. 
t=t 


L’expression de J invoquée tout à l'heure montre que, avec J, toutes 
les distances mutuelles convergent vers zero. 

I] s'agit dans ce cas d'une collision générale, les trois corps tendant à 
se choquer en G (d’après la première des expressions (9) de J). 

Il eonvient d'ajouter que, J tendant à zéro, la limite de J est né- 
cessairement une quantité finie <o. En effet J converge à sa limite en 
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croissant. Done, en premier lieu, cette limite ne saurait être — o; mais 
elle ne peut être non plus >o, car alors il en serait de méme de J, pour ¢ 
assez proche à /,; et J irait en croissant, tandis qu'il tend justement vers 
sa valeur minimum zéro. 2 


tr. Exclusion des collisions générales d’après M. Sundman. 


\ 


On a reconnu au n? précédent que, pour { assez proche à #,, garde 


dt 
toujours le méme signe. Il est partant loisible d'introduire J à la place de ¢ 
comme variable indépendante. 


Puisque on a 


d ; Ad. Jib. exo dde À 
di Ages 


on tire de (22), en éliminant cette fois ll moyennant l'intégrale des forces vives, 


Ceci posé, tirons quelques conséquences de l'bypothése que la singularité 
de l'instant ¢, soit une collision générale: J tend alors à zéro lorsqu'on fait 
tendre ¢ à t,. 

Multiplions par dJ la formule écrite tout à l'heure, et intégrons depuis 
l'instant initial 4, jusqu'à un {<4,, mais très voisin à ¢,, c'est à-dire depuis la 
valeur initiale J, de J jusqu’ à une valeur J trés petite, mais encore > 0. 


Il vient (avec une signification évidente de J,) 


J 


I - . 5 


LU CE ye | Ax Ale 


Jo 


Lorsqu'on fait tendre ¢ à ¢,, et par suite J à zero, J a une limite finie, 


bien déterminée (voir la remarque finale du n° précédent). Il en est donc ainsi 
J 


du premier membre, et par conséquent aussi de l'intégrale | 3dJ. C'est comme 
Jo 
dire que la fonction T est intégrable jusqu à J = o. 
Or on a, d'aprés (r7), 


Sur la régularisation du problème des trois corps. 115 


ce qui revient à dire que, si K était une constante non nulle, 3 deviendrait in- 
finie, pour J — o, d'ordre non inférieur à l'unité, et alors elle ne serait point 
intégrable jusqu'à J — o. 

La contradiction disparaît seulement en supposant que X soit nulle. La 
condition K — o est done nécessaire pour que les trois corps puissent se choquer 
tous les trois dans un méme point géométrique. C’est le beau lemme de 
M. SuNDMAN, établissant, si l'on veut, que, lorsque le moment résultant des quan- 
tités de mouvement ne sannule pas, la seule singularité qui puisse se présenter dans 
le probléme des trois corps est un choc binaire. 


12. Voisinage d'un choc binaire ?,:1, Pı+2. - Spécifications se rapportant à P,. 


On a vu au n° ro que, dans le cas d'un choc binaire entre P,,, et P,+2, 
le troisiéme corps P, reste à une distance finie — je veux dire ayant une limite 
inférieure >o — soit de P,,; que de P,.s. Il s'en suit que la force d'attrac- 
tion newtonienne 

grad, ll — fm, dise Py42— nn 
2 Ty 4-2 »41 
subie par P, demeure bornée. 

Comme le mouvement du systéme est régulier, depuis l'instant initial, pour 
tout £ «t,, la force qu'on vient d’explieiter peut être envisagée comme une fonc- 
tion (vectorielle) de ¢, holomorphe pour t<t,, et en outre certainement bornée, 
lorsque ¢ s'approche indéfiniment de /,. Une telle fonction est bien intégrable 
(depuis l'instant initial 4) jusqu à t — /,. Dès lors l'équation du mouvement de P, 


m, B, = grad, u 


nous assure que A,, vitesse absolue — on doit entendre rapportée à @ — de P,, 
tend à une limite bien déterminée pour t=t,. Elle est à son tour intégrable 
jusqu’ à £,, et il en résulte l'existence d'une limite bien déterminée pour le vecteur 


On peut dire aussi: Le corps qui ne participe pas au choc tend, pour t convergent 
à t,, vers une position limite à distance finie, avec une vitesse (absolue) également 


finie et bien déterminée. 
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13. Ordre d’infinitude de la vitesse. 


L'expression (18) de ll (en s'appuyant uniquement sur la circonstance que 


I I MS 
et restent finis) donne 
Ty +1 Ty +2 
(24) lim „U — fm, 1242. 


t=t 
D'ailleurs [n° précédent] A, = V, reste fini, et par suite 


lim r, V; — o. 
t=th 
Multiplions l'intégrale des forces vives par 7,, en y prenant l'expression de 
i sous la forme (14). On en tire aprés coup 


(25) lim 7.05 = 2 f (my i 0,42); 
Du 


ce qui montre que la vitesse devient infinie d'ordre — (par rapport à l'inverse de 


la distance). La vitesse v, dont il s'agit devrait être spécifiée comme vitesse 
relative des deux corps qui se choquent; mais il convient de remarquer que 
aussi leurs vitesses absolues V,+1 et V,;» se comportent d'une manière identi- 
que. C’est ce qui résulte sans peine des formules (13), en tenant compte encore 
une fois de la circonstance que la vitesse V, reste finie. 


14. Relations asymptotiques. — Variable auxiliaire de M. Sundman. — Con- 
statation qu'elle reste finie pour ¢ tendant à /,. 


Le produit scalaire r,: v, de deux vecteurs quelconques r,, v, ne dépasse 
jamais en valeur absolue le produit r,v, de leurs longueurs. Lorsque celui-ci 
tend à zéro, il en est de même a fortiori pour r,Xv,. En attribuant à 
r,, v, la signification des n** précédents, r,v,, à cause de (25), tend effictive- 
ment à zéro, pour { convergent à /,. D'ailleurs la dérivation de l'identité 
ry =r, X rn, donne 

dr, - 
dt = 2n, X Wy. 
Il s'en suit 


lri 
(20) lim ^7 
t=t; dt 


QO. 
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La dérivation ultérieure de la méme indentité donne 


d? r; 


(27) dt? 


2 Py X Vy 


Il convient de transformer le second membre, en profitant, pour le premier terme, 
de l'intégrale des forces vives, et pour v,, c'est-à-dire, d'aprés (11), pour la difference 
V, — 15 

des équations du mouvement (20). 


I ini 
En se rappelant que UE » V, restent finis, et en remplacant, dans 
vl Tr+2 


L=U+ EH, 


3 et ll par leurs valeurs (14) et (18'), on tire d'abord 


x 


; 4f (mai mare), 


2105 
1 


les termes non écrits restant finis lorsque ¢ s'approche indéfiniment de /,. 


Avec cette méme entente, on a de (10) 





Ie My +2 
srad ll — mt: 
Trl Foti Î Bo 3 
My+1 
— grad U= 
I 2 8 E Dy 9 / T2 ı 2 
et par consequent 
s I I Thy T4. 
Vy = grad» grad, U=-f TE ph, 
My + 2 v3 My +1 +1 rs 


f My +1 + my > 


ry X Vy—=— T xm 
v 


Cette derniere formule et la précédente expression asymptotique de 2 v; donnent 
à (27) l'aspect 
dr 21 My +1 + My +2 iX, 


(27 ) d p? A Ty 


le terme additionnel X pouvant être regardé comme une fonction de /, holo- 
morphe pour £ intérieur à l'intervalle (¢,, /,), et finie méme pour ¢ s'approchant 


indéfiniment de ¢,. L’integrale 
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t 


| X dt 
to 
est done bien déterminée. 
D’après (26), il en est de même pour 


t 
34 


Ir; Ir: 
| dé a- ]. 


dr, 
dt 


Dans ces conditions, l'équation (27) montre aussitôt que, em posant 


to 


qui se réduit à la valeur initiale de 


(28) dues ot 


on définit (à une constante près) une fonction u, croissant avec t et tendant vers une 


valeur limite finie pour t —t,. 


CHAPITRE II. 


Transformations canoniques suggérées par le mouvement 
parabolique. 


r. Formules symétriques se rapportant à la méthode de Jacobi. 
Soit donné un systéme canonique 


d pi OH d TRE MANI vs | 
(2) dt na x dt 0 pi (n pp cade 10))5 





dont la fonction caractéristique Z(p,.p;,.... pu; 94, v5, .... v4) est supposée 
indépendante de ¢. Si l’on regarde, dans H, toute p; comme la dérivée par- 


: Quz e : : : , 
tielle DES d'une fonction W (z,, x.,..., z,), on forme l'équation de HAMILTON- 


JACOBI en posant 
(2) H = const. = E. 


La définition classique d'intégrale compléte de cette derniére équation in- 
troduit explicitement E et n—ı autres constantes arbitraires &,, &,,..., @,—1- 
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Sous forme plus symétrique, il convient de nommer, avec POINCARR,! inté- 
grale compléte toute fonction 


ART aan) 


des x; et de n constantes £;, douée des propriétés suivantes: 

1° c’est une solution de (2), c’est-à-dire qu'en Vintroduisant dans H celle-ci 
devient une fonction $(3,, £,,..., Sn) des seules £ et par suite une constante; 

29 elle contient les x constantes £ essentiellement, c’est-à-dire de telle manière 
que (dans le domaine des valeurs qu'il y a lieu de considérer) le détermi- 
nant hessien 

d?W 


| 625262 














ne s’annule pas. 
Moyennant une telle W, les 2n equations 


aW — aW _ 


= an S 
05; ? 


(3) 


définissent l'intégrale générale du système (r), en fournissant les v; et les p; 
comme fonctions des 2n argument E;, @;: les 5; doivent être regardés comme 
des constantes d'intégration, les @; comme des fonctions linéaires de /; d'une 
maniére précise on a 

0X 
(4) qg;— —- itn, 


>? 


en designant par n; des nouvelles constantes arbitraires. 


2. Mouvement central parabolique. — Équation en W qu'il 
convient d'envisager. 


Un point matériel P de masse égale à l'unité est attiré par un centre fixe 
O suivant la loi de Newron. Les équations canoniques du mouvement ont pour 
fonction caractéristique l'énergie totale. En l'exprimant à l'aide des coordonnées 
cartesiennes du mobile (rapportées au centre) v,, x,, x, et des conjuguées p,, Ps, Ps 
(composantes de la vitesse), on a 


oM Sd Erst 
(5) : H —— (pi pit». 


2 


où k est la constante d'attraction et r — |Va? +22 4 z;| la distance OP. 


1 Pp. 10—13 des »Lecons de mécanique céleste», déjà citées à la page 106. 
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La nature de la trajectoire dépend, comme on sait, de la valeur (constante 
pour chaque solution) prise par la fonction H elle-même. 

Les mouvements paraboliques correspondent à la valeur H — o. Fixons- 
nous sur cette détermination, et considérons le systéme différentiel que l'on ob- 
tient de (1) (pour » — 3, avec l'expression (5) de H) en changeant la variable 


d+? 


indépendante ¢ d’après la position 


(6) dt=rdu. 

Ona 
dp; 0 da; 0H quee 
du dx; du (pi = I, 2, 3). 


Pour les solutions paraboliques, le long desquelles H =o, les seconds mem- 
bres peuvent s'écrire 
0(rH) (rH) 
EL: ; à 
0%; Ü pi 


Ces solutions vérifient partant également le systéme canonique 


dpi . 0 (r H) da; 0(rH) Latine 
m du dx du Im (i —1,2,3), 


qui différe à double titre du systéme originaire, ayant été altérées soit la variable 
indépendante que la fonction caractéristique. C'est une transformation que j'ai 
employé iei même! il y a déjà quelques années pour la régularisation du pro- 
bléme restreint. On peut bien l’appeler transformation de DARBOUX-SUNDMAN, 
puisque on y combine une propriété des faisceaux conservatifs de trajectoires 
signalée par DarBoux avec le changement de variable indépendante dont s'est 
servi M. SUNDMAN dans son mémoire couronné.? 


Toutes les solutions du systéme (7) peuvent étre représentées — dans la 
maniére rappelée au n? r — moyennant une intégrale compléte de l'équation 
(8) — 1 (pi t+ ps + ps) = const. — NY (IS), 


Dans les expressions intégrales des a;, p; (provenant de la résolution des équa- 
tions, qui correspondent aux (3) pour le probléme qui nous occupe), les con- 
stantes 5,, £,, £, doivent être censées soumises à la liaison 


(9) $(5,. 55, §5) =, 
pour rendre H = o, condition caractéristique des oo? solutions paraboliques. 


* Loco citato (dans la note (5) de la page 99), p. 313. 


? Loco citato (dans la note (I) de la page 100), p. 127. 
pag l 7 
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3. Construction d’une intégrale homogène de degré = 


En coordonnées polaires 7, w (colatitude), y (longitude), l'équation (8) s'écrit 


(8) Y {( E I B uA if I ( W 


2)]0r | r?\dw r'sin? w | d¢ 


| — const. 


On reconnait aisément qu'elle admet des intégrales indépendantes de , 
de la forme 


W —Vrf(w). 


En effet, en substituant dans (8' Vr f(w) à la place de W, il vient 


Hn 
— 
H 


re 


ab 
d ') | — const. 


On y satisfait en prenant 


où lon entend par £ une constante positive. La valeur constante du second 


Tie 
membre de (8') est alors — §. 
2 


On a trouvé de la sorte une intégrale 


(ro) W — 2 V£r sin E w 

contenant matériellement la seule constante £; mais on peut sans peine faire 
apparaître le degré de généralité qu'il nous faut. Il suffit de remarquer que 
(puisqu'on n'a fait aucune hypothèse à l'égard de l'orientation des axes) il est 
parfaitement loisible de regarder comme arbitraire la direction de l'axe polaire 
Ox,, c'est-à-dire de la demi-droite à partir de laquelle on compte la colatitude tw. 
En tenant compte de cela, rapportons nos formules à des coordonnées non 
spécialisées par rapport à la demi-droite en question, désignant par /,, 4,, À, ses 
cosinus directeurs. On aura en conformité 


Aa in, AUS 
E 


cos w 
et W renfermera, outre £, les cosinus A, c'est-à-dire essentiellement trois con- 
stantes arbitraires. Pour le mettre en évidence, considérons le vecteur $ ayant 


Acta mathematica. 42. Imprimé le 24 novembre 1918. 16 
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pour longueur £ et pour cosinus directeurs 4,, 4,, 4,, et exprimons W à l’aide 
des composantes 


Ur; 


j— El (Ü=1,2,3), 


continuant toutefois à écrire & au lieu de |V£? + £* - £?|. On a de la sorte 


3 
(ro') W —V2£r Vx — cos w — V2 Jy -s X; 
1 


ce qui est bien une intégrale de (8' contenant d'une manière essentielle les 
trois constantes £,, £,, £,. Je ne m'arréte pas à justifier cette dernière affirma- 
tion, qui apparaîtra évidente dans la suite d’après les expressions explicites des 
v;, pj. Je me borne à faire remarquer que, comme il résulte de (10'), W demeure 
réguliére et différente de zéro, pourvu seulement que ne s'annulent pas à la 
fois toutes les z;(r— 0), ni toutes les &;(£ — 0), ni enfin toutes les differences 
x; — S; (cos w — 1). 


Puisque la substitution de la valeur (ro) de W dans le premier membre de 


(8) donnait pour résultat _S, il s'en suit que, pour l'intégrale complete (ro') 


explicitée tout à l'heure, 


(II) X (51, 52, $s) — 75, 
c'est-à-dire, en tenant compte de (9), 
(9) EVE c & +&|<2%. 





Voilà la relation devant exister entre les constantes d'intégration £,, S,, £, (et le 
coefficient de l'attraetion k) lorsqu'il s’agit des solutions paraboliques. 


4. Signification des constantes 5; et des paramètres mi. 


Les équations définissant le mouvement, d'après les formules générales (3) 
et l'expression (ro) de W, sont 





OW T jaz & 
ES) 0H WW 2) = sr 
on NET EE, 
(13) 0x; un (2 -I, 2, 3), 


ces dernières pouvant évidemment être remplacées par 
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(14) r pi — $ Wi, 


qui résultent aprés coup de la comparaison entre (12) et (r3). 

Occupons nous à présent de faire ressortir de ces équations les propriétés 
bien connues du mouvement parabolique, et l'interprétation soit des constantes 
5; que des paramètres @;. Pour cette discussion il y a quelque avantage à in- 
troduire des vecteurs permettant de remplacer nos six équations (12) et (13) par 
deux relations vectorielles équivalentes. 

On a déjà défini le vecteur $ (ayant pour composantes les £;) constant en 
grandeur et direction: la grandeur, d’après (9, est 2%, assurément non nulle, 
et on verra bientót quelle est l'interprétation géométrique de la direction. En 
attendant associons à $ un vecteur @ de composantes wi; et en outre, suivant 
l'usage, r de composantes z,, x, x, et v de composantes p,, p,, p,, qui détermi- 
nent respectivement la position et la vitesse du point mobile. 


Dès lors les équations (12) et (r3) se résument vectoriellement comme il suit: 


(12) 5 pe —, 
(13) E re)", 


et donnent lieu à 
(14^) rTy-—ÉEg, 
évidemment équivalente aux (r4). 


En tenant compte de la forme générale (4) des paramètres o; |puisque on 


à M A 
a actuellement, à cause de (r1), 0 =—§], on reconnaît le vecteur @ comme une 


| H 


fonction linéaire de t, ayant — — € pour coefficient de ¢. C'est un vecteur parallèle 


nN 


Ur 


x 


a 


in 


; par suite, si l'on forme le produit vectoriel $ ^ c, t disparaît. Done 


(15) 


en désignant par c un vecteur constant. 


NW =C, 


die 


D'autre part, en multipliant vectoriellement (à gauche), la (12) par 
(r3) par r, on a 


et la 


di 


NO = 


div 
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d’où 


p ZNSVI ND 


die 


Ceci exprime la constance de la vitesse aréolaire — r ^ v, propriété fondamen- 


tale de tout mouvement central, qui devait naturellement étre implicite dans la 
représentation intégrale (r2), (r3) du mouvement parabolique. La constatation 
que le mouvement est plan découle classiquement de l'intégrale (vectorielle) des aires 
PINCE 
d’où résulte l'équation du plan 
cXr—=0. 
Les vecteurs $ et @ appartiennent eux aussi au plan d’après (15). Quant 


à la trajectoire, sa nature géométrique descend aisément de (12), en tenant compte 
de (ro). Cette dernière peut s'écrire à l'aide des vecteurs & et r: 


(ro") W?=2(§r —-&xr), 


in 


après quoi le carré (scalaire) de (12') donne 
(16) DAS 


en représentant manifestement par @ la longueur du vecteur @. 


La multiplication scalaire de la méme (12) par = donne d'ailleurs 


fin 


c'est-à-dire, ayant égard à (ro"), 


(17) EX zoll? 
Il s'en suit 
» > = o > > I ro 
me (EX), 50 
ou bien, à cause de (16) et (ro"), 
-9 3 = 2 = I c = I c = \7 
2 — (§ X w)? = §r —— (§r—E Xr) =—(Sr+§ Xr). 


2 


En se rappelant que w représente l'angle des deux vecteurs = et r et remar- 


quant d'autre part que le premier membre de la derniére équation ne différe 
pas du carré du vecteur £ ^ à — c, on a enfin 
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r(r- eos?) — -c? (c longueur du vecteur c). 


Uri to 


C’est évidemment l'équation polaire de la trajectoire, dans son plan, l'axe polaire 


dii 


étant dirigé dans le sens du vecteur 
La comparaison avec l'équation d'une parabole rapportée à son foyer achève 
notre vérification, et nous permet en outre de retenir: 
Le vecteur constant (£,,£,,£,) de longueur 2k a la direction de l'axe de la 


trajectoire parabolique (son sens étant celui qui va du foyer au sommet). Le para- 
mètre de cette parabole est la constante —c*®, exprimable directement à l’aide des 


5;, @ sous la forme 


(15’) . = -(E ^m) —- 


5. Forme résolue de la transformation canonique entre les deux 
sextuples! (x;, pi), (Si. Wi). 


L'identité 


3 3 
>i pida; — > @;dSs; —dW, 


1 1 


découlant immédiatement des (r2), (r3), fait voir que ces formules établissent 
une transformation canonique entre les variables primitives x;, p; et les argu- 
ments &;, @;, pourvu seulement qu'on puisse les résoudre par rapport aux unes 
et aux autres. 


En substituant, dans les (12), " par la valeur c? tirée de (16), on a en 


Ur 


premier lieu 


(I) = wi;—2U wi (9572558) 
ce assis S R = CÁC tpi = hs a i 
ou j’ai écrit —2U a la place de W, désignant ainsi par U le trinome > (One 
1 

comme on le fait habituellement dans la théorie des transformations de contact: 
on a en effet, d’après (17) 

3 
xw = Wii. 

pa 5 

1 


E if x iw 


di 


1 J'emploie, pour abréger, serfuple au lieu de systeme de six éléments. 
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Les formules exprimant les p; moyennant les i; et les @;, c'est-à-dire les (13) 
convenablement transformées, sont immédiatement fournies par les (14), dés qu'on 


y remplace 


c 
E 
7: D 


I ; 
par —,. On a donc le second groupe résolu 


(Il) pi = (j=, 2; 3) 

Signalons encore quelques formules, conséquences des (I), (II) [eu, si l'on 
veut, des originaires (12), (13)], qui nous servirons dans la suite. L'une d'elles 
n'est que (r6), qu'on retrouve matériellement, en faisant le carré des (I) et les 
additionnant; un second groupe est constitué par les (14), qui résultent, peut-on 
dire, des (IT) et (16); et il y a lieu enfin de fixer l'expression dev’ = p; - pi c pi, 


qui se déduit des (II) sous la forme = et devient d’après (16). 


Le système à retenir est donc 


| — P2 
(10) r Pi =§ Gi (2 = 1.25 3), 
| (Dr Ps Ps) — 5 


Il va sans dire que, dans toutes ces formules, r, § et @ gardent leur signi- 
fication de longueurs des vecteurs (x,, æ,, 23), (5,, £,, 53), (@,, M2. &.), c’est-à-dire 


des valeurs arithmétiques des radicaux Va? + zi-4 zi, VE? + E +82, Vo? + 024 i. 


6. Inversion. — Comportement analytique. 


Notre transformation (I), (II) peut être invertie sans calcul. Il suffit de 
s'appuyer sur la circonstance que l'expression (10 de W dépend symétriquement 
des a; et des &. Il s'en suit que les formules (12) et (13) sont également symé- 
triques par rapport aux deux sextuples (x;, pi), (5j; — wi). D’après cela, dès qu'on 
remplace matériellement dans les (1), (II) les aj, p; par 5j, — mi et vice versa, on en 
tire les expressions résolues par rapport aux Si, — mi. ll est bon d'ajouter que, 
à cause de la forme spéciale des équations dont il s'agit, le résultat peut égale- 
ment s’obtenir par léchange des éléments correspondants des deux sextuples (xi, pi), 
(Si, v). 

Associons cette remarque à la circonstance que les seconds membres des (I) 
sont des polynómes (de troisième dégré) et les seconds membres des (II) des fonc- 
tions rationnelles ayant c? au dénominateur. C'est assez pour pouvoir affirmer 
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<i 


que notre transformation est birationnelle, et régulière pour toutes les valeurs finies 
des arguments qui n’annulent pas le trinóme ©, + ©; + @,, ni l'analogue p; +p:+ pP). 

Rapportons-nous, pour fixer les idées, à la transformation directe (1), (I1). 
Parmi les déterminations des arguments &;, @;, il y a lieu de signaler les sextup- 
les I’, formés par des valeurs nulles des @;, non toutes nulles à la fois des &;, 
de facon que &>o. Ce sont évidemment des sextuples, non réguliers d’après 
ce qui précéde, qui se trouvent pour ainsi dire plongés dans le domaine d'holo- 
morphisme sans le partager: ils forment en effet une variété à trois dimensions 
seulement, tandis que l'espace environnant en a six. Supposons de faire varier 
dans cet espace le sextuple £;, @; et de le faire tendre à un /' en suivant une 


ligne régulière. Les a; tendent alors à zéro de telle facon que les rapports 


admettent des limites bien déterminées y;, nécessairement liées par la relation 
Pasi SS e 


Les formules (I) et (19) montrent que les coordonnées x;, la distance v, et 
les produits r pi, r(p + pi * p;) demeurent, méme en s'approchant indéfiniment d'un 
I’, des fonctions régulières des S;, mi, nulles en I. 

Il n'en est pas ainsi des p;, lesquelles, d’après (II), deviennent en général 


infinies. On peut préciser davantage en constatant que les rapports = [tires 


des (I) et (rg)] et les produits Vr p; [tirés des (II) et (19)] ont des limites bien 


, NT 5 E NH 
déterminées. Il vient en effet, en tenant compte de ce que lim e» cf 


. / A 
(21) lim Vzp; — V&yi, 


les radicaux ayant leurs valeurs arithmétiques, et le symbole lim se rapportant 
à l'approche d'un l^ en suivant une ligne régulière fixée d'avance. 
Dans le cas particulier où s'annule le vecteur c — $ @, le mouvement 
parabolique devient rectiligne et les directions > = coincident, pouvant au plus 
x SG 


différer quant au sens. On a alors 
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Re Ti P ; 
et la limite (20) de '* devient par conséquent 
E 


E TT à 
(20!) lim x = F y. 


Remarque. 


Par rapport aux coordonnées x;, notre transformation canonique (I), (II) 
n'est pas ponctuelle. En effet, dans les seconds membres des (I), apparaissent 
à la fois les 5; et les wi. Il s'agit par conséquent d'une transformation de con- 
tact. Toutefois, si on l'envisage intrinséquement, la dite transformation est bien 
ponctuelle prolongée (au sens de Lin). En effet les (II) représentent une inver- 
sion par rayons réciproques entre les p; et les @;; les (I) en restent subordon- 
nées par la condition que la transformation entre les deux sextuples (pi, xi), 


(Gi, £j soit canonique. 


7. Mouvement parabolique tangent. — Interprétation des variables S;, mi. 


Il est aisé de reconnaitre la signification des variables £;, 0; liées aux 2, 
pi par la transformation (I), (II), lorsqu'on envisage les z;, p; comme coordon- 
nées et composantes de vitesse d'un point mobile avec une loi quelconque. 
Il suffit pour cela d'envisager, à côté du mouvement réel, un mouvement parabo- 
lique hypothétique du méme point, dû à attraction newtonnienne de l’origine. 
En se rapportant au n? 4, on supposera: 

1? que le coefficient d'attraction ait la valeur numérique 


k—^r(pi- pi + pi) 


correspondant au sextuple x;, p; dont il s'agit; 

2’ que la parabole (trajectoire du point dans ce mouvement fictif) passe au point 
(x, 2, 2,) en y touchant le vecteur (p,, p;, p,). On l'appellera parabole oscula- 
trice (à la trajectoire du point dans son mouvement effectif). 

Le mouvement parabolique tangent reste ainsi caractérisé. Les variables trans- 

formées £;, @; se rattachent à ce mouvement d'une maniére bien évidente. 


Les 5; définissent un vecteur de longueur 2k parallèle à l'axe de la parabole 


2 


représente le para- 


ES c 
: : T9 
osculatrice dans le sens allant du foyer au sommet; . | 





D, D Ts 
mètre de la parabole, ete. 
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S'il arrive que, pendant le mouvement, les £;, @; convergent vers un des 
sextuples I, considérés au n? précédent (w;— 0,50), la parabole osculatrice 
devient de plus en plus mince, son paramétre tendant à zero: lorientation de 
l'axe admet toutefois une limite bien déterminée. Le mobile tend à l'origine 
dans une direction également bien déterminée [formule (20)]. Si en particulier 
a Wi ARE: 2 é 5 
lim Gc + lim z (i = 1,2,3), le rapprochement en question a lieu justement dans 


n 


D 


Ur, 


la direction de l'axe [formule (20’)]. 


Ss. Généralités sur Vintroduction d'éléments oseulateurs paraboliques. 


La transformation canonique (I), (II) est bien remarquable à cause de ses 
propriétés régularisantes. Les paramètres £;, @; qu'elle introduit sont très étroi- 
tement liés, comme on vient de voir, au mouvement parabolique tangent. Toute- 
fois ces £;, @ ne peuvent pas être envisagés individuellement comme éléments 
oseulateurs paraboliques: pour se procurer de tels éléments (faisant pendant aux 
classiques éléments elliptiques), il faudrait encore en former dcs combinaisons 
convenables. On y parvient plus commodement en revenant à la source de la 
transformation (I), (II), c’est-à-dire à l'équation aux dérivées partielles (8') et en 
utilisant une intégrale complète différente de (o), et précisément à variables 
séparées comme dans le cas elliptique. 


9. Intégrale complète de (S) à variables séparées. — Eléments paraboliques. 
Posons 
(22) W=R+Gw, 


en supposant À fonction du seul argument 7, et G constante. Si l’on introduit 
dans le premier membre de (8') cette expression de W, on a 


aA RY ARMS SET lsc ts 
| eg? 


en designant par 


(23) “=k 


8 


la constante du second membre de ($'). 
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On en tire 


E PATRE 
(24) Ra jac y 7 —8. 
qd 


où la limite inférieure q de Vintervalle d'intégration pourrait être arbitraire. 
Il convient toutefois (comme dans l’intégrale analogue se rapportant au mouve- 
ment elliptique) d'attribuer à q la plus petite des valeurs de r annulant la fonc- 
tion sous le signe. Il y a ici une seule racine finie; on est done conduit à prendre 
Ja 
(25) gis a 3 
Puisque on sait d'avance que l'orbite est parabolique (et décrite suivant la loi 
des aires par rapport au foyer) on constate immédiatement que q représente le 
demi-paramétre: c'est en effet la plus petite distance du foyer à laquelle puisse 
se trouver le mobile (qui parcourt la courbe toujours dans le méme sens). En 
suivant PoiNCARÉ,' on supposera que la droite fixe à partir de laquelle on compte 
l'angle w, soit justement la ligne des noeuds (intersection, düment précisée quant 
au sens, du plan de la parabole avec le plan coordonné Oz,z,). Si lon désigne 
suivant l'usage par @ la longitude du noeud (c'est-à-dire l'angle formé par le noeud 
avec l'axe Ox,), on a, d’après la définition de w, 


x Ze 
cos w= "cos Ü + "sin 0, 
r r 


Jw 
2( = : 
(26) 30 cos 1, 


en entendant par J l'inclinaison (du plan de la parabole sur le plan Oz, 2,). 

D'aprés cela, il y a lieu de considérer W comme dépendant des coordonnées 
cartésiennes z,, &,, æ, du point mobile, et des trois constantes Z, @, ( à interpréter 
comme il suit: 


Z dépend exclusivement du coefficient d'attraction, comme il résulte de (23); 


G= -Z| q| définit ensuite le demi-paramétre g de la parabole; 


) représente la longitude du noeud. 
Les équations (3), adaptées à notre W, où Z,G,0 jouent le rôle des 5;, en éeri- 
vant —25,— g, 9 à la place de @,, ©, @,, donnent 


* Loc. cit. (à la page 106), pp. 65—74. 
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(? Wines vaine oW — "i 
sts Zot Ton 
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Ayant égard aux équations (22), (24), (25), (26), le premier groupe s’écrit 


OW RO Adna wZde 

IZ 02 4 pe a | 2VZ2r — 4G? wer 
3 47 4r r? 3 
q q 

DH OR V 

Gl me Gods VI: 

aW 

36 = @. cos] — 0; 


et consent de reconnaître la signification des trois autres paramètres 7, g, ©. 

Tout d’abord, d’après une propriété élémentaire de la parabole: 2? — r — q repré- 
sente l'abscisse de la position courante du mobile, comptée sur l'axe à partir 
du sommet. 

La seconde équation, appliquée au sommet, fait voir que g représente l'angle 
que la direction de laxe (allant du foyer au sommet) forme avec la ligne 
des noeuds. 

Enfin la troisiéme équation nous montre que: 
€) = G cos I fixe l'inclinaison. 

Les équations (27) entrainent: 


3 
Yipidz; — (Zd£ + Gdg + O40) = d(W — ZZ — Gg) 
1 


et définissent par conséquent une transformation canonique entre le sextuple 
(pi, ai) et les deux triplets conjugués 


Z G © 
^ eatem 
5 g 0 


Les expressions explicites des z;, p; en fonction des arguments (P) s'établissent 
sans peine, soit en effectuant la résolution matérielle des (27); soit, d'une maniere 
indirecte mais plus commode (adoptée ordinairement dans le cas des éléments 
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elliptiques), en ayant recours aux formules élémentaires de transformation des 
coordonnées et tirant parti de la signification des six éléments (P). 

J'omets ces développements en me bornant à faire remarquer que, à différence 
de la précédente (I), (IT), la transformation entre les (x;, pi) et les (P) n’est pas 
régularisante. Déjà les expressions des x; présentent des singularités au voisinage 
d'un choc, auquel correspondent des valeurs nulles des paramètres [, G et ©. 

Le sextuple canonique (P) est un cas limite (correspondant à la valeur zéro 
de l'énergie) des éléments elliptiques que j'ai appelés isoenergétiques : ‘il peut rendre 
des bons services dans l’étude des perturbations des comètes. 


CHAPITRE III. 
Régularisation explicite du voisinage d'un choc binaire. 


1. Forme canonique de Poincaré. 


On a rappelé, au n° 8 du Chap. I, les équations du mouvement absolu sous 
forme vectorielle, où figurent comme inconnues auxiliaires les composantes des 
quantités de mouvement. Il est bien connu qu'on leur donne immédiatement 
forme canonique, et qu'on les réduit ensuite à six degrés de liberté en mettant 
en évidence les coordounées relatives de deux des trois corps par rapport au 
troisiéme.? Pour expliciter le système réduit, il me parait avantageux d'aban- 
donner la symétrie par rapport aux trois corps, en appelant O celui auquel on 
rapporte le mouvement et les coordonnées des deux autres; P, P' ceux-ci; et 
adoptant les notations qui s'y rattachent. 

On indiquera par m, la masse de O; par m, m' les masses de P, P'; par 
ai, r'; (i— 1, 2,3) leurs coordonnées (par rapport à trois axes rectangulaires 
d'orientation fixe, ayant leur origine en O); par pi, p; les composantes de la 
quantité de mouvement absolue de P et de P' respectivement; par r, 7', 4 les 
trois distances OP, OP', PP’. 


! »Sopra un nuovo sistema canonico di elementi ellittici», Annali di Matematica, Ser. III, 


T. XN, 1913. Voir aussi: 

W. De Sırrer, »On canonical elements», Proceedings of the K. Ak. van Wet. te Amster- 
dam, vol. XVI, 1915, pp. 279—291. 

H. Axvoyer, »Sur l'anomalie excentrique et l'anomalie vraie comme éléments canoniques 
d'après M. M. T. LeveCivira et G.-W. Hua et »Sur les problèmes fcndamentaux de la mécanique 
céleste», Bulletin Astronomique, T. XXX, 1913, pp. 425—429, et T. XXXII, 1915, pp. 5—18. 

? Ou bien, en suivant Jaconi, certaines combinaisons linéaires (dépendant des masses) de 
ces coordonnées relatives. Nous y reviendrons au n? 6. 
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D'après le théorème des quantités de mouvement (le barycentre étant censé 
fixe), la somme des quantités de mouvement des trois corps est nulle. Il s'en 
suit que la quantité de mouvement (absolue) de O a pour composantes 


— (p; pi). 


La force vive X du systéme est partant la somme 


| vo i9 I \e I 2 2 a I 12 12 19 
SS a) ni (Pa Hoi) cts (ps + Pals te Mint) pst pic P3) 
2m, 2m 2m 
d’où 
qv m I mu I 3 2 2 4I zb] Il mi2 ms [2013 
(1) à = e) (p; +P. + Ps) + 7 I; + 5] Pi je Ps Pia) ty 
De t 
+ (pıpı + pipi pap.) 
0 


La fonction des forces ll (formule (r3) du Chap. I), avec les notations 
actuelles, s'écrit 


mom | Mom! mm 


(2) DR 
La différence 
(3) H=-T—U, 


c'est-à-dire l'énergie du systeme, se présente ainsi comme une fonction des douze 
variables a;, ti, pi, Pi. 
Le systéme canonique 


(d vi 0H dx; E oH 


E [dt 92 dt 9m 
4 
lap; 0H de, 0H rosy wth 
| dt r3 0x; dt — Opi (2 — 1, 2, 3), 


admettant H comme fonction caractéristique et (aj, pi), (x, pi) comme variables 
conjuguées, définit le mouvement. C'est la forme particulièrement simple indiquée 
par Porxcaré. L'intégrale des forces vives s'écrit évidemment 


(5) H=E (E constante). 


2. Transformation de Darboux-Sundman. 


Envisageons les mouvements pour lesquels la constante E a une valeur fixée 
d'avance, et effectuons le premier pas en vue de la régularisation d’un choc 
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binaire P, O. "Tout à fait comme dans le cas du probléme restreint [voir le n? 2 
du Chap. préc.], il convient de poser 


(6) . dt=rdu. 


Les 1! solutions du système (4) satisfaisant à la condition H = E vérifient 
également le système 


(dp SOHN das NUITS 
(7) | du dm du 9m 
: ldap; _ OH ds DH TOM 
| du x 0%; : du X dpi 430235475 
où 
(8) H* —r(H — E). 


Pour chacune d'elles, H* prend la valeur zéro. 


Remarque. 


Soit /, l'instant du choc P, O dans le sens précisé au Chap. I. Le n° r4 
du méme Chapitre nous permets d'affirmer que la nouvelle variable vw [introduite 
moyennant la position (6)] tend en croissant vers une valeur finie #,, lorsque 
on fait tendre ¢ à ¢,. Le choc binaire dont il s'agit constitue done, méme à 
l'égard du système transformé (7), une (éventuelle) singularité des fonctions in- 
connues z;(u), p;(u), x; (u), p;(u) se présentant pour une valeur finie w,, tandis 
que, pour « cw, (et assez proche à w,), tout est régulier. 


3. Limite du produit +(p? +p? +p) pour r tendant à zéro. 


Placons-nous au voisinage d'un choc entre P et O, dans l'hypothèse que 
le moment résultant des quantités de mouvement des trois corps ne s'annule 
pas. On est assuré [Chap. I, n? r2] que P' reste à l'écart des deux corps ten- 
dant à se choquer, sa vitesse restant également finie. On a reconnu aussi [n° 13 
du méme Chapitre] que la vitesse de P (soit absolue que relative au corps O) 
multipliée par Vr reste finie. On pourrait en déduire aussitôt (en tenant compte 
de ce que p,, p,,p, sont composantes de la quantité de mouvement absolue) 
que le produit » (p} +p? + pi) admet lui aussi une limite finie. Mais il ne vaut 
pas le peine de faire des emprunts de l'endroit cité. On va le faire ressortir à 
nouveau de l'intégrale des forces vives. 
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Posons pour abréger 


qg=|Vyi+pi+pil, 








I 2 ; 
| 75 Va Ip: T tp, T P. 2] -; 
(9) MA 
HER Er ak: | T is ny {mm fmm | 
d l2 I a Nemore r! A d ub 


D'après (x), (2), (3), ona 


Um 


TA CHA PED. ^ 
H* =1(H—B) => | VE — mm 4-3. 
) 2\m, tm] tors for 
L’equation H* =o (du second degré en VE), avec la spécification V£>0, définit 
univoquement VS comme fonction holomorphe des quantités g et » tendant vers 
la limite (positive) 
2|jm,m 
= a 
VAN: I 
+ 
m, m 


lorsque g et 7 convergent à zéro. Or il résulte des (9) (et de la circonstance 


I M Mr i : 
7 et les p'; restent finis, ainsi que les rapports pe qui 
q 
sont des cosinus directeurs) que g et » s'annulent avec r. 


BR: I 
rappelee ci-dessus que i 


On a partant 


ce qui entraîne justement, à cause de la signification de $, et de wu, (voir la 
remarque finale du n° précédent) 





c x . ‘ S. NI TON 
(ro) lim r(pi +95 4 DOE ip : 
u=uı T: I 
+ 
Mo M 
QI QUERI. 
4. Introduction des variables £;, @. — Holomorphisme de l'expression 


transformée de //*, 


Appliquons maintenant la transformation (I), (II) du Chapitre précédent 
[n° 5], en remplaçant les six arguments z;, p; par les combinaisons Z;, @;; bien 
entendu sans toucher aux z';, pi. 
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Au point de vue formel il y a lieu de noter qu’en transformant ainsi les 
équations (7), elles restent canoniques avec la méme fonction caractéristique, et 
s’écrivent par conséquent 


day LOH GEO 


[du — dE du 9m 

(7) | 
(dns TH NA OH (iE 
[du | m; du 9p; de 


où l’on doit, bien entendu, retenir H* exprimée à l'aide des arguments £;, Gi, «';, pi. 
Voyons ce qui se passe au point de vue qualitatif. 
Les formules (19) du Chap. pree., qui sont des conséquences nécessaires des 
(D, (II), fournissent immédiatement des renseignements trés importants sur la 
manière dont se comportent les £;, @ dans le cas d'un choc P, O. En associant 
ces renseignements à l'expression analytique qu'acquiert H* avec les nouvelles 
variables, on pourra ensuite reconnaître qu'il en résulte sa régularisation. 
Utilisons d'abord les formules (19) susdites, et notamment la première 


et la troisiéme 


r(pitpitp)-s. 


Jomme on vient de voir [formule (ro)].en proximité d'un choc P, O, € tend vers 
une limite I? non nulle. L’expression de r montre alors que @, et par conséquent 
TDi, Do, @, convergent vers zero. 

On n'a pas encore le droit d'affirmer que §,, £,, £, tendent séparément vers 
des limites bien déterminées, mais il est désormais bien sûr qu'ils restent finis. 

Nous profiterons bientôt de ces remarques. Envisageons en attendant un 
ensemble de valeurs des £;, @; constituant le voisinage d'un de ces sextuples I" 
qu'on a eu l'occasion de considérer au Chap. préc. [n° 6], et qui résultent des 
valeurs nulles des @;, non toutes nulles à la fois de &. Soit D un domaine 
se rapportant aux douze variables £;, @;, «';, pi, caractérisé comme on vient de 
dire (voisinage d'un I") par rapport aux £;, @;, et comprenant le voisinage d'un 
système quelconque de valeurs finies des «';, pi, soumises à la seule restriction 
que les z'; ne s'annulent pas toutes les trois (P' distinct de O, et par suite aussi 
de P, dés qu'on conçoit l'extension de D suffisamment petite). 

On va constater que, dans tout domaine D, H*, considérée comme fonction des 
variables &;, mi, v';, pi, se comporte régulièrement. 


Pour cela, il convient de s'appuyer encore une fois sur les formules (ro) 
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[du Chapitre précédent] pour en tirer à première vue que r, r(p; 4 p; +Pp,)=S, 
et rp; sont, à l'intérieur dun domaine D, des fonctions holomorphes des &;, mi. 


D'ailleurs, puisque r et ./ ne s’annulent pas dans D, les rapports = ; 


sont, eux aussi, des fonctions holomorphes (des £;, @;, et des x). Comme on 


a de (r) 
ñ 3 
1 RIT I À : pre ay he I t " ip I 
. —— 4 ly + 2 2 * (ay? 3 2 ir’ : 
urbe = Eu) ri bP: +P) +> fe =| r(pi+ ps FDA) + m rpipi, 
et de (2) 
(2!) EX à (m, m +m, m! = + mm j^ 


les expressions des seconds membres montrent aprés coup qu'il s'agit de fonctions 
holomorphes dans D, dépendant dans leur ensemble de toutes nos douze variables. 
Dès lors 











H* —r(H E) rs —Tll—rE 


apparaît elle aussi une fonction holomorphe des variables £;, @;, «';, pi dans tout 
domaine D. 
CQ. RD; 


5. Régularisation d'un choc P, O. 


Supposons que, pour u tendant à u, (valeur certainement finie d’après la 
remarque du n° 2), les deux corps P et O tendent à se choquer. Nous pouvons 
à présent compléter les constatations du n° précédent, en établissant que, pour 
u —u,, les £; aussi convergent (comme les @;j, z';, pi) vers des limites bien déter- 
minées. Il suffit pour cela de faire jouer la double circonstance que, pour u, — « 
assez petit, les valeurs prises par $;, @;, x, p; (le long de la trajectoire dont 
il s'agit) appartiennent certainement à un domaine D, et que par conséquent 

. 0H* 
les seconds membres des équations (7), et notamment les —- ; restent holo- 
vr 
morphes, par rapport aux arguments §;, @;, «;, pi. Des que, pour u<u, et 
assez proche à w,, ces arguments sont à leur tour des fonctions régulières de w, 
il en est autant des seconds membres susdits. 

D'ailleurs, pour « tendant à ,, les z';, pi, @; tendent [n^ 3 et 4] vers des 
valeurs limites bien déterminées. Il reste à établir qu'il en est de méme pour 
les &, en sachant [n° 4] que £ —|V£ +£ + €; | admet une limite différente de 
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zéro. Cette circonstance garantit que les seconds membres des (7'), fonctions 
holomorphes de w (à gauche de w,), restent finis lorsque w converge à u,. On 
peut alors raisonner comme au n° ro du Chap. I. Ces seconds membres, et en 

0 H* 


Dit: 


proche à w,) jusqu’ à »,. On déduit donc, des équations différentielles 


particulier sont intégrables depuis une valeur quelconque u, (assez 


elles-méme, l'existence des limites pour les §;. 

D'après cela, une solution du système (7), méme si elle correspond à un choc 
P,O, wa plus rien de singulier au point de vue analytique. Il s'agit en effet 
d'une solution pour laquelle les fonctions inconnues $;, @;, «';, pi, en correspon- 
dance d'une valeur finie u, de la variable indépendante, preunent des valeurs 
bien déterminées tombant dans un domaine D de régularité (pour les seconds 


membres des équations différentielles). 


EC. Qh: 


Dès que les §;, @; se comportent régulièrement méme pour wu — u,, elles ten- 
dent à leurs valeurs limites suivant une ligne régulière (de l'espace §;, »;). Ceci 
permet de conclure, en revenant aux anciennes variables z;, p; [n° 6, équations 
(20) et (21) du Chap. préc.] que les deux corps P, O tendent à se choquer suivant 


une direction bien déterminée |caractérisée par les limites des cosinus directeurs x ; 


et que la vitesse de chacun d'eux, tout en devenant infinie, admet une direction 
limite. A la vérité les équations (21) (du Chap. préc.) établissent ceci pour le 
vecteur de composantes p;, c'est-à-dire pour la quantité de mouvement et par 
suite pour la vitesse absolue de P. Pour justifier à tout égard l'énoncé qui 
précède, on va constater ultérieurement que la vitesse relative de P par rapport 
à O admet la méme direction limite. Cette direction limite appartient alors à 
toute sorte de vitesse de P et de O (absolue, ou relative d'un d'eux par rapport 
à l'autre). 

EA 


On n’a qu'à tenir compte du groupe des équations (4) définissant les dt 


! 


dx; )H , 
ni Ai -(Leibgelz pi (BR ee) 


di dm m, m 


Les p'; restent finies à l'instant du choc, mais non toutes les p; [d'après 


(10). Il s'en suit que la vitesse relative de P par rapport à O [vecteur de 
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da; P = E SS s À 
composantes i? la méme direction limite que la vitesse absolue du méme 
€ 


5 I 
point P [vecteur ayant pour composantes mii)’ 


6. Forme canonique de Jacobi. — Régularisation tout à fait analogue qu'on 
peut Ini faire subir. 


Nous avons pris les équations du mouvement sous la forme canonique de 
Poincaré [n° 1]. Il est aisé de se rendre compte qu'il n'y a rien d'essentiel à 
modifier dans les considérations de ce Chapitre si l’on préfère d’adopter les 
équations canoniques de JACOB. 

En effet les douze fonctions inconnues figurant dans ces équations sont: 
les trois coordonnées x; de P par rapport à O, comme dans l’autre cas; et neuf 
autres — je continuerai à les appeler p;, z;, p; — qui ont une signification 
différente. Il n'est pas nécessaire de la spécifier, sauf pour les z';. Celles-ci 
[comparez Chap. I, n° 4] sont les coordonnées de P' par rapport au barycentre 
B des deux autres corps P et O. Les coordonnées de B par rapport à O sont 


: a : 2 : 
«x, où la constante (numérique) « n'est que la fraction A I Il s'en suit 


que les coordonnées de P' rapportées également à O (c'est-à-dire nos anciennes 
x';) sont données par 
e;ui 


et l'on a 

(x1) | 
La force vive 3 s'exprime ici encore moyennant les 7; et les pi, mais sans 

termes rectangles, sous la forme 


(12) Tatu (pit pi + p) + Lu (pi +pi+ pi), 


les coefficients « et u' dépendant exclusivement des masses: 


I I | M 


: u = — - '(M —m,-- mm). 
m, m m'(m,+m) : 
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La fonction des forces est toujours 


mon , mm MM 


(2) USt names d 


r 7 
r et / étant toutefois les fonctions (rr) des x et des x. On a bien entendu 
H —3;—W, 


aprés quoi le système canonique définissant le mouvement s'écrit encore sous 
la forme (4), d’où l'on arrive à (7) moyennant la transformntion de DarBoux- 
SUNDMAN. 

Au point de vue qualitatif, tout se passe comme précédemment: lorsque les 
deux corps P et O tendent à se choquer, r tend à zéro, tandis que r' et 4 conver- 
gent vers une limite positive. Il s'en suit [comme au n? 5] que les arguments 
x, p; ont des limites finies, et [encore plus simplement qu'au n? 5, à cause de 
(12)] que 


: A E 5 2/m,m  2]m,m 
Jim r (p} pe step) — Î = if Wier 
u= tu L u I T 


+ 


La transformation (I), (II) et les raisonnements des n® 4 et 5 s'appliquent (sans 
qu'il soit méme nécessaire d'invoquer la circonstance que les ry; sont des fonctions 
holomorphes des £;, @;), et le voisinage du choc binaire P, O reste également 
régularisé. 


7. Le paramètre symétrique v et la régularisation complète du 
mouvement. — Corollaire. 


Considérons le produit 


r r 
rll=flm,m + m,m'— +m m'— 
= r A 


comme fonction des variables &;, @;, ai, p'; (ces dernières n'interviennent pas). 
Ainsi qu'on l'a fait remarquer au n? 4, il se comporte régulièrement au voisinage 
d'un choc P, O, état de choc compris, et ne s'y annule pas: en effet, pour r— o, 
rll se réduit à f m,m. 

Il s'en suit, en tenant compte de (6), que le paramètre r, défini (à une con- 
stante inessentielle prés) par la relation différentielle 


(13) dı=r\ldu=lUdt, 
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pent rendre les mêmes services que u dans le domaine susdit, avec l'avantage, 
évident à cause de sa structure symétrique, de s’appliquer également aux autres 
chocs binaires éventuels: partout ailleurs, cela va sans dire, la substitution de 1 
à t comme variable indépendante est parfaitement légitime, puisque ll demeure 
fini et » o. 

La substitution de r à uw dans le système différentiel (7) (ayant égard à la 
circonstance que, pour les solutions qu'on a à considérer, //* — 0) laisse subsister 


: B I 5 
la forme canonique, pourvu qu'on remplace H* par : H*. On a partant le 


rl 
systéme 
(dpi _ OF dxi_0F 
[gi euer T PU ott gae 
(14) | 
apr cob dy 2) germen s pen 
Ua pudo s (= 1, 2, 3), 
où 
(15) F a: H* I (HE); 


Dee 


et l'on doit se borner aux solutions pour lesquelles F = o. 

La seconde expression de P montre immédiatement que c'est une fonction 
régulière des variables z;, pi, x, p'; tant que les positions des trois corps sont 
distinctes; au voisinage d'un eboe P, O, la transformation (I), (II) rétablit la 
régularité, ainsi qu'il résulte de la première expression de F et des n“ 4, 5; enfin, 
au voisinage d'un autre choc binaire (7^, O, ou P, P"), on régularise d'une manière 


analogue, à cause de la symétrie substantielle de # — (H—E) par rapport aux 


trois corps: il suffit de combiner une convenable transformation linéaire sur les 
x, x, p, p (équivalente à un échange de rôle des trois corps) avec la méme trans- 
formation (I), (II). 

On a done le droit d'affirmer que le systéme differentiel (14) est ou bien 
régulier, ou bien régularisable par une simple transformation canonique des fonc- 
tions inconnues, quelle que soit la valeur de r, c'est-à-dire pour toute la durée 
du mouvement, méme au délà des chocs, s'ils en arrivent. 


Corollaire. 


Les coordonnées des trois corps, lorsqu'elles ne figurent pas directement 
parmi les fonctions inconnues, sont (d’après (1), (IT) et des formules élémentaires 
de transformation de coordonnées) des fonctions holomorphes des auxiliaires servant 
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à régulariser. Il en résulte que les coordonnées des trois corps. leurs distances 
mutuelles et [d’après (13)] aussi le temps t sont des fonctions du paramètre v, régulières 
pour toutes les valeurs réelles de ce paramètre, qui correspondent biunivoquement à 
toutes les valeurs réelles du temps.- C'est la conclusion, bien connue aujourd'hui de 
M. SuxpMAN, laquelle a nettement scellé toute une catégorie de recherches 
anciennes et modernes. 


8. Complément formel qui reste encore à élaborer. 


Considérons, pour commodité de langage, un espace S à douze dimensions 
en correspondance biunivoque avec les systémes de valeurs des douze variables 
Ti, pi, ti, p; figurant comme inconnues dans les équations différentielles (14). 

Dés qu'on suppose le moment résultant K des quantités de mouvement 
différent de zéro, on peut exclure [Chap. I, n? rr] un domaine de S entourant 
(pour ainsi dire) les collisions générales. Et il devient loisible de partager par 
la pensée la partie restante de S (qui peut étre atteinte effectivement pendant 
un mouvement correspondant à des valeurs déterminées de K et de E) en quatre 
régions: trois voisinages des chocs binaires, S,, S,, S,, et une quatrième S,, dans 
laquelle les distances mutuelles ne descendent pas au dessous d'une certaine limite. 

D'apres le n° précédent le système différentiel (14) se comporte régulière- 
ment: dans S, déjà par rapport aux variables x;, pi. 2, pi qui y figurent direc- 
tement: dans chacun des S, (» — 1, 2, 3) par rapport à douze combinaisons (cano- 
niques) convenables des mémes variables. 

On peut évidemment (dans une infinité de manières) choisir 12 paramètres 
canoniques . 

Yn, Qh (NZ 210) 

définissant l’état de mouvement des trois corps, doués de la propriété que la 
fonction caractéristique F se comporte régulièrement, par rapport aux arguments 
Un, Qn, dans toutes nos quatre régions S, (»—0,1,2,3). Il suffit par ex. que 
Ji; Qn coincident avec les z;, i; pi, p; dans S,, avec les combinaisons canoni- 
ques régularisantes dans S,, à l'exception de trés petites couches S de ces der- 
nières, tout prés de leur frontière avec S,. Dans S;, soit les 2, pi, vi, pi, Soit 
les combinaisons qui se rapportent à S, assurent la régularité du systéme (r4), 
et on peut, sans la géner jamais, imaginer à son gré une transition graduelle et 
canonique des unes aux autres. 

Ceci en concept; mais il y a lieu de désirer un choix plus concret et plus 
expressif de ces paramétres. Je me borne à signaler la question. Une idée de 


! Loc. cit. 
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sa nature et des ressources formelles auxquelles il faudrait vraisemblablement avoir 


recours est offerte par ce qui arrive dans le cas particulier du probléme plan. 


Pour ce eas [oü les substitutions régularisantes appartiennent à un type encore 


plus élémentaire que (I), (II)], 


traitée avec tous les développements qu'elle comporte.! 


Padoue, Août 1917. 
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ÜBER POTENZREIHEN MIT VORGESCHRIEBENEN ANFANGS- 
GLIEDERN. 


Vox 
FRIEDRICH RIESZ 


in KoLozsváR. 


Einleitung. 


In der vorliegenden Arbeit befasse ich mich in erster Reihe mit; dem fol- 
genden Problem: Wir betrachten sämtliche innerhalb und auf dem Einheitskreise 


reguläre Funktionen f(z), deren Potenzreihenentwicklung mit den vorgeschriebenen 
Gliedern 


dt a,2 +--+ +02" 


beginnt. Wir bilden das über den Einheitskreis erstreckte Integral 


rn 


T 


If = fire |dz|— ‚ira 


lzl=1 


und fragen, ob es unter den betrachteten Funktionen eine solche gibt, für die der 
Integralwert I[f] möglichst klein ausfállt? Wenn ja, welche sind die weiteren Eigen- 
schaften dieser Funktion? 

Unser Problem wird vielleicht anziehender erscheinen, sobald wir es auch 
geometrisch deuten. Es sei F(z) eine Integralfunktion von f(z). Die Gleichung 


v = F(z) 


definiert eine konforme Abbildung des Kreises |z| € 1 auf ein Gebiet der v- Ebene 
resp. auf ein RrEMANN'sehes Flächenstück. Das Flächenstück wird durch die 
Kurve 
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v= F (eit) — E(t) +inft) (o € t € 27) 


begrenzt, und das Integral 


Qa 
nf [IF etas — | [wr tior |a: 
is: d 
ist die Länge dieser Kurve. [ 

Da nun zugleich mit f(z) auch # (2), und umgekehrt, mit 7 (z) auch f(z) — F'(z) 
innerhalb und auf dem Hinheitskreise regular ausfallen, da ferner das Flächen- 
stück bis auf eine Verschiebung von der Wahl der Integrationskonstanten unab- 
hängig ist, speziell also die Länge der Randkurve von der Integrationskonstante 
nicht abhängt, so kónnen wir unser Problem auch in folgender Form aussprechen: 

Wir betrachten sämtliche innerhalb und auf dem Einheitskreise reguläre Funk- 
tionen F(z), deren Potenzreihenentwicklung mit den vorgeschriebenen Gliedern 


A, + A2 +::-+Ang 2 


beginnt. Gibt es unter diesen Funktionen eine solche, fiir welche die Lange der Kurve 
v — F (ef) möglichst klein ausfällt? Wenn ja, welche sind die weiteren Eigenschaften 
dieser Funktion? 

Unser Problem reiht sich an jene wohlbekannte Extremalprobleme für Potenz- 
reihen mit vorgeschriebenen Anfangsgliedern an, die aus den Untersuchungen des 
Herrn CARATHEODORY über die Prcarp-Lanpau’schen Sätze emporgegangen sind. 
Hierher gehôrt auch jenes von den Herren CARATHÉODORY und FEJÉR in einer 
gemeinsamen Arbeit behandelte Problem, welches sich von unserem dadurch unter- 
scheidet, dass nicht das Integral, sondern der Maximalwert von |f (z)| möglichst 
klein zu machen ist.! Dieses Problem wurde neuerdings auch durch Herrn GRON- 
WALL behandelt, u. zw. in derart elementarer Weise, dass eine weitere Verein- 
fachung kaum zu leisten wäre.” Wenn ich dennoch im letzten $. dieser Arbeit 
auf das CanaTHÉODORY-FEJÉR'sche Problem zurückkehre und die in den voran- 
gehenden Untersuchungen entwickelte Methode auch auf dieses Problem anwende, 
so ist dies dadurch gerechtfertigt, weil hiedurch die beiden anscheinend weit ent- 
fernten Probleme miteinander eng verknüpft erscheinen. 





Funktionen mit ihren Koefficienten ete., Rendiconti del Cire. Mat. di Palermo, t. XXXII (2e sem. 
1911), p. 232. 

* T. H. Gnoxwanr, On the maximum modulus of an analytic function, Annals of mathematics, 
20 ser, vol. 16 (1914—1915), p. 77. 
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Ich bemerke noch, dass das erste Problem, indem man darin /(z) durch 
f(z)z-"-! ersetzt, was ja auf das Integral 7[f] ohne Einfluss ist, folgendermassen 
formuliert werden kann: Die rationale Funktion 


ist durch eine innerhalb und auf dem Einheitskreise reguláre Funktion in dem 
Sinne zu approximieren, dass das über den Einheitskreis erstreckte Integral der 
absolut genommenen Differenz móglichst klein ausfalle. Das allgemeinere, d. i. 
sich auf eine derartige Approximation einer beliebig gegebenen rationalen Funk- 
tion beziehende Problem lässt sich durch unsere Methode äusserst ühnlich be- 
handeln. 


SET: 


Nehmen wir zunächst ohne Beweis an, dass es unter den Funktionen f(z), 
die sich innerhalb und auf dem Einheitskreise regulär verhalten, und deren Potenz- 
reihenentwicklung mit den vorgeschriebenen Gliedern 


Re he Os 21 


beginnt, tatsächlich eine gibt, für welche das Integral 


LU = fuientasp [arena 
Iz1=1 0 
möglichst klein wird. Wir bezeichnen diese Minimalfunktion mit f*(2). Wir kön- 
nen auch ohne Einschränkung der Allgemeinheit a, ~o voraussetzen; denn wäre 
A = d, — -:: — 471 = 0, so liesse sich, indem man f(z) durch f(z) 2—* ersetzt, das 
Problem auf das entsprechende Problem bezüglich der Anfangsglieder 


Gy + ar4ı2 +--+ + an2” 
zurückführen. 
Es bedeute nun 4 ein beliebig veränderliches Parameter, p irgend eine ganze 
Zahl » ». Dann setzt die Potenzreihenentwicklung der Funktion 


f (2) — f* (2) (x +22) 


ebenfalls mit den vorgeschriebenen Anfangsgliedern an, und da auf dem Einheits 
kreise 
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(x + A2P)2| — (x +242) (x +427) — x + Awe +2 + [AP 


ist, so wird 


fir taste fur ete + 2er + ee + Vote 


1211 IzÏ=1 


Somit ist, wenn 


I= 105, 1,— | UP G@erdals Le — | 1 le? dal 


121=1 121=1 
gesetzt wird, die HERgMITE'sche Form 
15,4 1,44 I*]2]? 
nicht-negativ. Also muss ihre Determinante > o ausfallen, d. h. es ist 
— I1, — —|1,|? 20. 


Augenscheinlich kann aber hier nur das Gleichheitszeichen gelten; also ist genau 


I,— | |f* ()leldzl — o 
Ten 
für alle p» mn. 

Dieses Resultat kónnen wir auf folgende Weise deuten. Wir setzen darin 
z=eit, also z? — cos pt -- i sin pt, |dz| — dt und zerlegen in reellen und imagi- 
nüren Teil; dann besagt unsere Identität, dass in der FourIEr’schen Entwick- 
lung der stetigen, nach 2x periodischen Funktion |/* (e‘)| für alle Indices p» 7» 
die Koeffizienten verschwinden, mit anderen Worten: die Funktion |f* (e*)| ist 
ein trigonometrisches Polynom hóchstens n-ter Ordnung. 

Kehren wir nun zur Veründerlichen z zurück! Dann lässt sich die soeben 
ausgesprochene Tatsache auch so deuten, dass die Funktion |/* (z)|2” längs des 
Einheitskreises mit einem rationalen Polynom höchstens 2 »-ter Ordnung P (2) zu- 
sammenfällt. Ich behaupte, dass jede innerhalb oder auf dem Einheitskreise 
gelegene Nullstelle von f* (z) zugleich eine Nullstelle von P(z) ist, u. zw. von wenig- 
stens derselben Ordnung wie für f*(z) Für Nullstellen auf dem Einheitskreise 
folgt die Richtigkeit dieser Behauptung unmittelbar aus der Identität 


Pre) = f*(2) Jen, 
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wo f* die durch jene Potenzreihe dargestellte Funktion bezeichnet, welche aus 
der Potenzreihe für f*(z) dadurch hervorgeht, dass man die Koeffizienten durch 


die konjugiert komplexen Grössen ersetzt, und somit /* B die dureh die ent- 
sprechende, nach negativen Potenzen von z fortschreitende Reihe dargestellte 


Funktion bedeutet. Da auf dem Einheitskreise die Werte z und = zueinander 


konjugiert sind, so sind es auch die Werte /*(z) und FE: also ist f* (2) f* t) — 


|/*(z)]*. Somit besteht jene Identität tatsächlich längs des Einheitskreises, und 
da auf beiden Seiten regulär analytische Funktionen stehen, so besteht sie auch 
in der Umgebung des Einheitskreises, speziell in der Umgebung einer jeden auf 


dem Einheitskreise gelegenen Nullstelle «. Nun ist aber «=: auch Nullstelle 
von #.). u. zw. von derselben Ordnung wie für f*(z); somit ist auf Grund obiger 


Identität « auch für P(z) eine Nullstelle von derselben Ordnung wie für f* (2). 

Es sei nun « eine innerhalb des Einheitskreises gelegene Nullstelle k-ter Ord- 
nung von /*(z). Es bedeute À wieder ein beliebig veränderliches Parameter, h 
eine positive ganze Zahl € &. Dann ist die Funktion 


= R 2n +1 
f (2) =} (z) BAAN cS 
innerhalb und auf dem Einheitskreise regulär und ihre Potenzreihe beginnt mit 
den vorgeschriebenen Anfangsgliedern. Somit ist /[f]> /[f*]. Andererseits ist 


gn +1 


(z — a)" zu 


I-FÀ 


it — [in 


lz =1 





gn tl 2 d 
ie =a N 2| 











a zn*l N ” 
rode alles] U/ e| 
lzl=1 
|dz| 


> 
af 


ON ET En eo er [uel 


izf=1 2 Izl=1 


= I[f*] - Jah + Ja À + 2 Ky|A|?, 
wo 


e x zu+l 
= JM (Mc E a)* 


ld] 


lzl=ı 
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; dz| 
K =| * . |dz| 
YA l/ Niaz 
- lzl=1ı 
gesetzt wurde. Demnach ist die Hrrmıre’sche Form 


Jh À + Ink t 2 Ky|A|* 


nicht-negativ, woraus ähnlich, wie vormals für J,, das Verschwinden von J; 


folgt. D. h. da |f*(z)|z* = P(z) und z|dz| = — idz ist, so wird 
eI) tar 
| ar iJn=0 
121=1 


für h — 1,2, ..., k; also ist « für P(z) eine Nullstelle von wenigstens k-ter Ordnung. 

Wir haben also bewiesen, dass |f*(z)|2" längs des Einheitskreises mit einem 
rationalen Polynom höchstens 2n-ter Ordnung P(z) übereinstimmt und dass alle 
innerhalb oder auf dem Einheitskreise gelegenen Nullstellen von f* (z) auch Null- 
stellen von P(z) sind u. zw. wenigstens von derselben Ordnung wie für /*(z). 
Diese Resultate gestatten es nun, uns über die Struktur der Funktion f* (z) näher 
zu orientieren. Zunächst definiert nämlich die Identität 


P*() —j*(e)f® (e 


die Funktion f* B auf Grund des Prinzips der analytischen Fortsetzung für alle 


e 


z innerhalb des Einheitskreises: 


= — 7 2n ei (2) 2—*?9 Q* (2) f* (2); 


= 
* 
x 


wo 9-7 dem über die Nullstellen von P und von /* erhaltenen Resultate ge- 
mäss innerhalb und auf dem Einheitskreise regulär ist. Demnach ist daselbst 
auch die Funktion f* B regulär bis auf den Punkt z-— o, der für sie ein Pol 
höchstens 2n-ter Ordnung ist. Ersetzen wir : durch Z, so ist also die Funktion 


f*(5) für alle ausserhalb des Einheitskreises gelegenen Punkte & definiert; sie ist 
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auch überall regulär und besitzt nur im Unendlichen einen Pol hóchstens von 
der 22-ten Ordnung. Also ist f*(z) und somit aueh f* (z) ein rationales Polynom 
höchstens 2 n-ter Ordnung. Was die Nullstellen dieses Polynoms betrifft, so sei zu- 
nächst « eine innerhalb des Einheitskreises gelegene Nullstelle k-ter Ordnung. Da 
laut Voraussetzung a,» 0 ist, so ist auch «7o. Die Identität 


f [| 2? ore) 


besagt nun, dass « auch für f* B eine Nullstelle wenigstens von der k-ten Ord- 
nung sein muss, u. zw, genau von der k-ten Ordnung, wenn Q (a) = o, sonst aber 
ist ihre Ordnungszahl um eine gerade Zahl höher. Ausser den Nullstellen « von 


f*(z) kann ferner i | noch weitere Nullstellen innerhalb des Einheitskreises 


x 
besitzen, nämlich die von den « verschiedenen Nullstellen 9 von Q(z); dieselben 


sind wegen des Faktors Q? für f* E Nullstellen von gerader Ordnungszahl. Nun 


z 





aber entspricht jeder innerhalb des Einheitskreises gelegenen Nullstelle « oder 5$ 


der Funktion f* t) je eine ausserhalb des Kreises gelegene Nullstelle von /* (z), 


nämlich = bez. = u. zw. sind diese Nullstellen von derselben Ordnung wie die ent- 
D 

sprechenden Nullstellen von f* i. Damit haben wir gezeigt, dass die innerhalb 

und ausserhalb des Einheitskreises gelegenen Nullstellen von f*(z) nach der fol- 


genden Regel verteilt sind: Zugleich mit jeder im Innern gelegenen Nullstelle « ist 
auch ihr Spiegelbild = eine Nullstelle u. zw. von derselben oder um eine gerade Zahl 
a 


höheren Ordnung; die eventuell noch ausserdem ausserhalb des Einheitskreises auf- 
tretenden Nullstellen sind von gerader Ordnung. 

. Was schliesslich die auf dem Einheitskreise gelegenen Nullstellen betrifft, so 
haben wir gesehen, dass diese auch für P(z) Nullstellen von genau derselben 
Ordnung sind; nun ist aber die Funktion P(z)z-"— |f*(z)| längs des Einheits- 
kreises reell und nicht negativ; sie kann daher dort nur Nullstellen gerader Ord- 
nung zulassen. Somit sind alle auf dem Einheitskreise gelegenen Nullstellen von 
f*(z) von gerader Ordnungszahl. 

Zusammenfassend können wir auch so sagen: Die Funktion {*(z) ist ein ratio- 
nales Polynom höchstens der 2n-ten Ordnung, und ihre Nullstellen lassen sich derart 
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zw Paaren anordnen, dass die beiden Elemente je eines dieser Paare entweder iden- 
tisch und auf dem Einheitskreise oder ausserhalb derselben gelegen, oder aber Spiegel- 
bilder von einander in bezug auf dem Einheitskreis sind. 


$ 2. 


Bisher haben wir die Existenz einer Minimalfunktion f*(z) ohne Beweis 
vorausgesetzt. Um den Beweis zu erbringen, konnte man es mit dem folgenden, 
bei ähnlichen Problemen bewährten Verfahren versuchen. Es sei /* die untere 
Grenze der Integralwerte J[f]; dann gibt es eine Folge f,,f;,..., für welche 
I[f,]— I*. Man kann leicht zeigen, dass entweder schon diese Folge innerhalb 
des Einheitskreises einer daselbst regulären Funktion /*(z) zustrebt, oder aber 
dies jedenfalls für eine entsprechend ausgewählte Teilfolge der Fall ist. Man 
sieht ferner auch leicht ein, dass die Potenzreihe für f*(z) ebenfalls mit den vor- 
geschriebenen Anfangsgliedern ansetzt, wie auch, dass für jeden Kreis |z| — r, 
dessen Radius r kleiner als ı ist, 


I @llazı<r 


* 
lzl-7 


ist. Es sind nämlich die Koeffizienten der Potenzreihen für die Funktionen f, 
wie auch diese Funktionen selbst mit Hilfe der Cavcuv'schen Integralausdrücke 
leicht aus /[f„] abzuschätzen; die Funktionen selbst jedoch nur im /nnern des 
Einheitskreises. Auf dem Einheitskreise, auch wenn wir die vorgeschriebenen 
Anfangsglieder in Betracht ziehen, ergibt diese Abschätzung überhaupt nichts. 
Keinesfalls tritt also durch dieses Verfahren das reguläre Verhalten von f*(z) 
längs des Einheitskreises in Evidenz. Andererseits aber haben wir dieses reguläre 
Verhalten bisher nicht nur in unserer Problemstellung gefordert, sondern auch, 
wenigstens anscheinend, in den vorangehenden Untersuchungen wesentlich aus- 
genützt. 

Lassen wir nun die Forderung des regulären Verhaltens auf dem Einheits- 
kreise selbst bis auf weiteres fallen und ersetzen wir sie durch eine allgemeinere, 
unserem Minimalproblem besser angepasste Forderung. Indem wir dann wieder 
an ein rationales Polynom gelangen, so wird dies, da es sich ja überall regulär 
verhält, auch eine Lösung unseres ursprünglichen Problems ergeben. 

Wollen wir unsere neue Forderung unserem Minimalproblem möglichst an- 
passen, so empfiehlt es sich, an die zweite Formulierung des Problems anzuknüpfen. 
Es handelt sich in dieser Formulierung darum, die Länge der Kurve v = F (e'*) 
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(o €t € 2 z), d. h. also die totale Schwankung der Funktion F (et) möglichst klein 
zu machen. Beschrünktheit der Schwankung bedingt noch keineswegs regulüres 
Verhalten; so z. B. sind die den Einheitskreis auf ein endliches Polygon oder 
allgemeiner, auf ein von einer einfach geschlossenen rektifizierbaren Kurve be- 
grenztes Gebiet konform abbildenden Funktionen auf dem Rande nicht überall 
regulàr, doch von beschrünkter Schwankung. 

Betrachten wir also sämtliche innerhalb des Einheitskreises reguläre und be- 
schránkte Funktionen F (z), für welche die Randwerte F(eit) existieren und eine Funk- 
tion von beschränkter Schwankung ausmachen. Die Existenz der Randwerte ver- 
langen wir im Sinne radialer Annäherung: F(reït)— F(eït). Wir können jedoch 
sofort hinzufügen, dass diese Präzisierung eigentlich überflüssig ist. Es sind näm- 
lich die soeben gekennzeichneten Funktionen auch auf dem Einheitskreise, also für 
|z|<1 ausnahmslos stetig. Dies folgt keineswegs unmittelbar aus der beschränk- 
ten Schwankung, denn Funktionen beschränkter Schwankung lassen ja noch ab- 
zählbar unendlich viele Unstetigkeitsstellen zu. Nun kónnen aber bekanntlich 
diese Unstetigkeitsstellen, wenn sie auftreten, nur solche erster Art sein. Dass 
andererseits auch solche bei den Randwerten 7 (ei?) ausgeschlossen sind, ist in dem 
allgemeinen Satze enthalten, wonach die Randfunktion einer regulären und be- 
schränkten Funktion keine Unstetigkeitsstellen erster Art zulässt.! 

Zu derselben Funktionenklasse gelangen wir auch, indem wir alle jene nach 
2x periodische Funktionen beschränkter Schwankung F (e’‘) von t betrachten, 
deren FovRrER'sche Reihe sich als eine nach positiven Potenzen von e‘! fortschrei- 
tende Reihe auffassen lüsst, d. i. wo die Sinuskoeffizienten die i-fachen der ent- 
sprechenden Cosinuskoeffizienten sind. In Formeln 


ı A. Prixcsaeim, Über das Verhalten von Potenzreihen auf dem Convergenzkreise, Sitzungsber. 
d. math.-phys. Cl. d. k. bay. Akademie d. Wiss. zu München, 7900, Heft 1., p. 96—98; P. Farov, 
Séries trigonométriques et séries de Taylor, Acta mathematica 30 (1906), p. 363; E. LixpELÓr, Sur 
un principe général de l'Analyse et ses applications à la théorie de la représentation conforme, Acta 
Soc. Scient. Fennicae, Tom. XLVI, No 4 (1915), p. 7. 

Laut mündlicher Mitleitung des Herrn L. FExÉR kann man den Satz auch durch folgende 
einfache Überlegung begründen: Die Potenzreihe einer beschrünkten Funktion ist auch eine 
Fourier sche Reihe für die Randfunktion und ist daher an einer Unstetigkeitsstelle erster Art 
durch arithmetische Mittel summierbar. Daraus folgt nach dem verallgemeinerten Ankr-Fno: 
BENIUS'schen Satze, dass bei jeder beliebigen geradlinigen Annäherung jener Stelle aus dem In- 
neren des Kreises die Funktion ein und demselben Grenzwerte, nämlich der Reihensumme zu- 
strebt. Andererseits sind F(x+ iy) oder, wenn es beliebt, Reell- und Imaginarteil derselben har 
monische Funktionen; der Grenzwert einer harmonischen Funktion an einer Unstetigkeitsstelle 
erster Art variirt aber mit dem Einfallswinkel und ist bei verschiedenen Geraden verschieden. 

Wir móchten noch bemerken, dass der Satz in den folgenden Ausführungen nicht wesent 
lich benützt wird; jedenfalls gestattet er uns, beim Rechnen mit Feit) auf eine gewisse 
Vorsicht zu verzichten, die bei Auftreten von Unstetigkeitsstellen angemessen wiire. 
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) Nee ar (k =1, 2,...). 


0 


Schreibt man in der Fourter’schen Reihe ‘einer solchen Funktion z an Stelle 
von et, also 2” an Stelle von €/?', so erhält man die Potenzreihe je einer Funk- 
tion F(z). Auf Grund der klassischen Resultate über die FouriER-Reihe der 
Funktionen beschrinkter Schwankung konvergiert unsere Potenzreihe nicht nur 
im Inneren des Einheitskreises, sondern auch auf demselben u. zw. gegen die Rand- 
funktion. Da ferner diese laut obiger Bemerkung nicht nur von beschränkter 
Schwankung, sondern auch stetig ist, so ist die Konvergenz überall gleichmässig. 

Wir greifen nun aus der Gesamtheit der soeben definierten Funktionen F(z) 
jene heraus, deren Potenzreihenentwicklung mit den vorgegebenen Gliedern 


Ait + AVES b Asin 


beginnt, wo 


Gn 
A, =A); AN = 3... Ann nun 
gesetzt wurde. Wir bezeichnen mit 7T[F] die totale Schwankung der Funktion 


F(eit) oder mit anderen Worten das Integral 


IdF] 


121=1 


Es sei T'* die untere Grenze der Werte T'[F]. Dann gibt es eine Folge F,, F,, ..., 
für welche T'[F;]— T*. Die Funktionen Z;(e!) sind in ihrer Gesamtheit von be- 
schränkter Schwankung, d. h. ihre totalen Schwankungen liegen unterhalb einer 
gemeinsamen Schranke. Ferner sind diese Funktionen in ihrer Gesamtheit be- 
schränkt; da nämlich 


J^ (et)dt=o 


0 


ist, so können weder der reelle, noch der imaginüre Teil von 7F;(e) von kon- 
stantem Vorzeichen sein und es sind daher beide Teile dem absoluten Werte 
nach < T[F;]. 

Nach dem Satze von Hetty! enthält jede Folge, die in ihrer Gesamtheit 
beschränkt und von beschränkter Schwankung ist, eine überall konvergente Teilfolge. 


1 E, Hetty, Über lineare Funktionaloperationen, Sitzungsber. d. kais. Akademie d. Wiss., 
Wien, Bd. CXXI (1912) Abt. II a, p. 285. 
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Wenden wir diesen Satz auf unsere Folge {F};} an; sei {F®} eine überall konver- 
gente Teilfolge und F*(e‘‘) ihre Grenzfunktion; dann ist für jede Einteilung 
t,,t,,t2, +. tr — t, des Einheitskreises 


r—1 r—1 

> | F* (eïtm+1) — F* (eim | c lim > | Fo (eim 41) — puo (eim) | < lim m [FM] => TX; 
k—o ko 

m=0 m=0 


d. h. die Funktion F* (e‘‘) ist ebenfalls von beschränkter Schwankung und ihre 
totale Schwankung ist <7*. Da ferner die FouriEr-Koeffizienten von F*, als 
Grenzfunktion der beschränkten Folge {F®}, sich als Grenzwerte der entsprechen- 
den Koeffizienten der F ergeben, so ist auch die Fourrer-Reihe von F* vom 
Potenzreihentypus und die entsprechende Potenzreihe für F*(z) beginnt ebenfalls 
mit den vorgeschriebenen Anfangsgliedern. Hieraus folgt auch noch, dass die 
totale Sehwankung von F*(e‘‘) nicht kleiner sein kann, als die untere Grenze 
T*; also ist genau 


T[F*]— T*. 


Damit ist gezeigt, dass es unter den betrachteten Funktionen F(z) sicher eine 
gibt, für welche die totale Schwankung möglichst klein wird. 


$ 3. 

Wir untersuchen nun die totale Schwankung der Funktion F* auf dem von 
z=1 nach z — e führenden Bogen des Einheitskreises als Funktion der Veründer- 
lichen ¢. Es wird sich ergeben, dass diese Funktion — von einem linearen Gliede 
abgesehen — ein trigonometrisches Polynom hóchstens n-ter Ordnung ist. 

Wir beginnen mit einigen Überlegungen allgemeiner Art. Es sei F(z)irgend 
eine Funktion vom betrachteten Typus, g(z) eine innerhalb und auf dem Ein- 
heitskreise reguläre Funktion. Wir bilden die Funktion 


H(z) = [ros@ds-[ marc) -F()g() — F()g()— | F()g (342. 


. * L 
0 0 0 


Auf Grund des letzten Ausdrucks kann die Integration längs eines beliebigen, 
innerhalb oder teilweise auch auf dem Rande führenden Wege geschehen; der 
Wert des Integrals ist von dem Integrationswege unabhängig. Die Funktion H (z) 
ist beschränkt, im Kreisinneren regulár, auf dem Rande aber von beschränkter Schwan- 
kung. Das regulüre Verhalten im Kreisinneren lässt sich aus allen der 3 Inte- 
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gralausdrücke, die Beschränktheit aus dem letzten unmittelbar ablesen; die be- 
schränkte Schwankung der Randfunktion ergibt sich leicht aus dem mittleren, 
wie auch aus dem letzten Ausdruck, z. B. aus dem letzteren dadurch, dass man 
bemerkt, dass Produkt und Différenz zweier Funktionen beschränkter Schwankung, 
ferner das Integral einer stetigen (oder beschränkten oder auch nur integrier- 
baren) Funktion ebenfalls Funktionen beschrünkter Schwankung sind. Aus dem 
mittleren Ausdrucke ergibt sich auch der genaue Wert der totalen Schwankung 


von H (z), nämlich 


rim = icta rel. 


lzl=1 


Wählen wir nämlich eine genügend dichte Einteilung 2,,2,,2,, ..., 2, — 2, des 
Einheitskreises, so ist 7 [77] mit beliebiger Annäherung gleich der Summe 





T E 7mtl 
SIA (an) — H(z) = D | g (z)d F(z) : 
m=0 m=0 


Andererseits wird das Integral 


durch die Summe 


ped gem 
M 19 (2m) | | F (2m41) =F (2m) |= > 


m=0 m=0 





beliebig genau angenühert. Ist schliesslich die Einteilung derart dicht, dass auf 
den einzelnen Bögen |g(z) — g(2,)|< 9 ist, so wird die Differenz der beiden Sum- 
men <07'[F]; also wird bei entsprechender Einteilung auch diese Differenz belie- 


big klein. Somit ist genau 


TEA = | M |I FG)]- 


1z1=1 


Die Potenzreihe für H(z) ergibt sich aus jenen von F'(z) und g(2) durch 
Multiplikation und gliedweise Integration. Daraus folgt sofort, dass wenn die 
Potenzreihe von F(z) mit den vorgeschriebenen Gliedern, jene von g(z) aber mit 
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1 +cz? (p>n) beginnt, auch die Potenzreihe von H(z) mit den vorgeschriebenen 
Gliedern beginnen muss. Wählen wir speziell für F (2) die Minimalfunktion F* (2), 
für g(z) die Funktion (1 + 42?)?, also 


£ 


H (2) — | (x +42) dF (2), 
so beginnt die Potenzreihe von H (z) mit den vorgeschriebenen Gliedern; daher ist 
ELE RAI ST FA] = | (r4 A2») (z-42-?)|d F* (z) | 5 (x + |4]2) T* +21, + Alp, 
12171 


wo jetzt 


1,— [2 |dF*(2)|, 15 — [27d F*(2)| 


121=1 121=1 


gesetzt ist; /, und J, sind konjugierte Grössen. Somit ist wieder die HErMITE’sche 
Form 
IpA + I, à + T*|A]|? 


nicht-negativ und daher 


1, = | 271d F*(2)| =0; 
Izf-1 


u. zw. für alle p » m. 

Um dieses Resultat weiter zu verfolgen, bezeichnen wir mit V* (z) die totale 
Schwankung von F*(z) auf dem von ı bis z führenden Bogen des Einheitskreises. 
Ersetzen wir in unserem Integral |d F (z)| durch d V*(z). Die Differenz der ent- 
sprechenden Näherungssummen wird für genügend dichte Einteilung beliebig klein, 
denn sie ist 


r—1 
«T[F*]— > [F*(2541)— F*(z5)]. 


m=0 
Somit ändert sich der Integralwert durch Einsetzen von dV* an Stelle von |d F*| 


überhaupt nicht. Also ist > 


| 2d V*(2)=0 (p= =F 2, nee) 


121=1 
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Führen wir noch e*! an Stelle von z ein, so ergibt sich nach partieller Integration, 
da sich V*(z) bei einmaligem Umlaufe um 7'* ändert, 


Trip] V* (cit) ei»*dt =o (p=n+1, n+2,...). 


Andererseits ist 


und somit wird schliesslich 


zx 
* 


j| rte» — Ft ]etdt =o (pmi x, mco) 


d. h. der reelle Ausdruck in der eckigen Klammer ist ein trigonometriches Polynom 
hóchstens n-ter Ordnung. 

Der bisher befolgte Gedankengang ist bis zu gewissem Grade jenem des $ r. 
nachgebildet. Wir kónnten nun diesen Parallelismus weiter verfolgen und unter 
Andern zeigen, dass der Differentialquotient von V*(e*‘) auf dem Einheitskreise 
mit einer Funktion P(z)z-" übereinstimmt, wo P(z) ein rationales Polynom hóch- 
stens 2n-ter Ordnung ist, und dass die innerhalb des Einheitskreises gelegenen 


* 
Nulistellen von SE zugleich Nullstellen von wenigstens derselben Ordnung für 


dz 
P(z) sind. Weiter aber wäre der Parallelismus schwer zu verfolgen, da hier 
schon das reguläre Verhalten von /*(z) auf dem Rande tief ausgenützt wurde, 


* 
„während wir jetzt über das Verhalten von F*(z) bez. von a= auf dem Rande 


dz 


viel weniger wissen. 
In den folgenden Untersuchungen werden wir das in diesem § erhaltene Re- 
sultat nicht voll ausniitzen, sondern wir werden daraus nur einige Folgerungen 


* 
über das Verhalten von F* und von Uu ziehen. Aus der speziellen Form der 


Funktion V*(e‘‘) folgern wir nämlich nur so viel, dass ihr Differenzenquotient be- 
schränkt ist und dass ihr Differentialquotient nur eine endliche Anzahl von Null- 
stellen haben kann. Somit ist auch der Differenzenquotient von F* (e'*) beschränkt, 
also ist die Funktion F*(eit) ein Integral ihres ebenfalls beschränkten Differential- 
quotienten (dessen Existenz höchstens mit Ausnahme einer Menge vom Masse o 
schon aus der besehrünkten Schwankung folgt). Ferner kann dieser Differential- 
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quotient, dessen absoluter Wert ja fast überall, d. i. hóchstens mit Ausnahme 


d V* (eit 


einer Menge vom Masse o, mit "di * übereinstimmt, nur auf einer Menge vom 


Masse o verschwinden. 

Ich móchte noch bemerken, dass die beiden letzten für die spezielle Funk- 
tion F*(z) jetzt hergeleiteten und in der Folge zur Anwendung gelangenden Re- 
sultate eigentlich ganz allgemein für alle Funktionen F(z) vom betrachteten Ty- 
pus gelten, wie dies aus gewissen Untersuchungen, die ich gemeinsam mit mei- 
nem Bruder MarceL RıEsz ausgeführt habe und über die wir unlängst dem Nor- 
dischen Mathematikerkongress in Stockholm berichteten, hervorgeht. Eine Bezug- 
nahme auf diese Untersuchungen allgemeinerer Art würde also diesen $ über- 
flüssig machen. Doch greifen jene allgemeine Untersuchungen viel tiefer in die 
LEBESGUE'sche Integrationstheorie ein, als dies für das hier behandelte spezielle 
Problem notwendig ist. 


$ 4. 

Es sollen jetzt g(t) und (t) im Intervall (0,27) definierte, im LEBESGUE'schen 
Sinne integrierbare, reelle oder komplexe Funktionen der reellen Veränderlichen 
t bedeuten; À ist ein beliebig komplex veränderliches Parameter. Über die Funk- 
tion g(f) setzen wir noch voraus, dass sie hóchstens in einer Menge vom Masse 
o verschwindet. Wir betrachten das Integral 


2 


- Je t) 4 AA (t)|dt 


und werden eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür herleiten, damit 
I(o)- I(A) sei, d. i. dass die Funktion J (A) ihren Minimalwert für A= o erreiche. 
Die Bedingung heisst: 


a 


Js g()A(di= o, 


wo 


1g 6] 
pom ats g(t) 
gesetzt ist. 

Nehmen wir zunächst 4 als reell veränderlich an und berechnen wir J' (0). 
Der entsprechende Differenzenquotient in bezug auf 4 des unter dem Inte- 


gralzeichen stehenden Ausdruckes |g + 4A]. also 
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1g(t 2 A(]— gt) 
À 





ist dem absoluten Werte nach <]|A(t)|, also kleiner als eine integrierbare Funk- 

tion; somit ist es gestattet, die Differentiation unter dem Integralzeichen auszu- 

führen. Nun ist aber der Differentialquotient von |a + 45| für 4— o, wenn a o 
: En a : : 

ist, gleich dem reellen Teile von bsg a — TE b.. Also ist /'(o) gleich dem reellen 


Teile von 


| sg g(t)h(t)dt. 
: 


Wenn also /(4) für 4 — 0 ein Minimum hat, so ist der reelle Teil dieses Integrals 
gleich o. 

Lassen wir jetzt À längs der imaginären Axe variiren, oder was auf dasselbe 
hinausläuft, ersetzen wir A(f) durch 7 A(t); dann ergibt sich, dass auch der imagi- 
näre Teil unseres Integrals verschwindet. 

Wenn also /(4) für 4— o ein Minimum hat, so verschwindet das betrachtete 
Integral vollständig, d. h. unsere Bedingung ist tatsächlich notwendig.* 

Nehmen wir jetzt umgekehrt an, dass die Bedingung erfüllt ist. Wir zeigen, 
dass dann /(o) X (4) ist. Wir dürfen uns dabei auf reelle 4 beschränken, denn 
durch Multiplikation von A(/) mit einer entsprechend gewählten Konstanten e? 
lässt sich der allgemeine Fall auf diesen zurückführen. Nun ist aber der Inte- 
grandus |g + ^| eine konvexe Funktion von /, dasselbe gilt daher auch für den 
Integralwert / (A). Eine konvexe Funktion besitzt aber an einer Stelle, wo ihr 
Differentialquotient verschwindet, nicht nur im Verhältnis zur näheren Umgebung, 
sondern auch ein absolutes Minimum. 

Somit ist unsere Bedingung auch hinreichend. 

Setzen wir jetzt für g (f) die Funktion m 
wo p>n ist. Dann ist g(t) + 2^ (t) der Differentialquotient nach t des Randwertes 
der Funktion 





, für A(t) aber e+) ein, 


! Es sei nämlich a = a! + ia", b = b' + ib", so ist 


]a-àb] = shale 


REP aT n "nf 3A" 1}! nau 
La + 2b] — o! + 289 a + AD, DUREE (a! + A5!) + D" (a eec v 
0 


? Unter spezielleren Voraussetzungen (reelle Funktionen und reelles Parameter, endliche 
Anzahl von Zeichenwechsel) steht die Notwendigkeit der Bedingung schon in der ersten Arbeit 


von Th. J. Srerrves: De la représentation approximative d'une fonction par une autre, Delft 1876, 
Oeuvres complètes, I, p. 11. 
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Fre) — en 


I 
und es ist somit 
I(o)— T* « T|F] 2 I (2). 
Daher ist also 
| sgg(t)eiPtlidt=o (p=nti,n+2,...). 
‘0 
Man kann dieses Resultat auch so aussprechen: Die FounrER'sche Reihe 
der Funktion 


*leit 
y (t) = ein Dtgg EE = ei(r+1)# sg g (t) 


ist vom Potenzreihentypus. Darunter verstehen wir wie bisher, dass die formal 
gebildete FounrER-Reihe, ebenfalls rein formal, als Potenzreibe in ei! aufgefasst 
werden kann, d. h. dass 


| PECL Chi) Me boo) |b 


0 


Ich behaupte nun, dass auch die FourıEr’sche Reihe der Funktion 
eiBn+ eq (lt) = gian + Dég(t) (sg g (é))? zi y? (1) gt) e-it 


vom Potenzreihentypus ist. 

Die Richtigkeit der Behauptung ist im folgenden allgemeinen Satze enthalten: 
Sind die FOURIER-Reihen von zwei integrierbaren Funktionen von Potenzreihentypus, 
und ist wenigstens eine der beiden Funktionen beschränkt, so ist auch die FOURIER- 
Reihe ihres Produkts von Potenzreihentypus. 

Es sei nämlich von den beiden Funktionen g(t) und w(t) z. B. p(t) be- 
schränkt, dann lässt sich eine Folge von ganzen rationalen Ausdrücken in e’‘ an- 
geben, die einerseits in ihrer Gesamtheit beschränkt sind, andererseits aber fast 
überall gegen die Funktion q(t) konvergieren. Eine solche Folge {P,,(e’‘)} bilden 
z. B. nach den wohlbekannten Sätzen von FEJER und LEBESGUE die arithmetischen 
Mittel der Fourrer-Reihe von y (t). Durch Multiplikation mit e'^* v/(f) erhält man 


V (t) Pm (et) e kt — p(t) v (1) eikt 


und da die linksstehenden Funktionen dem absoluten Werte nach alle kleiner 
21 
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sind als die Funktion C|w(t)|, wo C eine passend gewählte Konstante bedeutet, 
da sie also in ihrer Gesamtheit dem absoluten Werte nach unterhalb einer integrier- 
baren Funktion liegen, so darf man gliedweise integrieren: 


2x 
+ 


| v)». (6 etdi— | q (t) w(t)eirtdt. 


0 


Da nun aber w(t) vom Potenzreihentypus ist, so verschwindet das von o bis 2 
genommene Integral von e’{#(t) für jede ganze positive Zahl r, also verschwin- 
den auch die linksstehenden Integrale für ganze positive k und es verschwindet 
also auch der rechtsstehende Grenzwert. Somit ist 


|vwuwerat=o (k=12..) 
‘0 


d. h. die Fourrer’sche Reihe des Produkts p(t) W(t) ist vom Potenzreihentypus. 
Wenden wir nun den Satz auf das Produkt 


7? (t)g (t) e-*' 


an. Da y(t) beschränkt und ihre FouniER-Reihe vom Potenzreihentypus ist, so 
gilt nach dem Satze dasselbe für y*(¢). Andererseits ist die FOURIER-Reihe der 
Funktion F* (e‘‘) und somit auch jene ihres Differentialquotienten g(t) vom Potenz- 
reihentypus; ferner beginnt letztere mit à A,eït, also ist auch noch die FOURIER- 
Reihe von g(t)e='‘ vom Potenzreihentypus. Dasselbe gilt daher auf Grund un- 
seres Satzes vom Produkt ;? (t) g (t) e-?*. 

Nun ist aber 


y* (t) g (t) e-it EET gin D^g(t); 


also ist die FOURIER-Reihe des rechtsstehenden Ausdruckes vom Potenzreihen- 
typus und somit ist für alle positive ganze Zahlen k 


to 
M 


gen ER Tg(tyqiz-o, 
‘0 


oder, indem wir auf die konjugierten Werte übergehen, 


| g- in +1+h) tq (t) dt = 
0 
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D. h. die (potenzreihenartige) FovnrER-Reihe von g(t) bricht nach dem Gliede 
vom Index 2n +1 ab; dasselbe gilt somit auch für die FouniER-Reihe von 
F* (e!) d. i. für die Potenzreihe von F*(z). Also ist F*(z) ein rationales Polynom 
hôchstens 2n + 1-ter Ordnung. 

Kebren wir endlich zum Differentialquotienten von F*(z) zurück, den wir 
mit f*(z) bezeichnen, so ist f*(z) ein rationales Polynom höchstens 2 n-ter Ordnung, 
das mit den vorgeschriebenen Gliedern 


a, ta,24+::: + a,2” 


beginnt, und für welches das Integral des absoluten Wertes I[f*] = T möglichst klein 
ausfällt. Somit besitzt unser Minimumproblem tatsächlich eine innerhalb und auf 
dem Einheitskreise reguläre Lösung. 

Die weiteren Eigenschaften der Funktion /*, d. h. die spezielle Verteilung 
ihrer Nullstellen haben wir schon in $ r. erkannt. Ich móchte jedoch bemerken, 
dass wir den $ r., der uns hauptsächlich zur Orientierung dienen sollte, entbehren 
kónnten, da jene spezielle Verteilung der Nullstellen sich jetzt auch leicht aus 
der Tatsache ergibt, dass die Fourıer-Reihe der Funktion 


gin )t sg g(t) NETS i eint sg TE (ei) 


vom Potenzreihentypus ist. 


8 5. 
Wir haben soeben gesehen, dass unser Minimumproblem wenigstens eine 
Lösung besitzt; wir wollen jetzt zeigen, dass es nur eine Lösung besitzt. 
Nehmen wir an, es gäbe zwei verschiedene Lösungen; beide wären dann 
rationale Polynome höchstens 2n-ter Ordnung mit den gemeinsamen Anfangs- 
gliedern 
Q, t G,2 +: t+an2". 


Schreiben wir die beiden Funktionen in der Form /* (z) und f* (z) + y (z), wo also 


f*(z) — a, + a,2 +--+ + One” + Gn 4127 13 +... + a25 22", 


p (z) — [ya T1 +... + bon 22” 


gesetzt ist. Wir bilden nun das Polynom f„—f* + up, wo u ein beliebig ver- 
änderliches Parameter bedeutet. Dann ist laut Annahme 


I[f*]— I[f* + 9] — I*; I[f,] 2. T*. 
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Ist nun zunächst « nur reell veränderlich, so ist der Integrandus im Aus- 
drucke für /[f,], also auch Z[f,] selbst eine konvexe Funktion von u; ferner ist 
für «=o und für uw — 1 


I[f,] —1*; 
daher ist für alle Werte von « zwischen o und 1 


I[f,.] S T*. 
Es ist daher genau 
Ulf] No EE) 


Somit ist f, nicht nur für «=o und w — 1, sondern auch für alle « zwischen o 
und r ein Minimalpolynom, dessen Nullstellen daher nach der bekannten Art 
verteilt sein müssen. Daher sind, zunächst für o <u € 1, sämtliche Nullstellen 
des Polynoms 


2” ule) f re) Herren) «roc us 27s) 
= a (2) + 8 (z) u + y (2) 8 


von gerader Ordnung. Nun kommen aber die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen hiefür in gewissen algebraischen Relationen zum Ausdruck; diese 
Relationen bestehen also für alle Werte von u zwischen o und ı und somit über- 
haupt für alle reelle und komplexe Werte von u. Daher sind sämtliche Null- 
stellen der Funktion 


& (2) + B (z) u 4 y (2) u 


für jeden Wert u von gerader Ordnung; speziell hat also die Funktion ausschliess- 
lich mehrfache Nullstellen. 

Wir unterscheiden 4 Fälle: 

1) (2) verschwindet identisch. Dann verschwindet auch g (z) identisch, d. h. 
f* (z) und f*(z) + p(z) sind nicht verschieden. 

2) Die Diskriminante der Gleichung 2-ten Grades in u 


«(z) + B(z) u + 7 (2) —0 
verschwindet identisch. Die Diskriminante ist 


a 
, 


De) = #2)—4a(7@) 2" [res] roo]; 


verschwindet also D(z) identisch, so ist, ebenfalls identisch, 
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Nun ist aber (2) durch 2”*! teilbar, somit ist es auch das rechtsstehende Poly- 
nom und daher ist es auch das linksstehende. Andererseits aber ist a, ~ 0, und 
so muss schliesslich das Polynom 


22" p () = bon + bon—12 RCE CALE 
j 
durch z"*! teilbar sein, was, da der Grad des Polynoms <n + 1 ist, das identische 
Verschwinden nach sich zieht. Also verschwindet auch qy(z) identisch. 
3) p(z) verschwindet identisch. Dann ist 


eee -—ef ra. 


woraus, ähnlich wie in 2), das identische Verschwinden von ¢ (z) folgt. 

4) Es verschwinden weder y(z), noch 3(z) oder D(z) identisch. Dann besitzen 
sowohl »(z) wie ?(z) und D(z) nur je eine endliche Anzahl von Nullstellen. Das- 
selbe ist für «(z) immer der Fall. Also hat im allgemeinen für einen gegebenen 
Wert von z die Gleichung in u 


a(z) + B(z) u + 7(z) i —0 


zwei verschiedene Lösungen, «u, und «,, und welche wir von beiden in den links- 
stehenden Ausdruck eintragen, so hat die so definierte Funktion von z den gege- 
benen Wert zur Nullstelle, also zur mehrfachen Nullstelle. Somit genügen der 
betreffende Wert von z und die entsprechenden Werte u, resp. u, auch der 
Gleichung 

o! (2) + EB (2) we + y' (2) à — o. 


D. h. die beiden Gleichungen 2-ten Grades haben im allgemeinen ihre beiden Wur- 
zeln gemein; also ist 


oder, indem man integriert, 
B(z) — e,a(z); 7 (2) = exa (2). 


Da ferner die Funktionen z-?"«(z), z-?" 8 (z), z-?" 7 (z) längs des Einheitskreises 
reell sind, so sind es auch ihre konstanten Verhältniszahlen c, und c,. Ausser- 
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dem ist, da y(z) nicht identisch verschwindet, c,» o. Indem wir nun zu den 
ursprünglichen Bezeichnungen zurückkehren, so ist also 


I 


; = f*(2)f* B (r- cu + cu), 


fu (2) | 
wo c, und c, reell sind und c, o. Dann aber kann 


I[f,] — I*|x + e, n + e, uf | 


nicht entlang der Strecke o<u<ı konstant sein. Damit sind wir auf einen 
Widerspruch gestossen. 


$ 6. 

Wir ergänzen noch unsere Resultate durch den folgenden Satz, der gewisser- 
massen als Umkehrung der Resultate des $ r. gelten darf, und durch den die 
Bestimmung der Minimalfunktion f*(z) auf ein algebraisches Problem zurückge- 
führt wird: 

Kann man die Nullstellen des rationalen Polynoms höchstens 2 n-ler Ordnung 


fi (2) =a) a,2 +--+ a2" +. + ass 2" (a, # 0) 


derart zu Paaren anordnen, dass die beiden Elemente je eines dieser Paare entweder 
identisch und in diesem Falle auf dem Einheitskreise oder ausserhalb desselben gele- 
gen, oder aber Spiegelbilder von einander in bezug auf den Einheitskreis sind, dann 
ist f (2) Lösung unseres Minimumproblems. 

Unter der gemachten Voraussetzung liegen nämlich sämtliche Pole der ratio- 
nalen Funktion 


ausserhalb des Einheitskreises; auf dem Einheitskreise selbst hat die Funktion 
keine Nullstelle und die innerhalb des Kreises gelegenen Nullstellen sind sämtlich 
von gerader Ordnung; daher sind die beiden Determinationen von 


/ i 
A 2 


deren Randwerte gleich 
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sind, im Kreisinneren und auf dem Rande regulür; dasselbe gilt auch für ihr Pro- 
dukt mit irgend einer regulären Funktion v(z). Also ist auch das Produkt 


sg Hr (ei) eint y (ei*) 
Randwert einer regulären Funktion. Daher ist 


2z 


Jante c+ DE (it)dt= — à [sg f,(2)2" (2) dz — o. 
0 121=1 
D. h. für die Funktionen 
g(t)= f, (et), h(t) = eitr+D yy (eit) 


ist die in § 4. hergeleitete notwendige und hinreichende Bedingung erfiillt, und 
somit ist 


| Weide < | i (65 + emery (ede, 
0 ‘0 
oder in der früher benutzten Schreibweise 


I(fj] € I[f, + 27*! v]. 


Damit ist der behauptete Satz bewiesen. 

Wir können sämtliche Resultate in den folgenden Satz zusammenfassen: 

Unter allen innerhalb und auf dem Einheitskreise regulären Funktionen f (2), 
deren Potenzreihe mit den vorgeschriebenen Gliedern 


Gy gs ane" 


beginnt, gibt es eine und nur eine solche, für welche der Integralwert 


r@nazl 
121-1 
möglichst klein ausfällt. 
Diese Funktion ist vollständig charakterisiert durch die folgenden Eigenschaften: 
I) Sie ist ein rationales Polynom höchstens 2n-ter Ordnung; 
2) ihre Nullstellen lassen sich derart zu Paaren anordnen, dass die beiden 
Elemente je eines dieser Paare entweder identisch sind und in diesem Falle ausser- 
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halb oder auf dem Einheilskreise liegen, oder aber Spiegelbilder von einander in be- 


zug auf den Einheitskreis sind. 


$ 7. 
Das schon in der Einleitung erwähnte CARATHEODORY-FEJER’sche Problem 
lautet: Wir betrachten sämtliche innerhalb und auf dem Einheitskreise reguläre Funk- 
tionen g(z), deren Potenzreihenentwickelung mit den vorgeschriebenen Anfangsgliedern 


Cols Cy 2 EIER Ce 


beginnt. Gibt es unter diesen Funktionen eine solche, für welche der Maximalwert 
von |g(z)| auf dem Binheitskreise möglichst klein ausfällt? Wenn ja, welche sind 
die weiteren Eigenschaften dieser Funktion? 

Dieses Problem steht in enger Beziehung zu dem bisher behandelten Problem. 
Als Mittelglied behandeln wir zunächst das folgende Problem: Gegeben sind die 
Zahlen c,,c,....,e,, und wir betrachten sämtliche innerhalb und auf dem Ein- 
heitskreise reguläre Funktionen f(z), für welche die Koeffizienten a,,a,,...,a, ihrer 
Potenzreihe die Gleichung 


Cn Ay Ar Cn = cies + C€) An — I 


befriedigen. Gibt es unter diesen Funktionen eine solche, für welche 7 [f] möglichst 
klein wird, und wenn ja, was sind die weiteren Eigenschaften dieser Funktion? 

Was zunächst die Existenz betrifft, so lässt sich durch fast buchstäbliche 
Wiederholung des § 2. die Existenz einer Funktion F*(2) zeigen, die innerhalb 
des Einheitskreises regulär und beschränkt, auf demselben von beschränkter 
Schwankung ist, für welche ferner die Koeffizienten A,,A,, ..., 4,4; der Potenz- 
reihenentwicklung die Bedingung 


Cn Ay + €—12 A, +--- d eo (n FI) Angi =I 


erfüllen, und für welche unter allen ähnlichen Funktionen F (2) die totale Schwan- 
kung 7'[F] möglichst klein wird. 

Nun ist aber diese Funktion resp. ihr Differentialquotient /*(z), in bezug 
auf ihre eigenen Anfangsglieder, a fortiori zugleich Lósung unseres alten Pro- . 
blems; also ist 


f*(z) =a, + a,2+-:: + An?" + +--+ 0942?" 


ein Polynom hóchstens 2n-ter Ordnung, dessen Nullstellen in der bekannten 
Weise verteilt sind. 
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Andererseits aber ist jetzt auch noch, da die a,,a,,..., a, nicht einzeln 
gegeben, sondern nur der einzigen Bedingung 


Cn Ay AF Cn—1 4; = Seh €, An = I 


unterworfen sind, 
Ijf*] «I[f* + Ag] 


gegenüber allen innerhalb und auf dem Einheitskreise regulären Funktionen 
q(z) —b, +b,2z2+-..+0,2" t---, 
deren Koeffizienten der homogenen Bedingung 
Cn by + Cn 410, +: + 06,04, — 0 


genügen. Also ist nach $ 4. für alle solche Funktionen 


2x 


dz=i | sg f*(eit) p(ei*) dt — o. 
% 


Nun sind aber speziell die Funktionen 





q (2) = exaz^-* 


von dieser Art; somit ist 


a 


sg f* (z) [ck—32^—*-1 —cxz^—"]da —o (1<k<n). 


12171 


Diese Relationen lassen sich folgendermassen deuten. Die Funktion z"s. f*.zj 
stimmt auf dem Einheitskreise mit der einen der b'iden Determinationen von 











überein, die wir durch A(z) bezeichnen. Infolge der eig ntümlichen Vert ilung 
der Nullstellen von f*(z) ist A(z) eine solche rationale Funktion, deren Nullstellen 
— höchstens n an der Zahl — innerhalb des Einheitskreises, ihre Pole aber, mit 
der ent:prechenden Multiplizität, in den Spiegelbildern der Nullstellen liegen. 
Langs des Einheitskreises ist |A(z)|— r. Nach Einführung der Funktion A (z) 
lauten unsere Relationen: 


Acta mathematica. 42. Imprimé le 21 février 1919. 


bo 
to 
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Cpa | A2) *— deze | Wiz) ead 2s ke an) 
lzl=1 lzI=1 


Dies besagt, dass die ersten n +1 Koeffizienten der Potenzreihe für h(z) mit den 
Zahlen c,,0,, ..., c. proportional sind. Die Koeffizienten resp. der Proportionali- 
tütsfaktor « lassen sich leicht berechnen. Da 


A (2) 2a (es + Cr + CE), f* (2) =a, +az +---+ ane" 4 


ist, so wird 


a= «(Cr + 65-10, +4 65 On) = —— Ih (2 f*(z)27^-1dz — 
121=1 
PT CT 2 I (Ir d 
pia Jes m =, furens 7 
lzl=1 lzl=ı 


Also beginnt die Potenzreihe der rationalen Funktion 


genau mit den Gliedern 


Co + €,2 +. C42". 


Ich behaupte, dass die Funktion g* (z) eine Lösung und zwar die einzige Lösung 
des CARATHEODORY-FEJER’schen Problems ist. Es ist nämlich der Maximalwert 
von |g*(z)|, den dieser übrigens in allen Punkten des Einheitskreises annimmt, 
gleich m Andererseits besteht für jede innerhalb und auf dem Einheitskreise 


reguläre Funktion 
q (2) — Con Cie siet Crest as 
die Ungleichung 
/* I >) 
I = CA + € n—104 7°": 3 Co An = —— [eO * (9277-142 ELT 2 7t [tarte z-"|dz|x 


Izj21 Iz] 21 


à I* 
- max |g(z)| | | #*(z)| Ide] max |g(2)|, 
jz[=1 


also die Ungleichung 


Über Potenzreihen mit vorgeschriebenen Anfangsgliedern. 171 


und zwar kann das Gleichheitszeichen nur dann gelten, wenn |g(z) 2-" |, also |g (z) | 
längs des Einheitskreises konstant und gí(z)/*(z)z-" daselbst positiv resp. nicht- 
negativ ist, was nur für g(z) = positives Multiplum von h(z) — z*sg f* (z) zutrifft, 


also nur für g(z) — U (2) = g* (2). 


Es verdient bemerkt zu werden, dass für diese Schlussweise, speziell also 
für den Beweis der Eindeutigkeit der Minimallösung g* (z), die tiefer liegende 
Eindeutigkeitsfrage für /*(z) nicht in Betracht kommt. 

Damit ist gezeigt, dass das CARATHEODORY-FEJER’sche Problem eine und nur 
eine Lösung g*(z) hat, und zwar ist g* (z) eine rationale Funktion mit höchstens n 
Nullstellen, die alle innerhalb des Einheitskreises liegen und mit derselben Anzahl 
von Polen, die, jede mit der entsprechenden Multiplizität, in die Spiegelbilder der 
Nullstellen in bezug auf den Einheitskreis fallen; auf dem Einheitskreise selbst ist 
|9* (2) | konstant. 

Kolozsvár, den 29. Oktober 1916. 


ÜBER DIE LÓSUNG DER KONGRUENZ 
(A + 1)?  —4?— 1-0 (mod p?) 
A. ARWIN 


in LUND. 


Der Versuch das Fermat’sche Problem a? + y? =z? in zur Primzahl p prime 
ganzen Zahlen zu lósen führt leicht zur Untersuchung der Móglichkeit der Kongruenz 
(A4 r)?— j?— r— o (mod p?), und diese ist eben der Gegenstand einer Untersu- 
‘chung in dieser Abhandlung. Die Ausführung, die das Problem mit sich zog und 
unten angegeben worden ist, wurde eine Folge vom Zusammenführen ganzzahliger 
Werte (mod) und (mod?) und von dem Verhältnis dieser Werte zu einander. 
Hierin liegt das Neue, das in dieser Abhandlung zu finden ist, wie auch in der Über- 
sicht der Natur der Lósungen, die daraus ersichtlich ist. Dass endlich wirklich solche 
Lösungen in den verschiedenen Fällen und damit Gruppen (mod p?) mit gewissen 
Eigenarten existieren kónnen, ist ein Resultat vom reinen experimentellen Prüfen. 
Dazu sei nur bemerkt, dass die Giltigkeit von 2?—1=1(p*) für p — 1093 von 
W. MzrzssNER beispielsweise in Archiv der Math. u. Physik 1914 angegeben 
worden ist, während das zweite Beispiel für das, was ich "v-Gruppen innerhalb 
eines Systemes (a) (mod p°)" genannt habe, nämlich die Primzahl p= 59, wohl die 
erste Primzahl zu sein scheint, die solche Gruppen besitzt, aber gar nicht so eigen- 
artig wie p — 1093 ist, sondern von vielen anderen begleitet wird, wenn diese 
auch nicht zu zahlreich sind. 

Aus der Identitàt 


(A+ 1)P—AP— 1 — p A (A 1) (A? 4- A+ x)* fo (4, x) (1) 


wo p eine Primzahl sein soll, : — 1 oder 2, je nachdem p= 6n — x oder 6n + x ist, 
geht hervor, dass sich f,(4, 1) relativ invariant für die Substitutionsgruppe 
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: - I À Ith 

PUE EL re ee (2) 
À I+4 Its L 

verhält. Infolge (2) lässt sich, wie gezeigt werden kann, f, (^. 1) homogen mittels 

(4? 4- 4 4- 1)? — K (4) und [A (4 4 1)P — L (4) darstellen, d. h. f; (4, 1) = v, (K, L) gilt. 

Die Lösung von f„(A,1)=o(p) erfordert also auch die Zerlegung von w,(K,L) 

in Linearfaktoren [[ (X (4) + hy L(4)) (mod p) und man erhält alle Lösungen zu 


fp(A,1) —o(p) durch Auflósen jener Kongruenzen sechsten Grades K (4) + 
+h, L(A) —o(p), die als Invarianten für jede Substitutionsgruppe (2) betrachtet 
werden kónnen, wo h, ein für jede Gruppe bestimmter, charakteristischer 
Zahlenfaktor ist, der die Invariantenkonstante genannt werden mag. Man findet 


1D—1 —_ 
leicht, dass 7. zv sich (mod p) mittels solcher Invarianten K (A) +h, L (4) auf- 


1_y 


* e : : Sone res ety LU 
bauen lässt, weil ja immer die Werte 4 = + 1, + 2 etc, die sämtlich — 


AI 





— 0 (p) 
lósen, hinsichtlich der Substitutionsgruppe (2) zusammengefasst werden kónnen, 
und zwei Gruppen infolge des Gruppencharakters ein Element nicht gemein haben 
kónnen, ohne identisch zu werden. Ausser den vollständigen Gruppen sechsten 
Grades existieren auch zwei Nebengruppen vom Grade 2 und 3, deren Elemente 
als Lösungen respektive aus 4*-- 4 4- 1 — o (p), also nur für Primzahlen p — 6m c 1 
vorhanden sind, und aus : 


AT) rare En ee re 


2 2 


wo p—6n 4 ist, erhalten werden können. Weil das Quadrat des letzten Aus- 


druckes sich auch für die Substitutior  4:— 1+ 4) invariant verhält, so erhält man 
es / >) (2 À 2 
|^ ARI AQ "| =K(i)+h,L(i) (mod p) (3) 


wo ha aus 


hg=—— (mod p) (4) 


erhalt. Man hat also 
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ai 1 : a d 27 / n-—1 T : 
peice riu ms V x (4) — p L (4) [TRES (2)+h,L(4)] (modp) (5) 
(v) 
weil die Anzahl der vollständigen Gruppen immer gleich n—ı ist. Es sei noch 
bemerkt, dass es nur für die aus (5) genommenen Invariantenkonstanten A, 
zutrifft, dass eine Kongruenz K (4)- m L(4)--0o(p) überhaupt auflösbar werden 
kann. Auf dieselbe Weise lassen sich nun auch die Werte aus 


—— -0 (mod p?) (6) 


zu Gruppen und Invarianten zusammenführen. Als beleuchtendes Beispiel teile 
ich die folgende Zahlentabelle für p — rr mit, wo die Werte also (mod 121) zu- 
sammengefasst worden sind. 

















> x x x 
mess x ETES v 5 x à = M 5 Invarianten 
| | | | 
4- om. II — — = — — — — — 
ARNO hi || Sey || SG + 24 + 29 WS ATI 
AGE TT RS he | SR xp od IBS a QUT; 
Mee eq ai 26 Ta 37224)  —JdNo I ELSE Ic K —19.L 
4+ 3.11 37 HUE SRE RUN [237 K— 8.L 
4+ 4. 1I 48 58 49 42 4I 59 BIER eia E, 
UGS Wyo DOME Se Se) | BE E ea ER) K+ 14.L 
4-6 6.11 SL T +, 50 | + 46 | —47 | #18 K-25). L 
AT TL — 40 + 3 391 7 731 +30 | — 4 K + 36.2 
44+ 8.11 — 29 | +25 | 928) 13") — 14. | — 26 K+47.L 
4+ 9.11 —18 +47 +17 +57. —58 | —48 K+ 58.L 
4+10. 11 — y Ge + 6 —30 +19 +51 K—52.L 
HE uc -- — — - -— -— —— 
I+ 0-11 1 RS E REIR! ES ONE 
IC LETT I2:]. — 10 | —— 13, | —28]1| +27 | +9 Je cce 
ne Aa aa AU EE, eG) + 20 KT 
ip cd 34115332] STE ares o ONE EST JS ey JE, 
ER ANRT A Ae le A ONE SOON 100-1142 1G — SL SE 
Ir 56rI Sal —57 I + 16 53 E — 375 
SUR ai — — — = = == 
II IC NI 10 | —ı2 — — — — (A+ 1) 
Sh skis 21  — 3 - — — — A+1 
let eB: 32 — 34 -— — — — (A + 1) 
—1+ 4.21 43 —45| — | — | = = (ck x)t 
— 1-4 5-11 54 —76 — — -— — (A + 1)? 
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Alles in allem bilden die Elemente dieser Tabelle 6.11 +6.5+2.5+ 3— 109 
verschiedene zu 121 relativ prime Werte, die also mit den g (11?) — 1 = 109 über- 
haupt existierenden zusammenfallen. Weiter findet man, dass die Gruppen mit den 
Eingangelementen 4-- 1r 2 die Folge der Invarianten konstanten — 41 + 11 n,n = 
-—0,1,.., Io haben, d. h. dass die elf Gruppen mit dem ersten Kolonnenelemente 
4+ıın sich (modir) zu der Gruppe 4,3,—5,2,—3,—4 mit der Invariant- 
konstante — 8 zusammenziehen. Die Elemente 1 +11n haben dagegen alle die- 
selbe Invariante, deren Konstante — — 4 (mod r1) ist, und die Werte — ı+ıın 
haben die Invariante (4+ 1)*. Ehe ich zu prüfen übergehe, in wie weit die oben 
angegebenen Eigenschaften allgemein giltig sind, will ich auf folgenden Sachen 
hinweisen. Aus 


K —41L—K-——8L-4 8.11 
K—30L=K—8L+4+7.u (mod 121) 


etc. 
folgt 
: 10 10 
IL EX — (ax +iin)L]=(K —8 Ly! - (K — 8 Ly? xx Na (7) 
n=0 1 


—(K —8L)" (mod 121) 
Man erhält also 


Ano —1 [KK —8D)VK—37L( 1) (mod 121) (8) 
AME a AED 





d. h. die elfte Potenz der Invarianten zu = (mod ir) Mit Hülfe der oben 
gegebenen Andeutungen kann die allgemeine Untersuchung auf folgende Weise 
durchgefürt werden. Man wähle zum Eingangelemente a+np,n=0,1,...p—I, 
wo a einer Nebengruppe (mod p) nicht gehören darf, und führe auf diesen Kolonnen- 
elementen die Gruppenoperationen aus. Es entsteht daraus ein Gruppensystem (a) 
von Werten, wo infolge des Gruppencharakters alle Gruppen verschieden sind, 
und kein Element zweimal in derselben Gruppe auftreten kann. Beim Über- 
gange zu (modp) würde nämlich eine Nebengruppe hervorkommen, was dem 
Auswahle des Elementes a wiederspricht. In diesem Systeme (a) stehen also 
6p zu p* relativ prime und unter einander verschiedene Werte. Wählt man 
ein Element b, das nicht in der vorigen Gruppe a liegt, und verfährt man wie 
oben, so erhält man noch 6 p verschiedene Werte, von denen keiner im System 
(a) vorkommen kann, denn beim Übergange zu (mod p) würden sonst die Gruppen 
a und 6 zusammenfallen. In der Weise erhält man zu jeder vollständigen Gruppe a 
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vom sechsten Grade (mod p) ein Gruppensystem (a) (mod p?). Das System, das 
(mod p) zu der Nebengruppe dritten Grades gehórt, nenne ich System (r), und 


L = DI AE 
zweiten Grades System (c). Vom Kolonnenelemente 1+4+np,n—0,1,... D= 


2 
a 


ausgehend findet man, dass dasselbe Element nicht zweimal in derselben Gruppe 


: I i 
ausser in I,— 2, x (mod p?) vorkommen kann. Man hat nur noch zu zeigen, 


pi 


T . 5 , 
ist, nicht zwei Elemente dieses 





dass für Eingangelemente ı+np, wo n < 


Typus in derselben Gruppe stehen kónnen, denn sie kónnen nur so mit einander 
zusammenstehen, dass (r-4-»,p)(r--m,p)--1i (mod) gilt, d. h. n,+n, —o(p), 


: ; TR o. 5 
was ausgeschlossen sein muss, weil », und n, < P sind. Man erhàlt also von 


den Eingangelementen 1 +n p, Dome verschiedene, vollständige Gruppen sech- 


sten Grades (mod p), und so die Nebengruppe (mod y?) selbst vom dritten Grade. 
em 


Die Kolonnenelemente —1+np,n= 0,1,.. ergeben nur zweielementige 


Gruppen, denn die übrigen Elemente können nicht zu p? prim auftreten. 
Weil (-ı+np)x=ı (p? die Lösung z-— — (r4 np) besitzt, so folgt 
(A+1—np)(A+1+np)—(A+1)* (p? als die Invariante jener Gruppen. Sind 
in der Weise alle Werte — 1 +np genommen worden, so sind also für p = 6n — 1, 
wo keine Nebengruppe zweiten Grades auftreten kann, alle zu p? prime Werte 
gefunden, deren Anzahl also gleich 


6(n — 1) p 4-6 P 


esae —(60)—2)p-—r-—9(p*—1i 
ist, und die Zahl der Gruppen 
(n—1)ptT— 414 — Tola 


wie zu erwarten war. Das Zusammenrechnen der Elemente für p—6n+1 wird 
erst folgen, wenn das der Nebengruppe zweiten Grades (mod p) gehórige System 
(c) eingehend diskutiert worden ist. j 


In der folgenden Darstellung möge mit a” ! ein Element genannt werden, das 


in b:ter Kolonne und m + r:ter Zeile steht, M statt a! 5 P? wird einfach al) geschrie- 


ben. In der Tabelle oben ging ich vom Eingangelemente a‘) = a +mkp aus, 


wo k gleich Eins gewählt wurde, aber doch beliebig zu wählen war. 
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Aus 


1 
es a I 


m m 


alt] (0) 
an +1 ay, +1 if 
ergibt sich nach Subtraktion und Anwendung von 


a) a). 
LPS nd, Th kp 
Q(, o (2) Et) 3 
ln 041 —a®) 17 kpa,,; = O (p ) 
oder auch 
(2) (2) (9) | (2) À à 
nen — kpa 110 5 (p ). (a) 


Es ist aber 


(1) ) 
m +1 o 


= (a')* + ka p (zm + 1) 


oder 


1 1 rds 
a (1) a) (a! )) (p) 


m+l °m 
und aus 
VD 0,8 9 
a, +1" m “m+1 m -— I (p) 


ergibt sich 
2 2 TE 2))2 
ane an = Lis] (a' J (p) 
d. h. (9) lässt sich schreiben 


a,” —a —[—k(a?)*]p (p), 


wo 
— k (a9)? = [— k (a)3] i lp 


ist, und also [— k(a?)?] der Rest, nachdem —k (a)? nach (mod p) reduziert wor- 
den ist. In ähnlicher Weise kónnen die Kolonnenwerte der übrigen Kolonnen 
bestimmt werden, so dass man das folgende Schema aller Werte erhält 
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a —qU +m kp, k = beliebig 


m 


a a” +mk,p, k,=[— k(a®)®] 


a” +mkp, k=—k 


(10) 
a =a" +mk,p, k=[+k(a®)e] (p*) 
a -aP pmk,p, k——Kk, 
an =a Emkp, k,——k, 
In der Tabelle für p — 11 waren k — 1, ad — — 30, (ad) — 900 — — 2 (11) d. h. 
[— k (a9)?] — 2. Also werden die Elemente der zweiten Kolonne gleich aci — 30 + 


(5) _ 


+2.11m, und (a(2)?—576z4, [+k(a))?]=4, d.h. a= 24 +4.ıım,a,, 


6 She > 
— 25 —4.Iım,a m — 20 — 2.11 m, Werte, die in der Tabelle leicht gefunden werden 


kónnen. Ahnliche Resultate erhält man für das Gruppensystem (1). Mit Hülfe 
dieser Resultate kann ohne weiteres eine Tabelle (mod 169) über ein System (c) 
aus den Lösungen der Kongruenz /?+A4+1=o (r3) ausgeführt werden, d. h. 
in diesem Falle haben wir ein System (3), weil 3° +3 + 1 —o (13) ist. Die erste 
Gruppenzeile (mod 169) wird also, + 3, — 56, — 4, + 42, — 43, +55 (mod 169) und 
daraus nach (ro) die übrigen 


(1) (4) 


Os == 3 13m a, 42) — 413 M 

aC = —— 56— 3.13M a =; Sr 4.13m (169) 
(3) (6) - 2, 

QE A ETS TIU Qu ESS) Ro SNL 


Infolge des Charakters des Systems (3), aus Lösungen zu 4?+4+1=0 (13) 


6 D 1 4) 
3) — g®) und a” 


m m m m m 


H m 2 
hervorgegangen zu sein, folgt, dass es für alle m a”) — a! 


=a") (r3) gelten muss. 

Weil aber zwei Zeilen nicht dasselbe Element enthalten kónnen ohne iden- 
tisch zu werden, und weil dasselbe Element nur zweimal in Kolonnen, die einander 
(mod r3) kongruent sind, auftreten kann, denn nur jene führen zum selben 
Werte für (mod p) über, so erhält man die Zahl der doppelt vorkommenden Zeilen 


durch Lósen der diophantischen Gleichung 


(1) (4) (6) 
a a 


4y T 2-3 (mod r3) 
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oder 


y —0, 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, -8, 9, 10, II, 12 
q— 3, 12, 85.450 Os Oy esa Lye 10:90 82 snr 


Gehe ich also von der ersten Zeile als behalten aus, dann muss die dritte gestrichen 


werden, weil a ae die Identität dieser Zeilen mit sich führt. Mit der dritten 


: 1) 4 : r > . 
muss dann auch infolge a, a die aus y— 3 und z— 4 hervorgeht, gestrichen 


werden. Mit y — 4 und x--o sind wir nun in der ersten Zeile wieder, und es sollen 
also folgende Zeilen als doppelt auftretend gestrichen werden 


behaltene Zeile gestrichene Zeile 
m =o = 3 wel A 
m — 1 m-—312 » 7 
m —2 m= 8 » TO 
m — 5 ME 9g 2.410 


d. h. für jede behaltene Zeile müssen zwei gestrichen werden, eine Eigenschaft, deren 
Allgemeinheit für jedes System (c) auf folgende Weise dargelegt werden kann. Aus 


(D 


(4) 
Cn 


c" + mp und c? =c"+mk,p 


erhalt man nach (ro) 


9 I I ( 
k,——[ + k(e)?] [c resp: Fu) — (1 + c?) 
d. h. aus 
(1) 4), „u * I ne 
C cs C + TP ED) +yk,p (p) 
1 (c! }? + c jb M 
: (00 pc e) Ix 
Für 
yor erhält man x b+rk, 
y=bt+rk, » 2==b+k(b+rk,)=—rki +b(r +k) .(p) 


y=zrkı+b(itk) > » zerk! +b(i+k,+kK)=r 
weil, wie oben gezeigt wurde, 5,—— — (x 4- c?) (mod p) gilt, wo 


(cM)? +c) +10 (p) 
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ist. Mit m — r als behaltene Zeile müssen also m — b+rk, und m rk? +b(r+k,) 
(p) gestrichen werden, d. h. nur ein Drittel der Zeilen sollen behalten werden, 
wenn die Nebengruppe zweiten Grades (mod p*) selbst nicht gerechnet wird. Man 
kann natürlich auch c cÜ(p) gebrauchen. Es lässt sich dann auch leicht zei- 


gen, dass dabei dieselben Zeilen gestrichen werden müssen. In einem Systeme (c) 
— 1 E 
kommen also e vollständige Gruppen vor und das Zusammenrechnen der Ele- 


mente im Falle p — 6»-4- 1 ergibt also: 
Elemente 








6p(n — 1) + 6P—- rar = +34 pb t *2—9p(p—i)—ri-9g(p?)—1, 
Zahl der Gruppen 


p 


fo (= 8) 4 — +14 


pu o 050 Pe I. 


Voll ausgeschrieben sieht die Tabelle für das System (3) (mod 169), wie auf 
der folgenden Seite angegeben worden ist, aus. 

Die Untersuchung der Invariantenkonstanten schreitet auf folgende Weise fort. 

Für ein System (a) möge k,, die Invariantenkonstanten (mod p*) heissen und 
k, die der Gruppe a (mod y). Dann gilt für alle v, k,, —k, (mod p), und man 
erhält, wenn die Invariante der Gruppe v in der Form q (a ,, 5), wo kr, Kr, + 
+r, p ist, geschrieben wird, folgende Entwicklungen 
play’, k) —q(a + vkp, ke, +70 p) 

p (a, b.) + vk pgs (a, k,) +1 pps (a, k,,) — o (p*) 
wo q',(a,k,) die Derivierte der Funktion q (aU, £,,) nach a? als Variabel ist. 
Ähnliches gilt für q'; (a, E, ,). 

Aus der vorigen Kongruenz erhält man 
vkg'«(a0, ke.) E ro pz (a, E.) — o (p). (11) 


Ware es möglich, dass in einem System (a) k., — k., (p?) für uv gelten könnte, 


u 


so ergäbe (rr) für r,— r, (p) 
u kg! (a9, ke) + To qc (a9, b) —0o (p). 
Nach Subtraktion erhält man 
k (a —v) q^ (a9, ke) =0 (p) 


d. h weil «=v und k,,— k, (p) ist, ergibt sich 


Arwin. 


À. 


18 





I = WU ueqorjses o[reg osotp para qjeusop pun 't euuo[oN ‘z o[ro7Z sop ut 44098 o1—-—£f1'z14-£ 


| 


€e—=6F°11+ SS |zz-- —2S:11 + &b—| £e— — e$: 11 — ev | zz CIUS =6€*11—95 — | fgz—z£r'1ir-4-€ | 
z= wu « « k « « *9 « ne « NK « | gf — — £1: 01 4-£ | 

Crete d « ‘+ e TIT e Gt = ET Gee 

ZU { « k « eo % r áp e « k | 29—=£1 g+£ 

1 = wu « n 4 « « « ‘9 « TANT SUD « | $4—ztr-Z4€ 


S = w uewori3ses o[reg osorp para q[eusop pun ‘9 euuo[oN '9 e[reZ dep ur 74978 | 1g-4mf1*94-£ 














18 +=68:5 455 | 4+=29-S + cp 6b zr ye ch 69 =. vy legi = 65-595) Briten] 
0 = uw « Ke due RS aoe ast yo cae! D ne TETE 
O = W ueqorijseg [187 oserp pal q[eusop pun ‘bh ouuojoyg ‘I PJLEZ Jop ur 31938 | Zetia EIE | 

9e£— —6t"z-- S$ 19 + zcS-c + tV | z9 zS:z—zt  |o£—-£r:c— vt — |S£ +=68°2—95 — zer aie 

SL —2€6€*1 + SS 6 4-—eS-r-4 tv OI CAPE | eV OP ro —— NEO ES | 9r + =£r' 1+€ 

ESS 7o: SS. Mc ese op liebe os cbs |b nor b= die ot os tS Era 





Über die Lösung der Kongruenz (A+ 1)? — 4? — 1 — o (mod p?). 183 


Pala, kr) — o 
(p) 
p (a, kr) —o 


die gleichzeitig gelten miissen, was nur fiir Nebengruppen zutreffen kann. In einem 
System (a) können also die k,, in folgender Form gesetzt werden 


k, hr, + orp (p?) (12) 
wo r aus der Kongruenz 
Eq', (a9, E.) E rq; (a0, ke) —0. (p) 
bestimmt worden ist. Auf dieselbe Weise kann auch gezeigt werden, dass in 


einem Systeme (1i) alle Invariantenkonstanten gleich werden, denn setzen wir 
p(t,k)=o(p) und p(ı+ up,k:,) =o (p?), so ergibt sich für kr, kc rap (p) 


p(rt+up, ke, t rap)y-—(, kj) upg (1, ke) +ruppa(x,; kr) 0o (p) 


Tu PP'K(L, ke) —rupl(x +up)(2 + up)—o (p) 


oder r, —0 (p) d. h. r, — o, und es gelten also für alle diese Gruppen 
kk; — P (mod p?) (12) 


und die Invariante der Nebengruppe selbst mag 


VK (A) + kr, L (4) 


geschrieben werden. 
Weil also in einem System (a) für v= u auch immer kr,==kr, (p*) gilt, so 
erhält man 


];—1 


IX W+r,L@]=1K(ü)+k,LapP+[ljp"Lpin+-- 
" 1 
= [K (A) + E, L(4)]" (p*) 

wo k,, eine beliebige Invariantenkonstante innerhalb des Systems (a) ist, das also 
als Lósung aus der Kongruenz 

[K (4) +k, L(A)]?=0 (p?) 
erhalten werden kann. Man sieht aber leicht ein, dass schon 

[K(A) +k, L(4)?=0 (p) (13) 


dies tut, da jeder Faktor fiir sich —o(mod p) wird. 
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In derselben Weise kann auch das ganze System (1) und die Nebengruppe 
selbst doppelt als Lósung aus 


[VX (D +k, L(A) P=0 (p?) (14) 
erhalten werden. 
Es sei jetzt angenommen, dass in 
(A+ 1)? — À?—1 = pÀ(À + x) (A2 +441) fo (4, 1) 
f, (4,1) — o (p) für A —a (p; lösbar wäre, d. h. dass À =a eine Lösung der Kon- 
gruenz 
(Aci) —A?— 1-0 (p?) (15) 
ist. Dann muss infolge des Invariantencharakters von f,(4,1) das ganze System 


die (a) Kongruenz (15) lösen. Schreiben wir also System (a) wie gewöhnlich, 
dann stehen folgende Elemente in Zeile m — o 





I I a Teta 
a,-, —(rpa) =, =, _i=* 
a I+a r-ra a 
und in Zeile m — v 
I I a? Lp 
los ETE Mm e = ; 
Dom ( Jin cs DIOS = 


Infolge (15) kann diese Zeile auch so geschrieben werden 


I I aq \2 I+a\? 
— p cm . 
y (rca), (ra) (+, ) | | 





aP, 


Die erste Art die Gruppe m — v zu schreiben ist daraus veranlasst, dass mit a 
I E p—1__ 

immer a? —a+ vp, infolge E à = => (p) als erstes Kolonnenelement auf- 

1 

treten muss, und die zweite, wie gesagt, weil a eine Lósung zu (15) sein soll. Mit 
Hülfe der Formeln (10) findet man, dass das System (a), das (15) lést, notwendig 
die Eigenschaft haben muss, dass die Elemente jeder Gruppe zur p:ten Potenz er- 
hoben kolonnenweise in die einzige Gruppe m — v übergehen, die dabei in sich 
selbst übergeht. Ich nenne diese spezielle Gruppe innerhalb eines Systemes (a) 
ihre v-Gruppe und ihre Invariantenkonstante k,,. Das Charakteristische der Ele- 


mente einer v-Gruppe sind also die beiden Kongruenzen 
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Ànp—1— I 
a (mod p?) (16) 
A+ 1)P7 I 


die gleichzeitig gelten miissen. 
Nun kónnen wir also die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
dass das System (a) (15) löst, so formulieren, dass es eine v-Gruppe haben muss. 
Angenommen, dass eine v-Gruppe existieren kann, was im Falle eines 
Systems (c) unmittelbar einleuchtet, so kónnen folgende Entwicklungen durch- 
‘geführt werden. Es sei r ein Faktor in p—ı von der Art, dass schon ; 


qo» s 
a 
(mod 7?) 
- (90) \" 

(— 1) (« +a B I 
gelten, dann ergibt sich 

0)** rt ; k ca 

r=a | z (a9 + vkpy =a" + ES p (p?) 
für beliebiges r. Also 
ur rovk 
ql?) Ear yee (mod p?) (17) 

Auf dieselbe Weise erhält man 

( is a)" — (rx + at?) + vkpy* 

: po rvvk Sr 
— (14 a0) E fee "EC »| (mod p?) 
d. h 
rk i 
(x + alo)" — (— ry (x = cx p) (mod 5?) . 
Daraus erhält man für ein beliebiges Gruppenelement que 
ur (ad) + mk py 
ar gle! mk (rt + x) p 
a9 + k[m(rv +1) —rvz]p 
a’) + k [((m— v) (rr +1) - v] p (mod p?) (18) 
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und so auch 


(—xy*(3 oo — (r +a) +k[(m—v)(rr+r)+v]p (p°). (18!) 


um 


Aus (18) und (18!) ersieht man; dass 


0) M c1 oy F1 
(— "(3 T a?) zr ba (mod p?) 


m 
gilt, d. h. System (a?) löst die Kongruenzen 

(ST) AREAS net bpm (mod p?) (19) 
für alle r. Die Werte r — 1 und r=p-—-ı ergeben (15). Im Falle v — 3 d. h. 
p = 6n +1 drückt (19) eine bekannte Tatsache aus, nähmlich dass alle diese Aus- 
drücke mit (4? 4-4 4- 1)? teilbar werden. 

Weiter folgt aus (18) und (181), weil [(m — v) (rz 4- 1) - v] — £, (p) eindeutig 
in k, und m lösbar ist, wenn die eine gegeben wird (denn v und z haben 
konstante Werte im Gruppensysteme), dass die Elemente einer Gruppe m zur 
Potenz (rr--1) erhoben wieder eine Gruppe desselben Systems bilden, wo die 
Gruppenzeile aus der obigen Kongruenz gefunden wird. Wiederholt man diese 
Operation, die man Subst. rz +1 nennen kann, so werden die Gruppenzeilen wieder 
mit behaltener Kolonnenordnung permutiert und b,—(m-—v)(rr 4 1)? -v (p). 
Nach s Substitutionen erhält man also die Gruppenzeile k, = (m —v) (re + 1)* + v (p), 
d. h. die anfängliche, wenn (rr + 1)--r (p) gilt. In derselben Weise kann das 
System der Subst.rr — 1 unterworfen werden. Dabei wird aber die Kolonnenord- 
nung verändert und die Gruppenzeile aus k, = (v — m) (rr — ı)+v (p) gefunden. 
Durch Wiederholen ergibt sich k,= (m — v) (rr — 1)? + v (p), d. h. weil (rz — 1)? 
eine Substitution von Art (rr +1) ist, so haben also die Kolonnen wieder ihre 
ursprüngliche Ordnung erhalten. 

Um das eben angeführte mit Beispielen zu beleuchten, kann man sich der 
Tabelle des Systems (3) (mod 169) bedienen. Weil p — 13 die primitiven Wurzeln 
+ 2 haben und x gleich 3 ist, so muss die Subst. — 3-- 1 — Subst. —2 von der 
Art sein, alle Gruppenzeilen mit behaltener Kolonnenordnung zu permutieren, und 


die Elemente nach zwölf Wiederholungen wieder in der anfänglichen Zeile stehen. 
Man bestätigt dies aus 


3-?—— 75 in der Zeile 8 49-?-— + 29 in der Zeile 3 
75-?-z-p8r » » Tr) 205 42/0008) Xa 
817? — 62 » » » c 2 EITO a ES DL Ge = 
3 ) 4 : (mod 169) 
62-2 +55 » » » 5 16-? +68 » >» » 6 
55- 2 — IO » » DIETZ 687° — S0) » DP LE 


IO-? = Ame»: 2$ » IO a 53:9; CRAS oy N I 
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Die wiederholte Anwendung der Subst. 3— r soll dagegen ein Element aus 
der ersten Kolonne abwechselnd in die zweite und erste Kolonne hineinlegen. 
In unserer Tabelle für p— 13 ist v — 11— — 2 (mod r3). Setzen wir also in 
k,=(e =m) (re—1)+v (13) v— —2, rr—ı=2, so ist k,+ı die Zeile, und 
die Werte ergeben sich wie hier unten angegeben wird. 

Man erhält nähmlich (mod 169) 


3 + 9 steht für m — 


o 


und £, 7 in der Zeile 8, Kol. 2 


gu. 870 » 7D = 6.» |» » Penida” ST 
81° 10 » =e 8 » > » 9, » 2 
307= + 55 » » — 8) » 4» » » ED IN T 
Bo qc » = — > DE TS XX X2 
LRQ). © » LU 9» » bh rode. ok 
492-1735 » = 9 » DDR » Su» NE 
Be a AZ » » =a i>) 3 » » » 4, » I 
2 7A » » = 3 » ED » 2 DEA 2 
3 Tas 6809» » — I» Sas > » G6 
(ET) » = 5 » Oe 2 POETS P X2 
6r13— 1 3  » » — IO » o » » » jy he dé 


Die Subst. 3 +1 — 4 soll nur Werte aus der ersten Kolonne geben und, da 
45— 1r (13) ist, so werden die Gruppenzeilen in zwei Zyklen mit sechs Reihen in 
jedem Zyklus verteilt etc. 

Zuletzt sei noch folgendes hinzugefügt. Vorausgesetzt, dass eine v-Gruppe 
existiert, so findet man, dass das ganze System (a) die Kongruenz 


(222 + AP -- 1)9 +, [AP (AP + 1) —0 (mod p?) (20) 


löst, denn sie hat die sechs Lösungen 2? — a t vp, - == 

ad vp 
(a 4-vp)?—! — x etc. (p?) alle sechs lösbar werden, das ganze System (a) ergebend. 
Aus der Formel 


etc. (p?), die infolge 


[K (4) +h, L(A)? = K (2)? + ke, LG)? + pLK (4) + LL (4)] z (2) 


geht hervor, dass das System (a) ebenfalls die Kongruenz 
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(A? -F À d 1)92 +h? A (À +1)??=0 (p°) 


löst, weil K (4)+h,,L(4) —o (mod p) für das System giltig ist. Also löst das 
System (a) auch ihre Differenz, die, wenn 4(A+1)—a gesetzt wird, infolge (15) 


sich so schreiben lässt 


(a? + 1)? + hz, o*? — (e + x)9? + hr, ar (mod p?). (21) 
Trifft es überhaupt zu, dass 44." — r (p*) ausfällt, dann wird 


(a+ 1)? — a? — x — 0 (mod p?) (22) 


d. h. wenn das System (4,) eine v-Gruppe hat, deren Invariantenkonstante Mim 
(p? genügt, so muss A,(A,4-1)— e, (mod p) wieder ein System («) mit einer 
v-Gruppe geben, von deren Invariantenkonstante aber nichts ausgesagt werden kann. 

Was endlieh die Existenz der v-Gruppen betrifft, so haben wir gesehen, 
dass im Falle eines Systems (c) immer v-Gruppe vorbanden ist, im Falle eines 
Systems (1) zeigt 2!9?-— 1 (1093°), dass v-Gruppe vorhanden sein kann, und 
im Falle eines Systems (a) gibt p=59 ein sehr lehrreiches Beispiel, denn es 
kommen nämlich hier zwei verschiedene v-Gruppen vor, was gar nicht immer 
unter den mit v-Gruppe versehenen, doch ziemlich seltenen Primzahlen der 
Fall ist. Man hat die Gruppen 


45 1505) EPA EDS he, = I8 


3,20, — 4, — Tg Id DH E (59) (23) 
Hier sind: 
3' cmd E 5589 
"= 4+ 5.59 
Ss Schuss 
115 — r1 — 24.59 
125995 = 12. 24.59 
14° c 195590 0593) (24) 
159— I5— 19.59 
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Die respektiven v-Gruppen sind 


Br 315.5 


9 ; 
: hz. AR 50 , h, I8— 22.40 (592) 
4°==4+ 5-59 Rae 0 32.59 (59 


und im letzten Falle wird /,, aus 


[4-- 5.59* +445 .59 XP + hr, (4-F5.59)(5-F5.59)?—0 (59°) 
bestimmt d. h. | 
(21 — 14.59) + hr, (20 —14.59)-—0 (59°). 
Schon daraus ersieht man nach den obigen Werten (24), dass 
12 (mod 59?) 


gelten muss, was ja auch der Fall ist. Es sollen also die A(A+1)=c« (59), 
wo À ein Element der Gruppe h,, 18 (59) ist, wieder Gruppen bilden, die als 
System («) nach (21) und (22) wieder v-Gruppen haben. In der Tat erhält man, 
dass 4.5— 20, 11.12— 14 und 15.16==4 (mod 59) sind. 


Zusatz. 
Endlich wollen wir noch zusehen, unter welchen Bedingungen 
(A + 1)? — 4? — 1 — 0 (mod p?) 


lósbar werden kann. Von demn oben gezeigten ausgehend, sieht man ein, dass sie 
die Form 
1—=a?— a + mp + np° 
(mod p?) 
(ar) a Ex mp np: 


haben müssen, denn 


(a + mp + np! + 1)? —(a + mp + np*)? —1 —o (mod p?) 
gibt 


(aci) qp. inp ((@ + 1) 2s) — ala =o (p?) 


(a + 1)? — a?» —1-—o (p). 
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Von den Lösungen (mod p?) ausgehend, sieht man ohne weit res ein, dass sie die 
obige Form haben müssen. Im Falle p — 59 ergibt sich 


3° = 3 + 5.59 + 34-59" 
4° =4+5.59—17-59" (mod 59°) 
5% ==5 + 5.59 + 18.59? 
Es existieren also keine Lósungen zu 
(A + 1)9 — 49 — r —0 (mod 59?) 


Die Kriterien der Lösungen (mod p*) werden nicht mehr so einfach und über- 
sichtlich. 
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13.. 17. u. 19. Potenz auf 57 losen Blättern, in einer Mappe. 


Carl Kroll. 
Berlin S 14. 
Orro, FRIEDR. AvG., Herausforderung an alle Mathematiker der Welt oder die 
Lösung der Fermatschen Probleme. — 96 pp. 8. 1918. M. 5:— geh. 


Herausforderung an alle Mathematiker d. Welt. Die Teilbarkeit d. Zahlen. Die 
binom. Lehrsätze. Der erweit. Fermatsche Satz. Die Quadratzahlen. Das rechtwinkl. 
Zahlendreieck. Die Gleichung xt +y#— z?. Die Eigensch. d. Gleich. «+ 5! — z^. Die 
Unmöglichkeit d. Gleich. 2? + y"= z”, für d. Fall, dass keine d. Grundzahlen x, y u. 2 
durch die ungerade Primzahl m teilbar ist. Die bisher. Einzelbeweise d. gross. Ferm. 
Satzes. — Die Wolfskehlstiftung. Die unbest. Gleich. Die Gleich. aa? +1=#. Der 
allg. Beweis d. gross. Ferm. Satzes. Verschied. Sätze, Beweise usw. Die Polygonalzahlen. 


A. H. Kruyt. 
Amsterdam. 
KORTMULDER, R. J., De logische grondslagen der Wiskunde. Proefschrift ter 
verkrijgning van den graad van doctor... universiteit te Leiden... III--135 
pp. 8. 1916. F. 2: —. 


Jos. Kosel’sche Buchhandlung. 
Kempten u. München. 
Deckert, ADALBERT, Einführung in die Vektor-Rechnung. (Sammlung Kösel.) — 
IV +84 pp. 8. 1916. M. 1:95 geh. 


Begriff d. Vektors. Projektionen v. Vektoren. Vereinig. u. Zerlegung v. Vektoren. 
Vektoren in einem rechtwinkl. Achsensystem.  Einf, skalare u. vektorielle Produkte. 
Besond. Fälle. Projektionen v. Vektorprodukten. Das eb. Vieleck. Rauminhalt d. 
Pyramide. A[BC]. Vektorprod. [A[BC]]. [AB] [CD]. [[AB] [CD]]. Anwend. d. 
Infinitesimalrechn, Der Operator y. Einwirk. v. w auf ein. Vektor. Besond. Fälle. 
Ueb. die Divergenz. Der Satz von Gauss. Definit. d. Grösse div. Besond. Fälle. Der 
Operator v?. Der Operator curl. Besond. Fälle. Umform. einig. schwieriger Ausdrücke. 
Definit. v. curl. Der Satz v. Stokes. Anwend. V eine Funkt. v. t, x, y, z. Des. Fall. Der 
Satz v. Green. Zusammenstell. v. Ergebnissen. 


Matematisk Forening. 
Kóbenhavn. 
ANDERSEN, A. F., Boun, Hamarp, & MoLLERUr, Jous., Nyere Undersogelser 
over Integralregningen. Tre foredrag holdt i Matematisk Forening Koben- 
havn. — 63 pp. 8. 1917. 
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Boum, H.: En Punktmængdes Maal. Anpersen, A. F.: Det Riemann’ske Integral- 
begreb. Mozrerur, Joms. Det Lebesgue'ske Integralbegreb. 


Ing. G. Moravek. 
(Selbstverlag des Verfassers), Prag, II— 360. 
Moravek, G., Allg. einf. Beweise der Gültigkeit des letzten Fermat'schen Satzes 
über die unbst. Gleichung: z" — 2" 4- y^. 4 pp. 8. Juli 1918. 


John Murray. 
Albemarle Street. London. 


Report of the British Association for the advancement of science. 1917. — 264 pp. 
See lols: 


Reuther & Reichard. 
Berlin W. 35. 

Kuntz, FRIEDRICH, Denkmittel der Mathematik im Dienst der exakten Dar- 
stellung erkenntniskritischer Probleme. (Philosoph. Vorträge, veróffentl. 
von d. Kantgesellschaft, hrsg. E. Cassirer, M. Frischeisen-Köhler & A. 
Liebert. N:r 3.) 31 pp. 8. 1912. M. 1:—. 


Henry, VICTOR, Das erkenntnistheoretische Raumproblem in seinem gegenwärtigen 
Stande. Mit 7. Fig. (»Kantstudien». Ergänzungshefte im Auftrag d. Kant- 
gesellschaft, hrsg. H. Vaihinger, B. Bauch & A. Liebert.. N:r 34.) — 98 pp. 8. 
1915. M. 3:20. j 


Vorbemerk. Literaturverzeichn. Problemstellung. Einzelaxiomatische Untersuchung 
d. erkenntnistheoret. Raumproblems. Der erkenntnistheoret. Charakter d. einz. in d. 
geometr. Axiomen dem Raum zuerkannten Grundeigenschaften. 


G. E. Stechert & C:o. 
New York. 
DE LA VALLEE Poussin, Cu.-J., Cours d'Analyse Infinitésimale. T. 1. 3:e éd., 
considérablement remaniée. (Photogr. reprint.) — 452 pp. 8. 1914. 4:50 Dol. 


Introduction. Dérivation d. fonctions explicites d'une variable. Formule de Taylor. 
Applicat. diverses. Fonctions explicites de plusieurs variables. Fonct. implicites. 
Changement de variables. Intégrales indéfinies. Méthodes classiques d'intégrat. Théorie 
élement. d. intégrales définies. Intégrale de Riemann. Intégrale de Lebesgue. Formules 
fondament. de la théorie d. courbes planes. Formules fondament. de la théorie d. 
surfaces et d. courbes gauches. Calcul d. aires, d. ares et d. volumes. Évaluation 
approchée d. intégrales définies. Des séries. 
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B. G. Teubner. 
Leipzig & Berlin. 


Anrens, W., Mathematische Unterhaltungen und Spiele. 2. verm. u. verb. Aufl. 


Bd. 2. Mit 128 Fig. — X +455 pp. 8. 1918. M. 14:— geh., M. 15:— geb. 


Magische Quadrate.  Eulersche Quadrate. Anordnungsprobleme: Verschiedene 
Anordnungen. Kirkmans Schulmädchen-Problem. Das Josephsspiel. Brücken u. Laby- 
rinthe. Das Hamiltonsche Dodekaederspiel. Das Farben-Karten-Problem. Das Boss 
Puzzle oder Fünfzehner-Spiel. Das Dominospiel. Zeit u. Kalender. Geometr. Konstruk- 
tionen durch Falten v. Papier. Seltsame Verwandtschaften. Nachträge u. Berichtig. zu 
Bd 1, 2. G. Pölya: »Ueber die »doppelt-periodischen» Lösungen des n-Damen-Problems.» 
Literarischer Index. Reg. 


Berichte und Mitteilungen, veranlasst durch die Internationale Mathemat. Unter- 


richtskommission, hrsg. von W. LIETzMANN. 2:e Folge. III. — VIII + 99 pp. 
8. 1917. M. 4: — geh. 


Titel u. Inhaltsübersicht zur erst. u. zweit. Folge d. Ber. u. Mitteilungen. — E. 
& K. Korner: Gesamtregister d. Schriften d. deut. Unterausschusses d. Internat. Math. 
Unterrichtskommission. Vorbemerk.  Inhaltsverzeichnis d. Gesamtregisters. Inhalt d. 
einzelnen Hefte, zum Teil in Tabellen. Alphabet. Sachregister. — W. LiETZMANN: Zusam- 
menstellung d. bis Ostern 1917 auf Veranlass. d. IMUK im Auslande veróffentlichten 


Arbeiten. — F. KrriN & W. LigTZMANN: Zum Abschluss d. Berichte u. Mitteilungen. 


BIEBERBACH, LupwiG, Differential- und Integralrechnung. Bd 1: Differentialrech- 


nung. — VI-4 130 pp. 8. 1917. M. 2:80 kart. — Bd 2: Integralrechnung. — 
VI +144 pp. 8. 1918. M. 3:40 geh. (Teubners Leitfäden f. d. Math. u. 
Techn. Hochschulunterricht.) 


Bd 1. Der Funktionsbegriff. “Der Zahlbegriff. Unendliche Reihen. Stetige Funk- 
tionen. Differentialrechn. Einige einfache geom. Anwend. Die Taylorsche Formel. 
Unbestimmte Formen. Beispiel einer stetig. nirgends differenzierbaren Funkt. Funkt. 
von zwei Variabeln. 

Bd 2. Die Autgaben. d. Integralrechn. Theorie d. unbestimmten Integrale. Be- 
stimmte Integrale. Ub. die numer. Auswertung von bestimmt. Integralen. Bogenlänge 
u. Krümmung. Darstellung von Funkt. durch Reihen u. bestimmte Integrale. Doppel- 
integrale. Die Verwend. d. komplexen Zahlen. Reg. Berichtig. 


Borer, ÉwiLE, Die Elemente der Mathematik. Vom Verfasser genehmigte deutsche 


Ausgabe, besorgt von PAUL STÄCKEL. Bd 1: Arithmetik u. Algebra, nebst d. 
Elementen d. Differentialrechnung. 2. Aufl. Mit 56 Fig. u. 3 Taf. — XVI + 404 
pp. 8. 1919. M. 11:— geh., M. 12: — geb. 


Arithmetik: Dezimale Zählung. Addition u. Subtraktion. Multiplik. d. ganz Zahlen. 
Division. Teilbarkeit. Grösster gem. Teiler u. kleinst. gem. Vielfaches. Primzahlen. 
Gewöhnl. Brüche. Dezimalbrüche; angenäh. Quotienten. Quadrat; Quadratwurzel. — 
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Algebra: Anwend. d. Buchstaben. Posit. u. negat. Zahlen. Anwend. d. posit. u. negat. 
Zahlen; gleichfórm. Beweg. Anfangsgründe d. alg. Rechn. Gleichungen u. Ungleichheiten 
erst. Grades. Aufgaben erst. Grades. Untersuch. d. Binoms erst. Grades; graph. Darstell. 
Gleich zweit. Grades. Aufgaben zweit. Grades. Untersuch. u. graph. Darstell. d. Verlaufs 
d. gebroch. lin. Funktion. Grundbegriffe d. Diff.-rechn. Reihen u. Logarithmen; Zinses- 
zinsen. — Lósung d. Aufgaben: Arithm. Alg. 


Britt, ALEXANDER, Das Relativitätsprinzip. Eine Einführung in die Theorie. 
3:e Aufl. (Abhandl. u. Vorträge aus d. Gebiete d. Mat., Nat.-wiss u. Tech- 
nik. 3.) — IV +48 pp. 8. 1918. M. 2: —. 


Vorw. Die Forderung. Geometrie d. Bewegung. Dynamik d. mater. Punktes. 
Einsteins Theorie d. Gravitation. 


Conn, Eurr, Physikalisches über Raum und Zeit. 3:e Aufl. (Vorträge u. Abhandl. 
aus d. Gebiete d. Math., Nat.-wiss. u. Technik. 2.) — 31 pp. 8. 1918 M. 1:20 geh. 


CzuBER, EMANUEL, Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung. Bd. 1. 4:e 
sorgfält. durchges. Aufl. — XII 4- 569 pp. 8. 1918. M. 16: — geh., M. 18: — geb. 


Entwicklung d. Zahlbegriffs. Variable. Funktionen. — Der Differentialquotient u. 
das Differential. Allgem. Sätze üb. Differentiation.  Differentialquotienten d. element. 
Funkt. Allgem. Sátze üb. d. Zusammanhang einer Funkt. m. ihrem Differentialquot. Die 
hóh. Differentialquotitenten u. Differentiale. Transformat. d. unabhäng. Variablen. — Part. 
Differentialquotienten u. Differentiale. Das totale Differential. Differentiat. zusamman- 
gesetzter u. impliz. Funktionen. Transformat. d. Variablen. — Reihen m. konstanten 
Gliedern. Reihen m. var. Gliedern. Die Formeln u. Reihen v. Taylor u. Maclaurin. 
Die elem. Funktionen einer komplex. Variablen. Die unbest. Formen. — Max. u. Minima 
d. Funkt. einer Var. Max. u. Minima d. Funkt. mehr. unabhäng. Variablen. Max. u. 
Minima v. Funkt. mehr. abhäng. Var. — Anwend. d. Differentialrechn. auf d. Unter- 
suchung v. Kurven u. Flächen: Die Tangente u. die Normale. Asymptoten. Gestalt einer 
Kurve in d. Umgeb. eines Punktes. Verhalten zweier Kurven in d. Umgeb. es. gemeinsam. 
Punktes. Länge es. Kurvenbogens. Bogendiff. Krümmung eb. Kurven. Die sing. Punkte eb. 
Kurven. Einhüllende Kurven. — Das begleit. Dreikant er. Raumkurve. Erste u. zweite 
Krümmung. Tangenten u. Tangentialebenen, Normalen u. Normalebenen er. krumm. Fläche. 
Einhüll. Flächen. Die Polarfläche er. Raumkurve. Krümmung v. Kurven auf krumm. 
Flächen. Spez. Kurven auf krumm. Flächen. 


Frickr, ROBERT, Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung und ihrer An- 
wendungen. Bd. 1: Differentialrechnung. Mit 129 Fig., 253 Aufgaben u. 
einer Formeltabelle. — XII + 400 pp. 8. 1918. M. 14: — geh.. M. 15: — geb. — 
Bd 2: Integralrechnung. Mit 100 Fig., 242 Aufgaben u. einer Formeltabelle. 
— V +413 pp. 8. 1918. M. 14: — geh., M. 15:— geb. 

1. Zahlen, Variable und Funktionen. Die Differentiation d. Funktionen einer 


Variablen. Wiederholte Differentiat. d. Funkt. einer Variablen. Die Differentiat. d. 
Funkt. mehrerer Variablen. — Methoden d. Berech. d. Funktionen: Naherungsdarstel- 
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lungen mittelst ganzer Funktionen. Konvergenz d. unendl. Reihen. Berechn. d. Extrem- 
werte d. Funkt. — Anwend. d. Differentialrechn.: Untersuchung d. ebenen Kurven. 
Untersuchung d. Flächen u. Kurven im Raume. Untersuchung d. Bewegungen. 

9. Das unbestimmte Integral. Das best. Integral. Integrationen bei mehreren 
Variablen. — Anwend. d. Integralrechn.: Geometr. Anwendungen d. Integralrechn. 
Physikal. Anwend. d. Integralrechn. Fouriersche Reihen u. harmonische Analyse. — Lósung 
v. Differentialeleichungen: Gewöhnl. Differentialgleichungen erst. Ordn. Gewöhnl. Diffe- 
rentialgleichungen höh. Ordn. Partielle Differentialgl. Komplexe Zahlen u. Funktionen. 


KOENIGSBERGER, LEO, Weierstrass’ erste Vorlesung über die Theorie der elliptischen 
Funktionen. Sonderabdr. aus d. XXV. Bde Heft 10—12 d. Jahresberichts 
d. Deut. Mathematiker-Verein. — 32 pp. 8. 1917. M. 2:40 geh. 


LrgETZMANN, W., Was ist Geld? (Math.-Phys. Bibl, hrsg. von W. LIETZMANN u. 
A. WiTTING. 30.) — 55 p. 8. 1918. M. 1:—. 


Das Geld im Einzelbesitz: Münzgeld. Papiergeld. Einnahme u. Ausgabe. Vermógen. 
— Das Geld u. der Staat: Bargeldverkehr. Bargeldloser Verkehr. Der Staat. — Das 
Geld in d. Welt: Das Währungsmetall. Arbeit u. Boden. — Lit. 


LiETZMANN, W., & Trier, V., Wo steckt der Fehler? "Trugschlüsse und Schüler- 
fehler. 2:e verm. u. verb. Aufl. Mit 29 Fig. (Math.-Physik. Bibliothek, hrsg. 
von W. LrETZMANN u. A. Wirrine. 10.) — IV +53 pp. 8. 1917. M. 1: — geb. 


Luckey, P., Einführung in die Nomographie. T. 1.: Die Funktionsleiter. Mit 24 
Fig. (Math.-Physik. Bibliothek, hrsg. von W. LIETZMANN u. A. WirTING. 
28.) — IV +43 pp. 8. 1918. M. 1:— geh. 


Die Kunst, Rechnungen zu vermeiden. Die Doppelleiter als Darstell. einer Funkt. einer 
Veränderl. Einf. Leitern. Die logarithm. Leiter. Der Grundgedanke d. Rechenschieber. 


MAENNCHEN, PHILIPP, Geheimnisse der Rechenkünstler. 2:e Aufl. (Math.-Physik. 
Bibliothek, hrsg. von W. LiETZMANN u. A. WirTING. 13.) — 50 pp. 8. 1918. 
M. 1:— geh. 


MÜLLER, Exrz, Lehrbuch der darstellenden Geometrie für Technische Hochschulen. 
Bd 1. 2:e Aufl. — XIV +370 pp. 8. 1918. M. 16 geh. —; M. 18: — geb. 


Einleit. Unendlich ferne (od. uneigentliche) Elemente. Bezeichn.-weise u. Abkür- 
zungen. — Abbild. durch zugeordn. Normalrisse: Benennungen u. Sätze üb. zugeordn, 
Normalrisse. Seitenrisse. Drehungen. Das Weglassen d. Rissachsen. Die Grundaufgaben 
üb. Lagenbeziehungen. Schattenbestimm. f. ebenfläch. Körper in zugeordn. Normalrissen. 
Affinität. Massaufgben. — Kurven u. Flächen. Lösung sie betreff. Aufg. in zugeordn. 
Normalrissen: Allgem. üb. Kurven. Allgem. üb. krumme Flächen. Kurven zweit. Ordn. 
Kegel- u. Zylinderflächen, allgem. abwickelbare Flächen. Kugelfläche. Drehflächen. Schraub- 
tlächen. Windsehiefe. u. graph. Flächen. Sachverzeichn. Namenverzeichn. 
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NEUENDORFF, R., Praktische Mathematik. T. 2.: Geometrisches Zeichnen. Projek- 
tionslehre. Flächenmessung. Kórpermessung. (Aus Natur u. Geisteswelt., 
Bd 526.) — 104 pp. 8. 1918. M. 1:50 geb. 


SALMON, GEORGE, Analytische Geometrie der Kegelschnitte. Nach d. freien 
Bearb. von WILHELM FIEDLER neu hrsg. von FRIEDRICH DINGELDEY. 7:e 
Aufl. T. 2. — X +445 pp. 8. 1918. M. 13: — geh.; M. 14: — geb. 


Lineare Systeme von Kegelschnitten. Projekt. Eigenschaften d. Kegelschnitte. Be- 
sond. homogene Gleichungsformen zweit. Grades. Die allgem. homog. Gleichung zweit. 
Grades. Invarianthentheorie d. binàren Formen. Invariantentheorie d. Kegelschnitte. 
Analyt. Grundlagen d. Metrik. Von d. reziproken Verwandtschatten. Von d. Methode 
d. Projektion. Literaturnachweis. Nachträge u. Bericht. 


SCHUDEISKY, A., Projektionslehre. Die rechtwinklige Parallelprojektion u. ihre 
Anwend. auf d. Darstellung technischer Gebilde nebst einem Anhang üb. d. 
schiefwinkl.. Parallelprojektion in kurzer, leicht fasslicher Behandlung für 
Selbstunterricht u. Schulgebrauch. (Aus Natur u. Geisteswelt Bd. 564.) — 
83 pp. 8. 1918. M. 1:50 geb. 


SERRET-SCHEFFERS, Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung. Ursprüngl. 
Übersetzung des Lehrbuches von J. A. SERRET, seit der dritten Aufl. gänzlich 
neu bearbeitet von G. SCHFFFERS. 6. u. 7. Aufl. Bd. 1: Differentialrechnung. 
Mit 70 Fig. XVII + 670 pp. 8. 1915. geh. M. 13: —; geb. M. 14: —. 


Einleit. Begriffe: Vou d. Zahlen. Von d. Funktionen. Der Begriff d. Grenze. 
Die Begriffe + c und — o. Stetigkeit. Das Rechnen m. Grenzwerten. — Differen- 
tialquotient einer Funkt. v. einer Veränderl.: Die abgeleit. Funkt. Differentiation ent- 
wickelter algebr. Funktionen. Anwend. Differentiat. v. zusammengesetzt. Funktionen. 
Differentiat. d. Logarithmus u. d. Exponentialfunkt. Differentiat. d. Kreisfunkt. Differentiat. 


d. unentwickelten Funkt. — Höhere Differentialquotienten, partielle Diff.-quot. u. voll- 
ständige Differentiale. — Differentiat. unentwickelter Funktionen: Unabhängigkeit v. 


Funkt. u. Gleichungen. Ableitungen u. Differentiale unentwickelt. Funkt. Die Elimination 
willkürlicher Konstanten. Die Eliminat. willkürl. Funkt. Einführung v. neuen Veränderl. 
— Entwicklung d. Funkt. in Potenzreihen: Über unendl. Reihen überhaupt. Der Tay- 
lorsche Satz für Funkt. v. einer Värenderl. Reihenentwicklungen spez. Funktionen. Rei- 
henentwickl. nach posit. u. negat. Potenzen. Bestimm. v. Grenzwerten. Der Taylorsche 
Satz f. Funkt. v. mehrer. Värenderl. — Theorie d. Maxima u. Minima: Funktionen 
v. einer Veränderl. Anwend. Funkt. v. mehrer. Veränderl. Anwend. — Theorie d. ebenen 
Kurven: Kurve, Tangenten u. Normalen. Homogene Koordinaten. Singuläre Punkte. 
Differentialquotient d. Fläche u. d. Bogenlänge. Krümmung d. eben. Kurven. Polarko- 
ordinaten. Einhüllende Kurven. Oskulierende Kurven. — Anwendungen d. Theorie d. 
eben. Kurven: Die Fläche u. das Bogenelement d. Kegelschnitte. Krümmung d. Kegel- 
schnitte. Die gemeine Zykloide. Epi- u. Hypozykloide. Einige and. bemerk.-werte Kurven. 
— Theorie d. Raumkurven wu. Flächen: Tangenten. u. Normalen. Bogenelement einer 
Raumkurve. Torsion er. Raumkurve. Einhüllende Flächen. Polarfläche, Evoluten u. Evol- 
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venten. Berührung höher. Ordn. zwischen Kurven u. Flächen. — Flächenkurven u. 
Flächenfamilien: Die Krümmungsradien es. Flächenpunktes. Die Dupinschen Indikatrizen. 
Hauptkrümmungsradien u. Krümmungsmass er. Fläche. Dreifache orthogon. Flächensy- 


steme. Höhen- u. Fallkurven. Flächenfamilien. — Element. Funktionen einer komplexen 
Veränderlichen: Allgem. üb. komplexe Zahlen. Unendl. Reihen. m. kompl. Gliedern. 
Analyt. Funkt. Einige besond. Funkt. — Theorie d. Partialbruchzerlegung: Existenz d. 


Partialbruchzerleg. Ausführung d. Partialbruchzerleg. Reelle Partialbruchzerlegung. — 
Geschichtliche Anm. Sachreg. Derichtigungen. 


STOLZ, Orro, & GMEINER, J. A., Theoretische Arithmetik. 1. Abt.: Allgemeines. 
Die Lehre von den rationalen Zahlen. 2:e Aufl. umgearb. von J. ANTON GMEINER, 
(Dritte Aufl. der Abschnitte I—IV des 1. Teiles d. Vorles. üb. Allgem. Arith- 
metik von O. Srorz.) (B. G. Teubners Samml. von Lehrbüchern . .. d. math. 
Wiss., Bd. IV, 1.) — VI+148 pp. 8. 1911. geb. M. 5:20. 


Einleit. Begriff d. Grósse u. Zahl. Die natürl. Zahlen. Analyt. Theorie d. rational. 
Zahlen: Theorie d. Rechengesetze. Die ration. Zahlen. — Synthetische "Theorie «d. 
rational. Zahlen. Die systemat. Brüche. Übungen. Sachenreg. 


TrwERDING, H. E., Der goldene Schnitt. Mit 16 Fig. (Math.-Physik. Bibliothek, 
hrsg. von W. LIETZMANN u. A. WITTING. 32.) — 57 pp. 8.1919. M. 1: — geh. 


WIELEITNER, H.: Der Begriff der Zahl in seiner logischen und historischen Ent- 
wicklung. 2:e durchges. Aufl. 5. bis 8. Tausend. Mit 10 Fig. (Math.-Physikal. 
Bibliothek, hrsg. von W. LrgTZMANN u. A. WITTING. 2.) — 58 pp. 8. 1918. 
M. 1:— geh. 


Die natürl. Zablen u. die Null. Die negat. Zahlen. Die Brüche. Die Irrational- 
zahlen. Die imag. Zahlen. Weiterführ. Literatur. Index. 


Vandenhoeck & Ruprecht. 
Göttingen. 

GRELLING, KURT, Die philosophische Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
— 36 pp. 8. 1910. M. 1:70. (Sonderabdr. a. d. Abhandl. d. Fries’schen 
Schule, N. F., Bd 3., H. 3.) 

Das Problem. Der Gegenstand d. Wahrscheinlichkeitsurteile. Philos. u. mathemat. 
Wahrscheinlichkeit. Das Mass d. Wahrscheinlichk. Die Grundsätze d. Wahrschein- 
lichkeitsrechnung. 


KoWALEWSKY, MicHAEL, Über die Antinomienlehre als Begründung des trans- 
zendentalen Idealismus. — 72 pp. 8. 1918. M. 2:40. (Sonderabdr. a. d. 
Abhandl. d. Fries’schen Schule, N. F., Bd 4., H. 4.) 


Einleit. Allgemeines üb. d. transzendentalen Idealismus u. d. Antinomienlehre 
als seine Begründung. Kritik d. Kantischen Antinomien. Kritik d. späteren Beweise 
d. transzendent. Idealismus. Zwei Beweise d. Idealität d. Zeit. Schluss. Üb. einige 
Versuche, die Antinomien v. Standpunkte d. transzendent. Realismus aufzulösen. 


Bibliographie. 15 


Friedrich Vieweg & Sohn. 
Braunschweig. 


ErwsTEIN, A, Über die spezielle und die allgemeine Relativitätstheorie, gemein- 
verständlich. (Sammlung Vieweg, Tagesfragen aus d. Gebieten d. Naturviss. 
u. d. Technik. H. 38.) — IV +70 pp. 8. 1917. M. 2: 80 geh. 
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SUR L'INTÉGRALE DE LEBESGUE. 


Pax 
FRÉDÉRIC RIESZ 


à Korozsvir. 
(Extrait d'une lettre à M. G. MrrrAG-LEFFLER.) 


L'été dernier, quand nous parlions des idées de M. LEBESGUE, vous m'avez 
aimablement invité à vous donner, pour les Acta mathematica, quelques détails 
au sujet d'une note que j'ai publiée antérieurement (Comptes rendus, le 4 mars 
1912) et dans laquelle j'ai indiqué comment je m'imagine l'introduction de l'inté- 
grale indépendamment de la théorie de la mesure. Les voilà; mais avant tout, 
permettez-moi de vous rappeler que ce n'est pas moi le premier qui ai tâché de 
refondre l’œuvre admirable de M. LEBESGUE, que c'était plutôt la lecture d'une 
note de M. BoREL sur ce sujet (Comptes rendus, le 12 février 1912) qui m'a 
donné l’occasion d'exposer mes idées sur la méme question. Depuis-là, peu après, 
M. BoREL a développé sa méthode dans un mémoire détaillé qu'il faisait paraître 
dans le Journal des mathématiques (6° série, t. 8, p. 159). En étudiant ce 
mémoire, je vois de nouveau que le point de vue que j'adopte différe beaucoup 
de celui de M. BorEL; moi, je tiens à définir l'intégrale aussitôt que possible, 
pendant que M. BoREL commence par introduire la mesure, seulement que, au 
lieu de la définir suivant M. LrnBEsGUE, il se sert de la définition qui est son 
propre et qui conduit aux ensembles moins généraux que l'on appelle, avec 
M. LEBESGUE, les ensembles mesurables B. Sans doute, cette définition a ses 
avantages quand il s'agit de certaines questions délicates, comme par exemple 
dans l'étude approfondie des ensembles de mesure nulle; mais on ne doit pas 
oublier que le grand mérite de la théorie de M. LEBESGUE consiste en ce qu'elle 
est compréhensive sans être sensible, c'est à dire qu'elle permet d'ajourner les 
questions délicates sans les abandonner. A cet égard, je dois préférer une 
autre idée de M. BoREL (Comptes rendus, le r4 et le 28 février 1910) dont 
jai pris connaissance seulement aprés la publication de ma note; elle consiste à 


192 Frédéric Riesz. 


définir l'intégrale en négligeant d'abord un nombre fini ou une infinité d'inter 
valles dont Ja somme est arbitrairement petite et puis faire tendre cette somme 
vers zero. I] faut regretter que M. BoREL ne continuait pas de développer cette 
idée féconde, sur laquelle on pourrait baser effectivement une théorie élémentaire 
telle que je l'ai en vue; d’ailleurs, l'idée fut reprise récemment avec succès par 
M. Hauw (Monatsberichte f. Math. u. Phys., 1915, p. 3). Une autre définition 
où la mesure n'intervient pas, est due à M. PERRON (Sitzungsberichte, Heidel- 
berg 1914, 14. Abh.); il s'y agit d'une généralisation très subtile, mais un peu 
artificielle, de l'idée classique d'envisager l'intégration comme l'inverse de la 
différentiation. Enfin, je me rappelle d'avoir parcouru incidemment, pendant 
mon dernier séjour à Stockholm, une note de M. Youne sur le méme sujet qui 
est imprimée dans les Comptes rendus de 1915 ou de 1916; malheureusement, à 
cause de la guerre, ces Comptes rendus ne se trouvent pas actuellement à notre 
bibliothéque. 

Dans ce qui suit, je ne parlerai que des fonctions d'une seule variable; 
mais j'ajoute que, pour l'intégration des fonctions à plusieurs variables, on n'aura 
presque rien à changer. 


I. 


En commencant d'exposer ma méthode, il me faut tout de suite avouer que 
je n'ai pas l'intention d’écarter complètement la mesure. Au contraire, le point 
le plus essentiel de ma méthode consiste à faire intervenir dés le commencement 
une classe particulière d'ensembles mesurables, savoir les ensembles de mesure 
nulle. On y entend, d’après M. LzeBrsavE, les ensembles qu'on peut enfermer 
dans un nombre fini ou une infinité dénombrable d'intervalles de maniére que 
la somme: des longueurs soit arbitrairement petite. Il découle immédiatement 
de cette définition que tout ensemble compris dans un ensemble de mesure nulle 
est lui-même de mesure nulle et que la somme d'un nombre fini ou d'une infinité 
dénombrable de tels ensembles, c'est à dire l'ensemble que l’on obtient en les réunis- 
sant, Vest aussi. En particulier, chaque ensemble fini ou dénombrable de points 
est de mesure nulle. 


C'est tout ce qu'il nous faudra savoir sur ces ensembles particuliers. 


2. 


Envisageons maintenant une infinité dénombrable d’ensembles E,, E,,..., 
appartenant à l'intervalle ab et formé chacun d'un nombre fini d'intervalles 
que l'on peut supposer de ne pas empiéter les uns sur les autres. Désignons par 
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I, la longueur totale de l'ensemble Z, — on pourrait aussi l'appeler mesure de 
E, — c'est à dire la somme des longueurs des intervalles dont il se compose, 
De plus, considérons l'ensemble Z* des points communs à une infinité d'entre 
les ensembles Z,. Je dis que E* me peut être de mesure nulle que si l, — o. 

Pour le voir, considérons d'abord le cas particulier où chaque ensemble Z, 
contient tous les suivants. Dans ce cas, la suite des /, étant décroissante, elle 
tendra vers une limite déterminée positive ou zéro, et pour voir que c'est précisé- 
ment vers zéro qu'elle tend, il suffit de montrer que l'hypothése que /; > Ó > o, pour 
tous les n, aboutit à une contradiction. Or, l'ensemble Z* étant de mesure 
nulle, il peut étre enfermé dans un nombre fini ou une infinité dénombrable 
d'intervalles tels que leur somme soit inférieure à à et on pourra aussi s'arranger 
que chaque point de Z* soit intérieur à un au moins de ces intervalles; en effet, 
on pourrait, s'il était nécessaire, dilater tous les intervalles sans que leur somme 
cesse d’être inférieure à 0. Ces intervalles ne recouvriront complètement aucun 
des ensembles Z,, puisque dans le cas contraire il existerait d'aprés un théoréme 
bien connu de M. Bonzr, un nombre fini d'entre eux ayant la méme propriété; 
mais c'est impossible, leur somme étant inférieure à à et la longueur totale de 
E, y étant supérieure. C'est à dire que, en excluant de E,„ les points intérieurs 
aux intervalles où nous avons enfermé l'ensemble #*, il reste encore un certain 
ensemble fermé E„. Or, les ensembles fermés Z, dont chacun contient les 
suivants, admettent au moins un point compris dans chacun d'eux; ce point 
étant compris dans tous les Z,, il l’est aussi dans E*; mais, d'autre part, en 
définissant les ensembles Z,, nous avons supprimé tous les points de E*. Voici 
la. contradiction annoncée. 


, 3: 
Allons maintenant au cas général! Si les /,, ne tendaient pas vers zéro, il 
existerait une infinité d'ensembles Z, dont les longueurs totales /, surpasseraient 
une certaine quantité à o. Alors en désignant par #,, l'ensemble qu'on obtient 


en réunissant les ensembles Hm, Emi, ..., E, (m € n) et par /7, la longueur totale 
de cet ensemble, on aurait aussi, pour m quelconque et pour n suffisamment 


grand /5,» 0. C'est à dire que, en désignant par /,, la limite de la suite croissante 
Un (m fixe, n— o), on aurait 4, » 0 pour tous les m. 
Soit « une quantité positive inférieure à d, d'ailleurs quelconque, et choisissons 


successivement les indices n,<n,<n,... de sorte qu'on ait pour tous les m 
€ 
n. 
ve > dn esa 


Acta mathematica. 42. Imprimé le 6 septembre 1919. 
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Désignons par Z^" la partie commune des ensembles E7, E7,..., E°" et par 


I) la longueur totale de KW. Je dis qu'on a 
jm > ó—«s 


et cela pour tous les m. Cette inégalité suit immédiatement, à plus forte raison, 
de l'inégalité plus précise 
I 
(m) hog xe 
[m > Am e(r =) 
que nous allons vérifier par récurrence. En effet, comme I) — 7”, l'inégalité 
est vraie, par hypothèse, pour m — 1; supposons qu'elle le soit encore pour m — 1; 


il faut montrer qu'elle subsiste pour m. Or, l'ensemble EC" est la partie com- 
mune de Em= et de E?" pour lesquels on a, par hypothèse, 


: I ; 
(m —1) x piat CA Am ot es 
l > hms € (: si 4 ln > ^m 2m 
et qui sont tous les deux compris dans l'ensemble E77", dont la longueur totale 
ne dépasse pas la limite 4,-_1. Par conséquent on a 


4 I a 3 " T: 
Jem) > mn + lm — à, a ln à — 8 I = Exi FE indie (r- EN : 


ce qu'il fallait montrer. 

L'inégalité que nous venons de démontrer, indique que les longueurs totales 
Im) des ensembles E? dont chacun contient les suivants, restent supérieures à 
une quantité d' — à — £» o; d'autre part, l'ensemble des points communs à tous 
les EC"? étant compris dans £*, sera de mesure nulle, mais ce sont précisément 


les hypothèses correspondant au cas particulier déjà traité et qui nous ont 
conduit à une contradiction. 


4- 

Le résultat que nous venons d'obtenir, suffit complétement pour introduire 
l'intégrale, et c'est seulement pour éviter double emploi que je fais déjà iei une 
remarque qui nous sera essentielle dans la suite; il s'y agit de ce que j'ai dé- 
montré, en réalitó, un peu plus que le fait annoncé. En effet, aprés avoir 
déduit de l'hypothèse que J, ne tend pas vers zéro, l'inégalité 4,, > à, j'ai fait 
voir comment cette inégalité aboutit à une contradiction, sans qu'il nous aurait 
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fallu retourner à l'hypothèse faite. C'est à dire que nous avons démontré, en 
réalité, que l'hypothèse que l'ensemble H* soit de mesure nulle, entraîne la relation 


Àm — 0 (m — o), 
ou bien, ce qui revient au méme, la relation 
nn 
Im—o (m— ©, n— o); 


cette relation comprend, pour m — », la relation „—o. (D'ailleurs, on aurait pu 
aussi déduire la relation /5,— 0 de cette dernière relation bien qu'elle ait une 
forme plus particulière; en effet, l'hypothèse faite sur la suite (£,; est également 
remplie pour toutes les suites (Z7,j.) 

Ces résultats s'étendent presque immédiatement à un tableau infini à double 
entrée (E;;?; on aura seulement à préciser le sens qu'il faudra donner aux nota- 
tions E*, Em, l5 et Am. Quant à l'ensemble E*, convenons qu'il soit formé des 
points appartenant à une infinité d'entre les ensembles Z;;, en exigeant de plus 
que tous les deux indices croissent indéfiniment. C’est à dire que les points de 
E* sont caractérisés par le fait que pour m quelconque et pour chaque point 
appartenant à E*, il existe des ensembles Z;; avec 7 » m, k ^ m qui le contien- 
nent. Par Z%, nous. entendrons l'ensemble formé en réunissant tous les ensembles 
Erli=m,...,n; k—m,...,n); Up est la longueur totale de E7, et dm désigne la 
limite de 7, quand n va à l'infini. Ces conventions faites, les raisonnements du 
numéro précédent s'appliquent entiérement au cas considéré et fournissent des 
résultats analogues à ceux que nous venons d'obtenir. 

Je vais énoncer nos résultats sous la forme que j'en aurai besoin, la rela- 
tion particulière 7, — o pour le cas d'une suite et la relation plus générale /7, — o 
pour le cas du tableau. 

Lemme particulier: Étant donnée une infinité denombrable d’ensembles E,, 
E,,..., compris dans le méme intervalle et formé chacun d'un nombre fini d'inter- 
valles, soient L,, L,, . . . leurs longueurs totales et soit E* l'ensemble des points apparte- 
nant à une infinité d'entre eux. Si l’ensemble E* est de mesure nulle, on a, n 
allant à l'infini: 


l,— 0. 


Lemme général: Étant donné un tableau à double entrée {E;x} d'ensembles du 
type considéré, soit E* l’ensemble des points tels que, pour chaque point et pour 
chaque nombre m, il existe des ensembles Ej, avec i >m, k> m qui le contiennent; 
de plus, soit E», l'ensemble formé en réunissant les ensembles Ej; (1, k —m, m4 1, ..., n) 
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et soit lj, sa longueur totale. Si l'ensemble E* est de mesure nulle, on a, m et n 
allant à l'infini: : 
0; 

Bien entendu, ces deux-lemmes sont compris dans des théorèmes connus 
appartenant à la théorie générale de la mesure; ainsi, par exemple, le premier 
est compris dans un théorème de M. BorREL (Comptes rendus, le 17 décembre 
1903), mais il peut aussi être regardé comme cas particulier du théorème fonda- 
mental de M. LEBEsSGUE concernant l'intégration terme à terme des suites bor- 
nées. Pour nous, il s'agissait seulement d'établir ces lemmes indépendamment 
de la théorie générale. D'ailleurs, quant au premier lemme, il fut. déjà établi 
avant LEBESGUE par ARZELÀ pour le cas particulier où il n'y a aucun point 
appartenant à l'ensemble £* (Memorie Ist. Bologna 1899, p. 131). à 


5. 

Pour définir l'intégrale, je commence par les fonctions particuliéres appelées 
fonctions simples et. définies comme il suit: on partage l'intervalle ab (a <b) en 
un nombre. fini de segments et on fait correspondre à chaque segment une 
quantité constante; quant aux points de division, on y peut attacher des valeurs 
queleonques; d'ailleurs, ces derniéres n'importent pas au point de vue de l'inté- 
gration, Pour ces fonctions simples, on définira l'intégrale comme d'ordinaire 
en ajoutant les produits de chaque segment et de la valeur correspondante. - 

Soit. maintenant. (q,(x)) une suite infinie de fonctions simples, bornées dans 
leur ensemble et tendant presque partout, c'est-à-dire sauf peut-élre pour un ensemble 
de mesure nulle, vers une fonction limite f(x). Je dis que les intégrales des q,(x) 
tendent vers une valeur limite et que cette limite est toujours la méme pour deux 
suites tendant vers la méme fonction f(x). Pour le voir, considérons d'abord le 
cas particulier où f(x)— o sur tout l'intervalle. Désignons par Z, l’ensemble 
formé par les intervalles où [g,(x)|>+, & étant une quantité positive arbitraire- 
ment choisie, et soit Jn la longueur totale de cet ensemble. Les fonctions qux) 
étant bornées dans leur ensemble, leur module reste inférieure à une constante 
G. Alors le module de l'intégrale de q, (x) sera inférieure à 


L, G 4 £(b—a), 


et comme les hypothéses de notre lemme particulier sont remplies pour les en- 
sembles E,, la quantité 7, tend vers zéro. C'est-à-dire que, pour n suffisamment 
grand, l'intégrale de q,(x) sera, en valeur absolue, inférieure à la quantité ar- 


c : - ma » I 
bitrairement petite e(b—a). Donc lintégrale tend vers zéro avec -* 
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Le cas général se ramène immédiatement au cas particulier que nous venons 
de considérer, et celà en remarquant que, dans le cas général, ce sont les suites 
{Pm(X) — Pn(x)} qui tendent presque partout vers zéro; m et » y peuvent aller 
à l'infini de toute sorte possible, indépendamment l’un de l’autre. On en con- 
clut, en appliquant le résultat particulier établi, que la différence des inté- 
grales de Pm et de Y„ tend aussi vers zéro et il s'en suit, d’après le critère 
général de Caucay, que lintégrale de y, tend vers une limite déterminée. 
Quand il s'agit de deux suites distinctes {p,} et {p',} tendant presque partout 
vers la méme fonction f(x), on n'aura qu'à appliquer le méme raisonnement à 
la suite (pn — Y'n); on en conclut que les intégrales des y, et des g', tendent 
vers la méme limite. 

Aprés le résultat que nous venons d'établir, la définition de l'intégrale est 
immédiate. Appelons fonction sommable toute fonction f(x) du type considéré, c est- 
a-dire qui est la limite — presque partout — d'une suite bornée de fonctions sim- 
ples n(x). Comme valeur d'intégrale, nous y attachons la limite de l'intégrale des 
(a (x); d’après ce que nous venons de voir, cette limite existe et elle est parfaitement 
déterminée par la fonction f(x), indépendamment du choix particulier de la suite 
approchante. 


6. 


On pourrait étre tenté d'appliquer le méme procédé une seconde fois, en 
espérant de définir ainsi l'intégrale pour une classe de fonctions plus large. Je 
dis que le procédé ne fournira rien de nouveau. D'une façon précise, je dis que 
la fonction limite d'une suite bornée de fonctions sommables qui converge presque 
partout, est elle-même une fonction sommable et que, de plus, la suite peut étre 
intégrée terme à terme. 

Démontrons d'abord le lemme suivant, qui n'est qu'un cas particulier d'un 
théorème important de M. Ecororr (Comptes rendus, le 30 janvier 1911): Si une 
suite {p,(x)} de fonctions simples converge presque partout dans l'intervalle ab, on 
peut enlever de cet intervalle un système (fini ou dénombrable) d'intervalles tels que 
leur somme soit aussi petite que l'on veut, el que d'autre part, la convergence devienne 
uniforme sur l'ensemble qui reste. 

Pour le voir, soient e une quantité positive arbitrairement petite et p un 
nombre entier positif, d'ailleurs quelconque, et désignons par Z;; l’ensemble où 


|p:(2) — qux) E. Les gy tendant presque partout vers une limite déterminée, 


l'ensemble E* correspondant au tableau (Z;;; sera de mesure nulle; car les points 
où les p convergent n'y appartiennent pas. Il s'en suit, d’après notre lemme 
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Alle . . . . . € 
général, que /7, —0; donc il y a un premier indice m, tel qu'on ait 77, <—, pour 


m=m, et pour tous les » 7 m5. Considérons le système d'intervalles que l'on 


définira en prenant d'abord les intervalles dont se compose l'ensemble £7; = Emm, 
. Ó 1 a : 
puis les intervalles formant l'ensemble Z7 *'— E, puis ceux formant l'ensemble 


E**—— E';*! et ainsi de suite. En prenant un nombre fini quelconque de ces 


intervalles, ils seront compris, pour z suffisamment grand, dans l’ensemble E7, 
et comme ils n'empiétent pas les uns sur les autres, leur somme ne surpassera pas la 


longueur totale /7, de cet ensemble. C’est-a-dire que, pour m= m,, la somme de 
tous les intervalles choisis sera inférieure à zs D'autre part, ces intervalles ren- 


ferment tous les ensembles Ej; tels que 4 » mp, k> m,. Faisons maintenant par- 
courir à p tous les entiers positifs, en gardant la méme quantité donnée ¢; la somme 


: C EHRE 
des intervalles correspondants sera inférieure à sh gto se se Excluons tous ces 


intervalles; sur l'ensemble qui reste, la convergence des y, vers leur limite sera uni- 
forme. En effet, on y a Hit) — gale) <5 pour tous les 2, k> mp. 


Voilà une conséquence immédiate du lemme établi. Soit {y,(x)} une suite 
bornée de fonctions simples, convergeant presque partout vers la fonction f(x), 
et soit « une quantité positive arbitrairement donnée. Sans restreindre la géné- 
ralité, on peut admettre que les y, soient comprises entre les bornes supérieure 
et inférieure de f(x); s'il n'en était pas ainsi, on remplacerait la valeur de mp, (x), 
partout où elle surpasse la borne supérieure de f(x), par cette borne elle-même 
et on ferait la modification analogue pour la borne inférieure, Cela étant, en- 
levons de l'intervalle ab un système d'intervalles dont la somme <e et tels que 
la suite converge uniformément sur l'ensemble qui reste. Alors on aura sur cet 
ensemble et pour x» suffisamment grand |f(x)— q4,(x)|« s. D'autre part, comme 
il est permis d'intégrer terme à terme, Ja différence des intégrales de f et de y, 
sera aussi, pour » suffisamment grand, aussi petite qu'on voudra, par exemple 
<e. C'est-à-dire quon peut, pour chaque fonction sommable f(x), choisir une 
fonction simple p(x) de sorte qu’elle soit comprise entre les deux bornes de f(x), que 
de plus la différence des intégrales de f(x) et de p(x) soit inférieure à & et enfin 
que la différence elle-même des deux fonctions soit inférieure à &, sauf peut-être 
pour wn ensemble de points que l’on peut enfermer dans des intervalles dont la 
somme est inférieure à e. 

Pour démontrer maintenant le théorème annoncé, soit {/,(x)} une suite 
bornée de fonctions sommables, tendant presque partout vers la fonction g(x). 
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Faisons correspondre à chaque fonction f,(x) une fonction simple y, (x) d’après 


; AWO I 
la loi que nous venons d'établir, en y posant e— —. 


sn’ Je dis qu'on a, presque 


partout. f;(x)— q&(x)— o. En effet on peut, pour chaque indice n, enlever de 


: N : I 
l'intervalle ad un système d'intervalles dont la somme <~—, de sorte que, sur 
2 


l'ensemble qui reste, on ait [ fn (22) — ne) <= Enlevons les intervalles corres- 


I 


N I 
pondant à n—k+1, k+2,.. Eri Es: 


.; leur somme sera inférieure à + 
I 


X. 3 


Sur l'ensemble qui reste on aura pour tous les n, à partir den — E 4 rz, 


I ; ; arse 

| fn(%) — Pn(x) |< Sn’ Par conséquent, fn(%) — pn(x) y tend vers zéro. C'est-à-dire 
que les points où cette différence ne tend pas vers zéro, peuvent être enfermés 
dans des intervalles dont la somme est inférieure à Er et comme £ est arbitraire 


cette somme peut être rendue arbitrairement petite. Par conséquent, ces points 
d'exception, s'il en existe, forment un ensemble de mesure nulle. Il s'en suit 
que les y, tendent presque partout vers la méme limite que les f,, savoir vers 
g(x). De plus, les q,(x) restant par hypothèse entre les mêmes bornes que les 
fr(z), ils sont bornés dans leur ensemble. Done g(x) est la limite, presque 
partout, d'une suite bornée de fonctions simples; elle est par conséquent sommable. 
Enfin, son intégrale est la limite des intégrales des q,(x), ou bien, ces intégrales 


; A EE \ \ er ELA 0 
étant égales, a pn Près, à celles des f,(x), ces dernières intégrales tendent aussi 


vers l'intégrale de g(x). Le théorème annoncé est done démontré. 


7e 

Jusqu'ici il s'agissait toujours des fonctions sommables bornées; pour arriver 
aux fonctions sommables non bornées, on pourrait, au lieu d'exiger de la suite 
(ya (x)) d'être bornée, faire quelque autre hypothèse plus générale; en tout 
cas, il faudrait choisir cette hypothése de sorte qu'on puisse en conclure la 
convergence des intégrales. Voilà une telle hypothése: supposons que l'intégrale 
de p(x), prise sur un nombre fini d'intervalles dont la longueur totale est 
suffisamment petite, soit elle-méme aussi petite que l'on voudrait et cela indé- 
pendamment de n. Sous cette hypothèse, les raisonnements faits pour les suites 
bornées s'appliquent presque sans modification et conduisent précisément à toutes 
les fonctions sommables au sens de LEBESGUE. Cependant, du moins à première 
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vue, l'hypothèse proposée pourrait paraître un peu artificielle, et il me semble 
plus naturel d'aller une voie qu'on a suivi déjà bien des fois quand il s'agissait 
d'étendre l'intégrale à des fonctions non bornées. Tout d'abord, introduisons 
les fonctions mesurables; nous appelons ainsi chaque fonction f(x), bornée ou non, 
qui est la limite — presque partout — d'une suite, bornée ou non, de fonctions 
simples. Lorsque la fonction mesurable f(x) est bornée, elle est aussi sommable; en 
effet, si la suite correspondante 1g, (x); n'était pas bornée, on pourrait la modifier, 
comme nous venons de voir, en remplaçant la valeur de q,(z), partout où elle 
ne serait pas compris entre les deux bornes de f(x), par la borne plus proche. 
Done chaque fonction mesurable et bornée est sommable; inversement, à plus 
forte raison, chaque fonction bornée et sommable est mesurable. Lorsque la 
fonction mesurable f(x) n'est pas bornée, désignons par f(x; c, d), où c € d, la 
fonction égale à f(x) partout où c € f(x) <d, égale à c partout où f(x) € c et à 
d partout où f(x) ^d. Soit (9, (v); une suite de fonctions simples tendant presque 
partout vers f(x); alors les fonctions correspondantes q;(x;c,d) formeront une 
suite bornée de fonctions simples qui tend presque partout vers f(x; c,d). Par 
conséquent, la fonction bornée f(x; c,d) sera sommable. Cela étant, faisons 
tendre c vers — c» et d vers +» et cela de toutes les manières possibles; si alors 
l'intégrale de f(x; c, d) tend toujours vers la méme limite finie déterminée, nous 
attacherons cette limite comme valeur d'intégrale à la fonction f(x) et nous 
convenons de dire que la fonction non bornée f(x) est sommab'e. On voit 
aisément qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi, 
consiste en ce que l'intégrale de /(x;c,d) soit une fonction bornée des para- 
métres c et d. 

Posons en particulier c — o ou d=o; il s'en suit que la partie posi- 
live et la partie négative d'une fonction sommable sont aussi sommables et que, 
par conséquent, le module |f(x)| Vest aussi; inversement, lorsque pour une fonc- 
tion mesurable f(x), le module |f(x)| est sommable, la fonction elle-même est aussi 
sommable. : 

Il sera bien de fois. utile de voir si une fonction est mesurable, avant de 
s'occuper. de la question si elle est sommable. On a évidemment les règles 
suivantes qui découlent immédiatement de la définition: la somme, la différence, 
le produit et dans le cas où le diviseur ne s'annule pas, le quotient de deux 
fonctions mesurables le sont également. Mais il y a plus: la limite d'une suite de 
fonctions mesurables qui converge presque partout, sera elle-même une fonction mesu- 
rable. Ce fait ressort des raisonnements du numéro précédent qui se simplifient 
méme, puisque maintenant n'interviennent plus les hypothéses dont on avait 
besoin pour intégrer terme à terme. 
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8. 


Les propriétés principales des fonctions sommables découlent, grâce aux 
définitions données, presque immédiatement, par passage à la limite, des proprié- 
tés analogues des fonetions simples; permettez que je n’entre pas dans les détails. 
Je me contente d’indiquer que, entre autres, la somme et la différence de deux 
fonctions sommables le seront aussi et que leurs intégrales s’obtiennent par addi- 
tion et par soustraction des intégrales relatives aux deux fonctions, que de plus 
le produit de deux fonctions sommables dont l’une est au moins bornée, est 
aussi sommable, enfin que f(x) étant sommable dans deux des intervalles 
ab, bc, ac (a «b «c), elle le sera aussi dans le troisième et que l'intégrale prise 
sur ac est la somme des deux autres. Cela suffit pour pouvoir dire quelques 
mots sur la mesure des ensembles. Vous savez certainement comment on peut 
définir la mesure aprés avoir introduit l'intégrale: soit E un ensemble et soit 
f(x) la fonction égale à 1 pour les points x appartenant à cet ensemble et égale 
à o ailleurs. Si la fonction f(x) est mesurable et par conséquent sommable dans 
un intervalle queleonque contenant Z, elle l'est évidemment dans chaque inter- 
valle et son intégrale est la méme sur tous les intervalles qui contiennent Z. 
Alors nous dirons que l'ensemble Æ est mesurable et nous y attacherons comme 
mesure m(#) la valeur de l'intégrale considérée. À chaque ensemble mesurable 
correspond de cette facon une certaine fonction sommable caractéristique ne 
prenant que les valeurs o et r, et en appliquant à ces fonctions les résultats 
trouvés, on aura les théorémes principaux sur la mesure. Ainsi par exemple, 
désignons par f(x), fn(x) les fonctions caractéristiques qui correspondent aux en- 
sembles #, E, et pour fixer les idées, supposons que tous ces ensembles soient 
compris dans l'intervalle ab. A l'ensemble complémentaire C(E) de E par rap- 
port à l'intervalle ab correspond une fonction égale à 1 — f(x) sur cet intervalle 
et égale à o ailleurs; done C(E) est mesurable et on a m(E)-- m(C(E)) — b —a. 
À la partie commune des ensembles Z,, ..., E, correspond le produit f, (x)... f(x); 
à la partie commune d'une infinité dénombrable d'ensembles Æ,, #,, ... corres- 
pond le produit infini f,(x) f,(x) ...; or, produit et limite de fonctions mesura- 
bles étant elles-mêmes mesurables, les ensembles considérés sont mesurables. Dans 
le eas particulier où chaque ensemble Z, contient les suivants, la valeur du 
produit infini n'est autre que la limite de f„(=), alors son intégrale sera la 
limite de celle de f,(x), c'est à dire qu'elle sera la limite de m(E„); done dans 
ce cas, la mesure de la partie commune est fournie par la limite de m(E,). 
D'autre part, réunissons un nombre fini ou une infinité dénombrable d'ensem- 
bles Z,,Æ,,...; quant à l'ensemble qui vient, il y correspond Ja fonction 


of: 
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I— (1 —f, (x) (1 — f,(x))..., et cette expression se réduit à f,(x) +f,(x) +--- dans 
le cas particulier où le produit de deux fonctions f,(x) à indices différents s’annule, 
c’est-à-dire lorsque les ensembles sont sans points communs; par conséquent, 
l'ensemble-somme est mesurable et de plus, dans le cas particulier où il n'existe pas 
des points communs, on a m(H,+ E,4 ---) —m(E,) 4 m(E;) +... 

Entre les ensembles et les fonctions mesurables, il y a encore une relation 
trés intime qui joue un rôle important dans la théorie de M. LEBeEscuz; elle 
consiste en ce que, pour f(x) mesurable et pour c quelconque, les ensembles où 
f(x) >c, f(x) > c, f(x) <e, f(x) <c, f(x) — c, sont mesurables et que, inversement, lors- 
qu'il en est ainsi, la fonction f(x) est mesurable. Qu'il nous suffise de prouver la 
première partie de cette assertion, sans insister sur la réciproque. Alors on 
pourra se borner évidemment, sans restreindre la généralité, au cas où c est 
positif et à l’ensemble pour lequel f(x) >c. Or, la fonction caractéristique de 


cet ensemble est la limite de la suite des fonctions Ta (x; 0,c) (n— x); ces 


fonetions étant mesurables, il en sera de même quant à leur limite. 


9: 

On définira d’une manière tout analogue l’intégrale d’une fonction f(x) sur 
un ensemble Z, n'importe que f(x) soit défini seulement dans E ou bien sur 
un intervalle ou dans un ensemble quelconque contenant E. À ce but, envisa- 
geons la fonction f(x) égale à g(a) sur # et s'annulant ailleurs; si elle est som- 
mable dans un des intervalles contenant Z, elle le sera aussi dans tous ces 
intervalles et son intégrale ne dépend pas du choix particulier de l'intervalle. 
Lorsqu'il en est ainsi, nous dirons que f(x) est sommable dans Z et nous y 
attacherons comme intégrale l'intégrale de f,(x) prise sur l'un quelconque des 
intervalles considérés. Cette définition semble de ne faire aucune hypothèse à 
l'égard de l’ensemble Z; observons qu'on ne restreindra pas la généralité en 
supposant H mesurable; en effet, méme si l'ensemble Z lui-même n'était pas 
mesurable, la partie où f(x)» 0o le sera certainement puisqu'elle se confonda vec 
l'ensemble où la fonetion sommable f, (x) = o. 

Lorsque f(x) est sommable dans E, elle l'est aussi dans chaque sous-ensemble 
mesurable. En effet, désignons par g(x) la fonction caractéristique correspondant 
au sous-ensemble; alors le passage de l'ensemble entier au sous-ensemble revient 
à multiplier la fonction sommable f,(x) par la fonetion sommable et bornée g(x), 
ce qui ne touche pas la sommabilité. En particulier, lorsque f(x) est sommable 
dans l'intervalle ab, il l'est aussi dans chaque sous-ensemble mesurable. 
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Au point de vue que nous venons d'adopter, les considérations du numéro 
précédent peuvent étre regardées comme correspondant à la fonction f(x) — r, en 
effet, la mesure d'un ensemble n'est autre que l'intégrale de cette constante 
prise sur l'ensemble. On se démande, si les résultats acquis au numéro précédent 
subsistent encore, lorsqu'on y remplace la mesure des ensembles qui intervien- 
nent, par l’integrale d'une fonction sommable quelconque par rapport à ces en- 
sembles. La réponse sera affirmative, comme on voit immédiatement pour les 
fonctions bornées, pour lesquelles on n'aura presque rien à changer dans les 
raisonnements; pour les fonctions non bornées, tout revient à observer que lors- 
qu'on remplace f(x) par la fonction bornée f(x; c, d) et qu'on choisit convenable- 
ment les quantités c et d, l'erreur commise relative aux intégrales considérées 
sera, pour toutes ces intégrales, aussi petite que l'on voudra; bien entendu, on 
suppose que la fonction soit sommable dans un ensemble ÆZ comprenant tous 
les ensembles considérés. En effet, supposons d'abord f(x) positif; dans ce cas, 
l'erreur commise en remplaçant f(x) par f(x; o, d) ne surpassera pas, pour aucun 
des ensembles, l'erreur relative à l’ensemble Z. Or, le cas général se ramène 
au eas considéré en décomposant f(x) en ses deux parties positive et négative. 
Des résultats que l’on obtient de cette manière, énonçons le suivant: Lorsque 
E,, E,,... sont des ensembles mesurables sans points communs et que de plus, f(x) 
est sommable sur l'ensemble E,+E,+::-, Vintégrale par rapport à cet ensemble- 
somme vient en ajoutant les intégrales relatives aux ensembles E,. Dans le méme 
ordre d'idées, on arrivera aussi au théoréme suivant qui est un des plus utiles 
dans la théorie de M. LEBESGUE: Lorsque l'ensem! le E varie de sorte que m(E) tende 
vers zéro, il en est de méme pour l'intégrale sur E de toute fonction f(x) qui est 
sommable dans un ensemble contenant E. 


IO. 


Je terminerai ces lignes en faisant une remarque presque évidente relative 
à l'intégrale au sens de RYgMANN. Vous avez certainement observé que la defini- 
tion de l'intégrale dont je viens de me servir, est quelque sorte de généralisa- 
tion de celle de Rremann. En effet, l'expression 


m-—1 


MGR) Ga — ax) 


k=0 


qui intervient chez RrEMANN, peut être envisagée comme donnant l'intégrale de 
la fonction simple q,(x) dont les valeurs constantes sur les intervalles (2%, 2% +1) 
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sont choisies égales à lune des valeurs prises par f(x) sur le même intervalle. 
Quant aux points x;, on y peut supposer, pour plus de simplicité, q,(xx) = f(a). 
Lorsqu'on passe à la limite, en faisant tendre vers zéro le plus grand des inter- 
valles, ces fonctions simples y,(x) tendent certainement vers f(x) partout où 
f(x) est continu. D'autre part, pour les fonctions intégrables au sens de RIEMANN, 
les points de discontinuité forment un ensemble de mesure nulle; donc il vient 
que les fonctions p(x) considérées tendent presque partout vers f(x). Mais il y 
a plus; pour tout point de continuité x,, la convergence des q,(x) vers f(x) est 
uniforme aux environs de x,. Cela veut dire, avec M. PRINGSHEIM, que, étant 
donnés le point x, et Ja quantité positive « arbitrairement petite, il y corres- 
pond un certain voisinage de x, et un indice » de sorte que les inégalités 
| f(x) — pn(x)| <e soient vérifiées pour les n > » et pour tous les points x appar- 
tenant au voisinage; ou ce qui revient au même, la relation +,—x, entraîne 
toujours q,(r,) — f(x). 

Par conséquent, toute fonction intégrable au sens de RIEMANN peut être appro- 
chée par une suite bornée de fonctions simples convergeant presque partout et cela de 
sorte, que la convergence soit uniforme presque partout, c'est à-dire aux environs de 
chaque point z, sauf peut-être pour un ensemble de mesure nulle. (Il s'en suit que 
la convergence est uniforme sur chaque ensemble fermé qui reste aprés avoir 
exclu les points d'exception par un système d'intervalles; mais il n'est pas per- 
mis d'en conclure que la convergence doit étre uniforme sur tout l'ensemble 
complémentaire des points d'exception; cela revient à ce que, en général, l'ensemble 
complémentaire ne sera pas fermé.) 

La réciproque est vraie: Lorsque une fonction f(x) est, presque partout, égale 
à la limite d'une suite bornée de fonctions simples (n(x) et si, de plus, la conver- 
gence est uniforme presque partout, la fonction f(x) est intégrable au sens de RrE- 
MANN. En effet, de l’hypothèse faite il vient que la fonction f(x) est bornée 
et que ses points de discontinuité forment un ensemble de mesure nulle, puisque 
Î(x) est sûrement continu en chaque point x, où la convergence est uniforme 
et les fonctions q,(x) sont continues. C'est-à-dire que tous les points de discon- 
tinuité de f(x) se trouvent parmi les points 1) où la suite ne converge pas (en- 
semble de mesure nulle), 2) où la convergence n'est pas uniforme (ensemble de 
mesure nulle), 3) les points de discontinuité des q,(x) (ensemble dénombrable). 
Or, les propriétés caractérisant les fonctions intégrables d’après RIEMANN sont 
précisément d'étre bornées et d'étre continues presque partout. 

Je profite de l’occasion pour faire quelques indications concernant l'origine 
de cette notion de convergence uniforme aux environs d'un point, dont vous 
venez de voir une application qui en prouve l'utilité. Je me l'ai formée, sans en 
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chercher l'origine, en étudiant l'approximation d’une fonction par des polynomes 
(Jahresberieht d. deutschen Math.-V., 1908, p. r99); presque en méme temps 
M. Young, dans un travail où il analysait cette notion dont il s'est servi déjà 
auparavant, déclara de ne pas étre sür oü elle puisse se trouver pour la pre- 
miére fois (Proceedings of the London Math. Soc., ser. 2, vol. 6, p. 29). Le 
rapporteur de ces travaux pour les Fortschritte der Mathematik, M. FABER, 
nous reproche (1908, p. 468, 472) de ne pas savoir que la notion se trouve déjà 
chez WEIERSTRASS (Œuvres 2, p. 203); seulement, au lieu d'examiner soigneusement 
le texte original de Weierstrass, il se contente d'invoquer le témoignage de M. 
PRINGSHEIM (Encyklop. d. math. Wiss., IT", p. 33, 34; édition française, p. 68). 
Il est vrai que M. PniNasHEIM qui d'ailleurs s'est servi de cette notion déjà en 
1894 (Math. Ann., 44, p. 64, 65, 80), en fait noblement cadeau à WEIERSTRASS, 
mais en regardant le texte cité de WEIERSTRASS, vous verrez qu'il s'y agit seule- 
ment de la convergence uniforme au sens ordinaire; la seule différence consiste 
à ne pas exiger cette uniformité à la fois pour le domaine entier que l'on envi- 
sage, mais exclusivement pour un domaine suffisamment petit entourant le point 
x,. C'est-à-dire que la définition de WEIERSTRASS exige seulement qu'il existe 
un certain voisinage de x,, déterminé une fois pour toutes, de sorte que, à chaque 
quantité positive e, on puisse faire correspondre un nombre » tel que les inéga- 
lites | f(x) — f,(z)| <e soient vérifiées pour tous les x > » et pour tous les points 
x appartenant au voisinage considéré. Au contraire, dans la définition que nous 
employons, comme le fait observer aussi l'édition francaise de l'Encyclopédie, le 
choix du voisinage dépend en général de la quantité e, de sorte qu'il pourra se 
réduire, pour «— 0o, au point z,. 

Jl s'en suit que, jusqu'à d'autres indications, c'est M. PRINGSHEIM lui-même 
qu'on devra honorer comme l'auteur de cette notion utile. 

Kolozsvár, le 19 février 1917. 
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SUR L'ALLURE DES FONCTIONS DE GREEN ET DE NEUMANN 
DANS LE VOISINAGE DU CONTOUR.' 


PAR 
PAUL LÉVY 


à Panis. 


Introduction. 


$ x. Il est utile, dans bien des questions, de connaître l'allure des fonc- 
tions de GREEN ou de NEUMANN dans le voisinage du contour. En désignant 
par 0; la valeur d'une de ces fonctions pour les points 4 et B, on peut se 
poser à ce sujet le prcbléme suivant: 

Problème A. Former une fonction TIER telle que la difference D — 95 soil 
une fonction holomorphe des points À et B. 

Dans le cas où on ne saura pas résoudre ce problème, on peut du moins 
essayer de résoudre cet autre problème: 

Problème B. Former une fonction pa telle que la difference ie soit finie, 
ainsi que toutes ses dérivées jusqu'à un ordre donné. 

Dans le cas du plan, la résolution du problème B est immédiate, si on 
utilise la notion de représentation conforme? En effet, si on connait une repré- 
sentation conforme du contour étudié C sur un cercle, on en déduit aisément la 
valeur exacte de Dr. Or la fonction qui définit cette représentation conforme 
peut être définie facilement par son développement en série dans le voisinage 
d'un point M du contour; en prenant pour M le point du contour le plus voisin 
de B (ou, pour conserver la symétrie, celui pour lequel la somme MA+ MB est 





1 Les principaux résultats de ce travail ont été résumés dans une note présentée à l'Aca- 
démie des Sciences le 6 avril 1914. 
? Voir sur ce sujet les observations de M. Hapamarp à la suite de ma note citée. 
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minima), et en limitant ce développement à un nombre convenable de termes, 
on obtient une fonction Ls qui résout le probleme B. 

Si on cherchait à résoudre par cette méthode le problème A, il faudrait 
introduire une infinité de coefficients. Le résultat obtenu serait très peu satis- 
faisant, tant à cause de sa complication qu'à cause du fait que la fonction obtenue 
95 ne serait autre que 05. Or une solution du probléme B ne peut présenter 
d'intérét que si la fonetion obtenue est beaucoup plus simple que la fonction D. 

Il est possible d'obtenir à ce point de vue une solution tout-à-fait satis- 
faisante, qui a déjà été indiquée par M. E. E. Levi.' Je la rappellerai dans la 
première partie de ce travail. La fonction par laquelle le probléme À est ainsi 
résolu est définie par une intégrale prise le long du contour C. Je résoudrai 
aussi le probléme À pour la fonction de GREEN d'ordre deux. 

Dans le cas de l'espace, la nature analytique des fonctions de GREEN et de 
NEUMANN est beaucoup moins simple. M. Cisorri a déjà obtenu la solution du 
problème B pour la fonction de Neumann.” Il ne considère, il est vrai, les 
valeurs de la fonction de NEUMANN (que nous désignons par Yn dans la suite 
de ce travail), que quand le point B vient en un point ? du contour, et l'expres- 
sion asymptotique qu'il donne de Ya est telle que les derives d’ordre superieur 
au premier de la difference entre cette expression et Ya ne restent pas finies. 
Mais d'une part la méthode qu'il a employée peut être étendue au cas où l'on 


désire une expression asymptotique de telle que la différence entre cette 


= AU oe Bg 2 S ; 
expression et 77, ait ses dérives finies jusqu'à un ordre donné quelconque. D'autre 


part la connaissance des valeurs de ya entraine la connaissance de 75 par l'applica- 
tion de la formule de GREEN. Daillleurs les valeurs de Ya sont seules impor- 
tantes pour les applications. On peut done dire que le mémoire de M. Cisorri 


resout notre probleme B, pour la fonetion de NEUMANN. 








| Eusrnıo Erıa Levi. Sur l'application des équations intégrales au probleme de Riemann, 
Nachrichten von der Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, 1908) et I problemi 
dei valori al contorno per le equazioni lineari totalmente ellitiche alle derivate parziali [Memorie della 
Societa italiana delle Scienze, 1909), 

En publiant ma note des Comptes Rendus, et méme en rédigeant le présent travail, 
jignorais les résultats de M. E. E. Levr. Lorsque j'en ai eu connaissance, je n'ai pas supprimé 
la première partie de ce travail, qui pourtant ne contenait plus de résultats nouveaux que dans 
le chapitre IV. Il m'a semblé qu'elle était nécessaire dans un exposé complet de la question 
que j'étudiais, et d'ailleurs mon exposition est assez différente de celle de M. E. E. Levr. 

? Umgerro Cisorri. Les comportamento della funzione di Neumann in punti prossimi al con- 
torno [Rendiconti del circolo matematico di Palermo, 1911, 1? semestre] Il y a d'ailleurs une 
erreur dans la formule finale de ce travail. La formule qui doit être substituée à celle de 
M. Cisorri sera indiquée à la fin du § 33. 
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La seconde partie du présent travail contient une solution du probléme B 
pour les fonctions de GREEN et de NEUMANN. Cette solution est complétement 
différente de celle de M. Crsorrr. La nature de cette solution sera indiquée des 
le $ 2 de cette introduction. 

Quant au problème A, il ne semble pas qu'on puisse en obtenir dans le 
cas de l'espace de solution satisfaisante. Il est facile, en considérant les expres- 
sions des fonetions de GREEN ou de NEUMANN qui résultent de la théorie des 
équations intégrales, de voir d’où provient la différence entre ce cas et celui du 
plan. Dans le cas du plan en effet, le noyau de l'équation intégrale qu'on a à 
considérer est une fonction holomorphe; il en est done de méme du noyau 
résolvant, et il en résulte que, si l'on cherche à simplifier la solution en négli- 
geant les termes holomorphes, on peut obtenir un résultat trés simple, que 
nous obtiendrons plus loin par une autre méthode. Dans le cas de l'espace au 
eontraire, le noyau de l'équation intégrale est un noyau singulier; non seule- 
ment cette circonstance rend moins simples les formules par lesquelles on peut 
obtenir la solution, mais elle modifie la nature analytique de cette solution, au 
point qu'on ne peut plus obtenir de simplification en négligeant les termes 
holomorphes. 

Les mémes circonstances se présentent si l'on essaie d'employer des métho- 
des différentes. La méthode de Rogin donne la fonction de NEUMANN sous la 
forme d'une série telle que, si on consent à faire une erreur dont les dérivées 
d'un ordre supérieur à un nombre donné p deviennent infinies, il suffit de consi- 
derer un nombre fini de termes de cette série. C'est sur cette remarque que 
repose la méthode de M. Cisorri. Mais le nombre de termes à considérer aug- 
mentent indéfiniment avec p, de sorte qu'on n'obtient encore aucune solution 
acceptable du probléme A. 


$2. Les fonctions de GREEN et de NEUMANN sont telles que, si on les a 
obtenues sous une forme quelconque, il est généralement facile de vérifier que la 
fonction obtenue est bien la fonction de GREEN ou de NEUMANN. De même, si 


on a obtenu sous une forme quelconque une fonction 15 résolvant un des pro- 
blémes À et B, il est facile de vérifier cette propriété de $5- C'est sur cette 
vérifieation que reposent les méthodes qui seront développées dans ce mémoire. 

Le principe de cette vérification exige la connaissance de quelques théo- 
rémes généraux sur la nature analytique des fonctions harmoniques définies par 
certaines conditions aux limites. Malgré le caractère intuitif de ces théorèmes, 
des démonstrations sont évidemment nécessaires, et ces démonstrations tiendront 
une place importante dans ce travail. 


Acta mathematica. 49. Imprimé le 9 septembre 1919. 
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Ceux de ces théorèmes qui seront établis dans la première partie ont pour 
but d'établir que certaines fonctions sont holomorphes. Ce sont des généralisa- 
tions de théorèmes de Bruns! et de MM. Schwarz et HADAMARD.* 

La généralisation, consistant seulement dans l'introduction d'un paramétre, 
n'introduisant pas de modification dans les raisonnements, il suffirait de renvoyer 
le lecteur au mémoire de M. Hapamarp. J'ai préféré consacrer le Chapitre I 
de la premiére partie à la démonstration de ces théorémes, afin que ce mémoire 
se suffise à lui-méme. 

Les théorémes généraux qui sont nécessaires dans la deuxiéme partie seront 
établis dans le Chapitre II de cette partie. lls n'ont pas été démontrés antérieure- 
ment, du moins à ma connaissance. 

Je démontrerai ces théorémes généraux par la voie la plus simple et la 
plus naturelle qui repose sur l'emploi des équations intégrales, au sujet des- 
quelles j'établirai dans le Chapitre I de la deuxième partie quelques résultats 
nouveaux. Il serait assez facile, pour les théorèmes de la première partie, de 
ne pas utiliser la théorie de ces équations, mais cela allongerait un peu l'exposi- 
tion. Ce serait au contraire plus difficile pour les théorèmes généraux de la 
deuxiéme partie. 

Une fois ces théorémes obtenus, il m'a paru intéressant d'éviter une nouvelle 
application de la théorie des équations intégrales, et de chercher systématique- 
ment tout ce qu'on pouvait déduire de la méthode de vérification à laquelle j'ai 
déjà fait allusion, et dont le principe découle trés simplement des théoremes 
généraux. 

Cette méthode oblige à introduire a priori des fonctions harmoniques ayant 
des singularités convenables. L'étude de ces fonctions sera l'objet d'un chapitre 
spécial. Les expressions asymptotiques cherchées des fonctions de GREEN et de 
NEUMANN s'obtiennent ensuite sous forme de séries formées avec ces fonctions 
harmoniques et dont il est facile de déterminer successivement les coefficients. 








! H. Bruns, — Ueber einen Satz aus der Potentialtheorie [Journal für die reine und ange- 
wandte Mathematik, Band 81 (1876). Voir aussi l'élégant exposé de M. Erxarp Scumipr: Be- 
merkung zur Potentialtheorie [Mathematische Annalen, Band 68 (1910)]. 

? Jacques HADAMARD. — Mémoire sur le problème d'analyse relatif à l'équilibre des plaques 
élastiques encastrées. [Mémoires présentés par divers savants à l'Académie des Sciences de l'Institut 
de France, t. XXXIII (1908). V. pp. 23—27. 
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Première partie. 


Le probléme A pour le plan. 


CHAPITRE I. 
Théorèmes généraux sur les fonctions harmoniques. 


§ 3. Etablissons d'abord le théorème suivant, que nous appellerons dans 
la suite théorème de Bruns, bien qu'en réalité il généralise un peu un théorème 
de Bruns. 

C étant une courbe analytique régulière fermée, u(s, 4) étant une fonction de 
Vare s et dun paramètre A, holomorphe sur toute la courbe C et pour 1 € 4, les 
potentiels de simple couche et de double couche de densité u(s, 2) sont dans toute 
la région intérieure à C et pour h< 4 des fonctions holomorphes de A et des 
coordonnées du point attiré. Ces fonctions sont prolongeables à lextérieur de C et 
restent holomorphes tant que la distance du point attiré a C ne dépasse pas une 
valeur convenablement déterminée. 

Désignons par M le point du contour C défini par la valeur s de l’arc, et 
par o la distance de ce point au point attiré 4. Les potentiels considérés dans 
l'énoncé sont définis à l'intérieur de C par les formules 


UE | ^ (s, 4) log do 
Ü 
d log 4 


e ds. 
n 


U,(A,2) = | u(s, A) d 


C 


Formons les deux’ fonctions harmoniques de A, f,(4, À) et f,(.4, À) définies 
par les conditions de CaucHY 


iM, mul, ODA; 
(MA) 0, tee 4) — HS Ay: 


Ces fonctions existent, d’après le théorème de Caucay-KoWALEWSKI, et sont 
holomorphes tant que A<_4 et que la distance du point A au contour ne dé- 
passe pas une valeur convenablement déterminée &'. Nous prendrons pour e un 
nombre quelconque inférieur à €. 
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Les potentiels U, et U, étant holomorphes en tout point intérieur à C, il 
suffit de démontrer que ces potentiels ou leurs prolongements sont holomorphes 
en tout point A, dont la distance à C ne dépasse pas e. Or un pareil point 
peut être entouré d'un contour J’, coupant C en deux points, et tel que les 
fonctions f, et f, soient holomorphes à l'intérieur de I” et sur ce contour. Appe- 
lons C, l'are de C intérieur à I et I’, l'arc de I’ extérieur à C. Appliquons la 
formule de GREEN au contour fermé constitué par C, et I',, et d'une part aux 
fonctions f, et log o, d'autre part aux fonctions f, et log o, o étant la distance 
du point J/ qui décrit le contour à un point fixe À intérieur à C. En comp- 
tant les normales positivement dans un sens convenable, il vient 


fu (sta Ten ous [sur ji) OEIC Ae gee as, 


dn 
C1 É 
: dlogo; .[ d f, (M, 2) - d log o 
| a (s, A) wu ds ej [10% 0: dn x — f, (M, À) = qe as. 
Ci Ti 


A l’aide de ces formules, on peut transformer les expressions de U, et U, de 
maniére à représenter ces fonctions par des potentiels de simple couche et de 
double couche situées sur l'are de C extérieur à I’ et sur I',, et dont les densités 
sont fonctions holomorphes de A. Ces fonctions sont done prolongeables dans 
toute la région intérieure à I' et sont, en tout point intérieur à ce contour, et 
en particulier au point considéré A,, des fonctions holomorphes des coordonnées 
du point attiré et de A. Le théoréme énoncé est done démontré. 

On peut aisément, comme l'a fait observer M. HapAMARD, le généraliser en 
remplaçant log o par la solution fondamentale d'une équation aux dérivées par- 
tielles quelconque du type elliptique. La formule de GR&EN, sur laquelle repose 
le raisonnement, doit être remplacée par la formule de réciprocité relative à 
cette équation. 


$ 4. Dans un autre ordre d'idées, nous aurons besoin du théoréme suivant, 
presque évident, mais assez important par la suite pour qu'il soit utile d'insister 
sur sa démonstration. 
log o 
dn 





: ao : - NEUE 
Lorsque le point attiré A vient en un point « du contour, la fonction 
se réduit à une fonction holomorphe de « et de M. 
Pour démontrer ce théorème, observons d'abord que si une fonction h(s, a) 
est holomorphe, et si le quotient d est fini, il est holomorphe. En effet, 


en posant 


sto=$, s—o=n, 
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h(s, 0) se réduit à une fonction holomorphe de & et 7, 
H(5, 7) — H,G) +H, (5) + v H,(5) 5 


À(s,c) _HE,1) 
Phypothése que Tee Um 


suite ce quotient est holomorphe. 


reste fini entraîne H,(i)— H,(£) — o, et par 


Désignons maintenant par s et o les longueurs d'are déterminant les posi- 
tions des points M et «, et par p la distance du point « à la tangente au con- 


tour C en M. La fonction étudiée E est (au signe prés, si p et dn sont 
comptés positivement dans le méme sens) égale à = Or p et o? sont des fonc- 


tions holomorphes de s et o (par définition du contour régulier les coordonnées 
de M et « sont des fonctions holomorpbes de s et c, et il suffit de former les 
expressions de p et o? pour vérifier que ces fonctions sont holomorphes). Les 


2 


ZEN? 9 .. étant finis, représentent des fonctions holomorphes. 
(Gr (87,0)! 





quotients 


Ce dernier ne s’annulant pas, puisque pour o — o sa valeur est 1, leur quotient 


$ est bien holomorphe. 


$ 5. Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme fondamental de 
MM. Schwarz et HADAMARD, que nous énoncerons de la manière suivante. 

Si une fonction harmonique du point A et d'un paramètre À se réduit, quand 
A décrit un contour régulier C, à une fonction holomorphe de ce point et de i, cette 
fonction est une fonction holomorphe de A et de À, non seulement à l’intérieur de C , 
mais aussi à lextérieur, tant que la distance du point A au contour C ne dépasse 
pas une valeur convenablement déterminée. 

Appelons f(A, À) la fonction considérée, et f(s, A) sa valeur en un point M 
de C, défini par la valeur s de la longueur d'arc. Cette fonction peut être re- 
présentée à l'intérieur de C, d’après NEUMANN et M. FREDHOLM, par un poten- 
tiel de double couche de densité u(s, A), et il suffit, d’après le théorème de 
Bruns, de démontrer que u(s, 4) est une fonction holomorphe de s et de 4. Or 
la densité u(s, A) est définie, en conservant les notations du $ 4, par l'équation 
intégrale 


dlog - 


zæu(o, À) u PTE I u(s, ))ds=f(o, À) 


é 
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d log = 
d * est une fonction holomorphe de s et v. Alors, d’après les 


formules de M. FREDHOLM, le noyau résolvant est aussi une fonction holomorphe, 


dont le noyau 


et il en est de méme de la fonction inconnue w(s, À). 

Ce théorème est susceptible de généralisations indiquées par M. HADAMARD, 
Ainsi il s'applique si la fonction f(A, 4) au lieu d’être définie par la suite de ses 
valeurs sur C, était définie par la suite des valeurs de sa dérivée normale. Seule- 
ment, comme elle ne serait définie qu'à une constante additive près, qui pourrait 
dépendre de 2, il faut ajouter une hypothése supplémentaire, par exemple que 


p 


| f(s, Ads 
C 
soit une fonction holomorphe de A. D’autres généralisations s’obtiennent en 
remplaçant l'équation de LarrAcE par l'équation 4Au—o. Dans ce cas (en 
considérant le problème aux limites correspondant au cas des plaques élastiques 
encastrées), il faut faire à la fois les deux hypothèses que la fonction considérée 
et sa dérivée normale soient fonctions holomorphes de s et 4. Enfin, si au lieu 


d'un paramètre À, on introduisait plusieurs paramètres, les théorèmes considérés 
resteraient exacts. 


CHAPITRE II. 
La fonetion de Green pour le plan. 


" vous A pes 
$ 6. La fonction de GREEN, que nous désignerons par gj, est définie par 


les conditions qu’elle s’annule quand A est sur le contour C, et que la différence 
In — log - (r désignant la distance AB) soit à l'intérieur de C une fonction 


harmonique du point A. Il est bien connu que c’est une fonction symétrique 
de A et B, et que la connaissance de cette fonction permet de résoudre le pro- 
bléme de Diricuter par la formule 


I dg, 1 
(x) fJ(A) 2 dn (MD ds, 


ds étant toujours l'élément d'are décrit par le point M, et la dérivée normale 
étant comptée positivement vers l'intérieur. 
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Nous ne considérerons que des contours réguliers. Le théorème de M. 
HADAMARD (loc. cit., p. 27), d’après lequel la singularité de la fonction de GREEN 
dans le voisinage d'un point du contour dépend seulement de la partie du contour 
voisine de ce point, permettrait aisément d'obtenir des généralisations relatives 
aux contours dont une partie seulement est réguliére. 

Introduisons une fonction qui jouera un róle important tant dans la suite 
de ce Chapitre que dans les suivants. C'est la fonction définie, lorsque À et B 
sont intérieurs à C, par la formule 


A r ['d(logolog9o) 
cru DRE E 


o et o désignant les distances respectives de A et B au point M. 
La formule de GREEN appliquée aux fonctions log o et log o' donne 


: d log o' [s ,d log o 
| log o c ds = | log o 4 ds, 


C C 


de sorte que er peut encore s'écrire sous les deux formes 


Apel | d log o 
(2) Mo 7 | log e dn : 
[6 
(21) ee, sue 
Tn TT | log ¢ dn 4 


Etudions ce que deviennent cette fonction et sa dérivée normale quand À 
vient en un point a du contour. La formule (2), d’après les propriétés connues 
des potentiels de double couche, donne à la limite 


Ey 


a I g 0 
In Lu [oz o In d? 


© 


en conservant les notations r et 9 quand A vient en a. Cette dernière inté- 

grale, considérée comme fonction de B, est un potentiel de simple couche, dont 

d log o 
dn 


la densité est une fonction holomorphe des points M et a. Ce potentiel, 


216 Paul Lévy. 
d’après le théorème de Bruns, est lui-même une fonction holomorphe des points 
a et B. Donc I, est la somme de log - et d’une fonction holomorphe. 

De méme la formule (2) donne, d'aprés les propriétés de la dérivée normale 


des potentiels de simple couche, en désignant par dn, Une dérivée normale 


a 


au point a, 


dna dn 


dn dna D 
(6, 


dl’, dlogr cxi f: log o d logo, 


Cette intégrale, considérée comme fonction de B, est un potentiel de double 


d d 
des points M et a) est holomorphe. D’après le théorème de Bruns, c'est une 


couche dont la densité g cut (qui se déduit de 2 E ° en échangeant les rôles 


fonction holomorphe des points a et B. Donc la dérivée normale de IE + log =. 


A venant en un point a du contour est une fonction holomorphe des points a et B. 


$ 7. Nous pouvons maintenant démontrer le théorème qui constitue le ré- 
sultat essentiel de ce Chapitre, et qui est le suivant. 


La fonction de GREEN 95 est la somme de log 2215 et d'une fonction holo- 


morphe des points A et B. 
A 
B? 


A, le point paramétrique B étant intérieur au contour, est une fonction harmoni- 


Commencons par observer que 95 + log r +J;,, considéré comme fonction de 


que. En effet la somme des deux premiers termes est harmonique, d'aprés la 
définition de la fonction de GREEN, et l'intégrale I qui est un potentiel d'une 


simple ou d'une double couche [d’après (2) ou (2')] est harmonique. 
D'aprés le théoréme fondamental du $ 5, il suffit done de vérifier que 


gat log r4 D se réduit sur le contour à une fonction holomorphe de a et B. 


Or le premier terme s'annule, par définition de la fonction de GREEN, et la 
somme des deux derniers se réduit bien à une fonction holomorphe, d'aprés les 


Re A 3 
propriétés de /7? que nous venons d'établir. 
Ce théoréme étant établi, en formant la dérivée normale de la fonction 
A A n toss 
holomorphe g;,+ logr+71;, et en utilisant ce que nous savons sur la dérivée 
normale de 7%, nous obtenons le résultat suivant, relatif à la fonction qui inter- 


vient dans la formule (r): 
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g^ d log = 
La fonction , P est la somme de 2 — et d'une fonction holomorphe.! 
dna dna 





$8. Il est à remarquer que, dans les raisonnements précédents nous n'avons 
utilisé aucune autre propriété de la fonction de GREEN, que celles qui consti- 
tuent sa définition. 

Dans l'application des théorèmes de Bruns et de M. HADAMARD, nous 
n'avons pas utilisé le fait que les fonctions considérées dans ces théorémes peu- 
vent étre prolongées extérieurement à C. En reprenant à ce point de vue les 


raisonnements précédents, on constate que les fonctions Jes et 95 sont prolonge- 
5 A : d 
ables à l’extérieur de C, et que les fonctions 95 tlogr +14 et 1. (9, +2 log r) 


sont holomorphes tant que A et B ne s'éloignent pas, extérieurement à C, à 
une distance de ce contour supérieur à une valeur convenablement déterminée. 

Les résultats du $ 7 peuvent étre appliqués à la détermination de la fonc- 
tion de GREEN, par la méthode d'approximations successives indiquée dans ma 
thése. Il faut en effet, pour appliquer cette méthode, prendre comme première 


approximation une fonction différant de de par une fonction holomorphe. On 


voit que, contrairement à ce que je pensais en exposant cette méthode, une telle 
fonction peut être obtenue bien simplement. 


CHAPITRE III. 


La fonction de Neumann pour le plan. 


$ 9. La fonction de NEUMANN relative au contour C et aux points 4 et 
B, que nous désignerons par 74, est définie par les conditions que, si on la 
g par y, P 


RN : : LA A Ts à 
considère comme fonction du point A, la différence y, — log , Soit harmonique 
à l'intérieur de C, que sa dérivée normale sur le contour ait la valeur constante 


27 Pas : 
on (Z désignant la longueur du contour), enfin que sa valeur moyenne sur le 





! La méthode du texte est une méthode de vérification. Le lecteur obtiendra aisément, 
en s'inspirant de celle qui sera appliquée à l'étude de la fonction de Green dans l'espace, une 
Re H - A 
méthode permettant d'arriver aux mêmes résultats sans introduire a priori la fonction Jp. 
? Pauz Lévy. — Sur les équations intégro-différentielles définissant des fonclions de lignes 
(Paris, Gauthier-Villars, 1911 et Journal de l'Ecole Polytechnique, 1913). V. $ 31. 
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contour soit nulle. Il est bien connu que c’est une fonction symétrique des 
points A et B, et que son introduction permet de résoudre le probléme de 
NEUMANN par la formule 


(3) HAE fa af(M) ,, 


M dn 





En introduisant toujours la fonction in étudiée § 6, nous allons démontrer 
le théoréme suivant: 
La fonction de NEUMANN Ya est la somme de log : +14 et d’une fonction holo- 


morphe des points A et B. 
La différence yá— (log = +14) étant, d’aprés les définitions des fonctions 
T 


ya et s une fonction harmonique de À, il suffit, d’après les théorèmes généraux 
de $ 5, de vérifier que sa dérivée normale sur le contour est une fonction holo- 
morphe du point considéré du contour et de B, et que sa valeur moyenne sur 
le contour est une fonction holomorphe de B. 

Or la dérivée normale de la différence considérée est bien une fonction 


holomorphe, puisque celle du premier terme a, par définition de 72, une valeur 
constante, et que celle du second terme est holomorphe, d'aprés les résultats du $ 6. 

D'autre part la valeur moyenne de cette différence sur le contour est bien 
une fonction holomorphe de B. En effet on peut.négliger 75 dont, encore par 
définition, la valeur moyenne est nulle. D'aprés les résultats du $ 6, la diffé- 
rence considérée devient, sur le contour la somme de 2 log r et d'une fonction 
holomorphe de B et de a. La valeur moyenne de cette fonction sur le contour 
est évidemment une fonction holomorphe de B, et celle de 2 log r l'est aussi 
d’après le théorème de Bruns. Le théorème énoncé est done établi. 

Les valeurs de la fonction de NEUMANN quand un des points vient sur le 
contour sont particulièrement importantes à cause du rôle qu'elles jouent dans 
la formule (3). Le point 4 venant en un point a du contour, le théoréme pré- 


cédent devient, d’après ce que nous avons établi sur 77: 


La fonction y}, est la somme de 2 log 7 et d'une fonction holomorphe des points 
a et B. 


Les remarques du $ 8 relatives à la fonction de GREEN, s'appliquent à la 
fonction de NEUMANN. 
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CHAPITRE IV. 


La fonction de Green d’ordre deux pour le plan. 


$ ro. Considérons la fonction de GREEN d'ordre deux, Gr: Elle est definie 


de la manière suivante: considérée comme fonction de À, elle est la somme de 
it : : : ed 
r? log = et d’une fonction biharmonique et elle s’annule sur le contour ainsi que 


sa dérivée normale. 


J'ai démontré dans ma thèse! que la différence G^ — rg est holomorphe. 
Par suite: 


La fonction Gs est la somme de 1? log : — 7° I2 et d'une fonction holomorphe 


des points A et B. 

Voici une démonstration directe de ce résultat. 

Observons d'abord que l'expression G5 —r log + (s Ts est une fonction 
biharmonique de A; en effet Gi—rn log : l'es& par définition de Ges et r? ig 
l’est en vertu de ce théorème, dont la vérification est immédiate, que le produit 
de 7? par une fonction harmonique est une fonction biharmonique. 

Il suffit donc, d’après les théorèmes généraux du § 5, de vérifier que cette 
expression se réduit, quand A vient en un point a du contour, a une fonction 
holomorphe de a et de B, et qu'il en est de même de sa dérivée normale. 


a x De A A E 
Pour la fonction elle-même, c'est évident, puisque G7, s'annule par défini- 


tion et que 72 — log 7 devient sur le contour une fonction holomorphe de a et 
B, d’après le $ 6. 
Quant à la dérivée normale, celle de G^ s'annulant, d'aprés la définition 


de cette fonction, elle s'écrit 


d 


= dr 
4 d na 


dr „a 
d na 


d na 


15 — log r) + 2: (I$ + log r) +2 


Elle est donc également holomorphe, d’après les résultats du § 6, et parce que 


d - : : 2 : : 
i qui est au signe prés la distance du point P à la tangente au contour en 
a 


a, est également holomorphe. La résultat énoncé est done établi. 





1 Loc. cit. $ 35. — Les notations employées dans le travail cité étant différentes de celles 
du travail actuel, le résultat rappelé dans le texte était énoncé sous une forme un peu différente. 
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Il est intéressant de connaître aussi les valeurs, quand À vient en a, de 
Ay, Gh et de sa dérivée normale, ces quantités jouant dans le probléme de déter- 


mination d’une fonction biharmonique par ses valeurs au contour et celies de sa 


^ ^ d : 
dérivée normale le méme róle que An,% pour le probléme de DirIcHLET ou 
a 


7% pour le probléme de NEUMANN. 

Pour cela partons de l'expression u= 1:95 qui ne differe de G4 que par 
une fonction holomorphe. En prenant des axes de coordonnées passant par B, 
et parallèles à la tangente et à la normale au contour C au point a vers lequel 


nous voulons faire tendre A, et appelant x et y les coordonnées de A, il vient 


)gá 0g 

ve SANE UR "95 

Isau— 495 +4% dz 44 age 

(4) 

A ASA: DEA 
a 09» 029, 0*95 
ay RER ee eee EIER 
EC. 8 iy METTE 4y dy? 


Quand A vient en a, ces formules deviennent, en vertu des propriétés élémen- 
taires de la fonction de GREEN, 


d a 
dau aus 
d dg; à dg% dg 
gu re E 
dn, on Fl UE m ds uo y dn. 


k désignant la courbure du contour C au point a et o la valeur de s en ce point. 








a d log = 
, \ d dg MÓN . r 
Or, d’après le $ 7, dn, P? diffère que par une fonction holomorphe de 2 OE 
a a 
c’est-à-dire de — =: Donc, en négligeant des termes holomorphes, les expressions 
(4) deviennent 
ems 
ri 
4 2 2 3 2 
1610 8k een 
72 r r r r 


ou enfin, en appelant p la distance du point B à la tangente au contour C en 
a, et en observant que y — — p, 
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*££N A . 
Comme u ne diffère pas de G7, que par une fonction holomorphe nous ob- 
tenons les résultats suivants: 


3 
5 IE . 
L'expression 4,G^5, est la somme de cue et d'une fonction holomorphe des 
points a et B. 
Dp NEU s AD DE 
expression dor. AaG, est la somme de 16°, —8k 75 et d'une fonction holo- 
E À 2 


morphe des points A et B. 


$ 1r. On peut évidemment concevoir d'autres applications des principes 
qui précèdent. Toutefois le champ des généralisations n'est pas aussi vaste qu'un 
examen superficiel pourrait le faire penser. 

On a en effet observé le róle essentiel que jouait cette circonstance que 


E est sur le contour une fonction holomorphe des deux points dont dépend 


cette expression. Cette expression étant le noyau de l'équation intégrale dont 





dépend la résolution du probléme de DirRIcHLET, on voit qu'il ne faut s'attendre 
à pouvoir généraliser nos résultats que dans les questions dépendant d'équations 
intégrales à noyaux holomorphes. Or la plupart des problémes aux limites rela- 
tifs à des équations du type elliptique autres que l'équation de LAPLACE condui- 


x 


sent à des équations à noyaux non holomorphes. Tel est le cas par exemple 
pour le probléme de Diricarer relatif à l'équation 


Au+ku—o. 


Dans le cas de l'espace, on rencontre la méme difficulté, comme nous l'avons 
déjà observé. S'il n'est pas possible d'étendre au cas de l'espace nos résultats 
essentiels, on pourrait se demander si lon peut généraliser du moins les rela- 


: 4 A Auc ; AMA YA : 
tions simples qui existent entre les fonctions g5, 7, et G5. Nous allons voir 
qu'il n'en est rien. 


D'aprés les résultats des 8 7 et o, la fonction 95 Yg— 2 log = est holo- 
morphe. On doit done se demander, dans le cas de l’espace, si la fonction 
ES est holomorphe. Or s'il en était ainsi, il en serait de méme, 4 et 5 


venant en deux points a et b de la surface, de l'expression 


d a a 2 
dna (os au er Z| : 


: T d 1 2p ; : 
qui ne différe que par une constante de — 2 EAT ns p étant la distance 
ah 





222 Paul Lévy. 


de b au plan tangent à la surface considérée en a. Or cette expression n'est 
manifestement holomorphe pour aucune autre surface que le plan. 
. . . A . 
On peut aussi se demander si le fait que G$—r7:g5 soit holomorphe est 


exact dans le cas de l'espace. Or, s'il en était ainsi, l'expression 


Lei eue Ld s 
(5) dn, G2 792) — 4, 9n 
5 : Gh Je 2p 
serait holomorphe. Or nous verrons plus loin que dn, 25 est la somme de q3 
a 


et d'une expression qui est au plus de l'ordre de grandeur de = quand B est 


2p 


voisin de a. Il en résulte que l'expression (5) est la somme de T et d'une 


quantité infiniment petite. La valeur limite de = dependant de la maniere dont 


B tend vers a, cette expression ne peut pas être holomorphe. 


Deuxième partie. 


Le probléme B pour l’espace. 
CHAPITRE I. 
Sur la composition des fonctions singulières. 


$ 12. Avant d'établir les théorèmes généraux dont il a été question dans 
l'introduction et qui feront l'objet du Chapitre IL, il faut établir quelques résul- 
tats préliminaires sur certaines équations intégrales à noyaux singuliers et sur 
la composition de ces noyaux. Avant méme d'établir ces résultats, nous éta- 
blirons quelques lemmes relatifs aux fonctions singulières que nous aurons à 
considérer. 

Voici les notations que nous emploierons dans tout ce chapitre. 

Nous considérerons deux points A et B fixes dans une aire plane S, et un 
point M mobile dans cette aire. Nous appellerons d S l'élément d’aire décrit par 
le point M, et n ses coordonnées, a et y celles de A,x' et y! celles de B,o,0' 
et r les distances MA, MB et AB,X la portion de l'aire. S intérieure à une 
circonférence de rayon r ayant pour centre le milieu de A B, 3' la portion de 
l'aire S extérieure à cette circonférence, et N, et X, les portions de l'aire X situées 
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respectiviment, par rapport à la droite o = o' (perpendiculaire à AB en son milieu), 
du côté de À et du côté de B. Enfin K représentera toujours un nombre indé- 
pendant des points À et D, qui d'ailleurs ne sera pas le méme dans les diffé- 
rents énoncés qui vont suivre, ou méme dans les différentes parties d'une méme 
démonstration. 


Lemme I.' — L'intégrale 


he 


Ue 
NI 


AUC dd K : : 
admet une limite supérieure de la forme ar Sat B 7 2, de la forme K log E si 
a+ß=2, et de la forme K si a B «2. 


En effet, o' étant = dans la région 3', nous augmentons J en remplaçant 


A par 5 Nous augmentons encore cette intégrale en remplaçant le champ d’inté- 
gration X' par la couronne circulaire -« o « L, l désignant la plus grande distance 


de deux points de l'aire S. La nouvelle intégrale obtenue, 


admet évidemment les limites supérieures indiquées dans l'énoncé. 


Lemme II. — Si «a < 2, l'intégrale 
'( 48 
IR = ot Ag 


> 


admet une limite superieure de la forme ER 





! Ce lemme et le suivant, que l'on présente en général sous une forme un peu différente, 
sont ceux sur lesquels repose la théorie classique de l'itération des noyaux singuliers des équa- 
tions intégrales. Ayant besoin de compléter cette théorie au point de vue de l'étude des déri- 
vées des noyaux itérées, nous ferons un fréquent usage de ces lemmes. 
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I : 2 

En effet, nous augmentons J, en remplaçant d par son maximum _ dans la 
région X,, puis en remplaçant cette région par le cercle o « 2r. La nouvelle inté- 
grale obtenue s'écrit 

2r 
2\8 ' do K 
=|) 2% En 
(= pat B— 


0 


On aurait de méme une limite supérieure de l'intégrale analogue à la précé- 
dente mais prise dans le champ 3,. Nous savons done limiter supérieurement, 
dans les différentes portions de l'aire S, les intégrales de fonctions ayant une 


limite supérieure de la forme of ol” pourvu que, dans les régions considérées, 
02402 | 


lintégrale de cette limite supérieure ait un sens. 
$ 13. Considérons une fonction f(A,B) qui soit finie et continue dans la 
région S ainsi que toutes ses dérivées tant que les points A et D sont distincts. 


Supposons qu'un nombre Ah soit tel que, dans toute région S' intérieure à S et 
sans point commun avec son contour, et méme si À et B sont trés voisins, la 


fonction f(A, B) soit finie si ^ € o et infinie au plus comme = si h>o, et que de 
plus, quel que soit l'entier positif 7, toutes les dérivées d'ordre à de f (4, B) soient 


finies si h+7<o et infinies au plus. comme si h+i>o. Supposons enfin 


I 
peti 


que, si À « 2, quelle que soit la fonction holomorphe c (A), les fonctions 
(x) J| reas meanas, | rae aetas 
S xy 


soient holomorphes.! Nous dirons qu'une fonction vérifiant toutes ces conditions 
est singulière d'ordre < h. 
Si de plus le module de f(4, B) admet une limite supérieure de la forme 


m et que, quel que soit l'entier positif 7, les modules de toutes les dérivées 


d'ordre i de f (4, B) admettent une limite supérieure de la forme E nous dirons 





moins de certaines hypothèses moins restrictives en apparence. Mais il serait plus long de 
résoudre cette question que de vérifier directement, dans les applieations que nous avons en 
vue, que cette hypothèse est bien réalisée 
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évidemment plus restrictive que la précédente que si h<o. Si A » o, les deux 
définitions sont identiques. 

Une fonction f(A,B) sera dite singulière d'ordre (h) ou régulière d'ordre (—h), 
(au sens strict ou non), si, quelque petit que soit e, elle est singulière d'ordre 
X h--s, mais non d'ordre € 4 — e. ! 


Si une fonction f(4,B) est singulière d'ordre (4), une quelconque de ses 
dérivées d'ordre i est singulière d'ordre (A +7) au plus. Nous allons même établir 
qu’elle est d'ordre (4+4i) exactement. Il suffit d'établir ce résultat pour i — 1 
et pour la dérivée uiam Pour cela nous supposerons cette dérivée d'ordre 
(k+1) et nous établirons que k=h. 

Considérons à cet effet une circonférence y de centre B et de rayon fini 
indépendant de B. Par le point A, supposé voisin de 5, menons une parallèle 
à laxe des x, qui coupe y en deux points; soit A, celui de ces deux points qui 
est le plus voisin de 4. En désignant par D un symbole de dérivation quel- 
conque, d'ordre 7, on a 


DI(A, B) = Df(A,,B)+ (pH Paz. 
AA 


je) est fini si 
Ox 


Or Df(A,,B) est fini sur tout le cercle y. Par hypothèse, p? 


k+j+ı<o, et dans le cas contraire, devient infinie moins vite que RENE 


quelque petit que soit «. On déduit alors de la formule précédente, par un calcul 
facile, que Df(A, B) est fini si k+j<o, et dans le cas contraire devient infini 


: moins vite que a quelque petit que soit «. Done f(A, B) est une fonction 


singulière d'ordre (k), et on a bien k= h. 
Considérons maintenant une fonction f(A, B), régulière d'ordre (A), c'est-à- 
dire singulière d'ordre (—h), h étant positif. Soit à le plus grand entier inférieur 





1 On pourrait introduire une notion plus précise, en appelant fonction singulière d'ordre h 
une fonction singulière d'ordre < dont au moins une dérivée d'indice assez élevé i devienne 


effectivement infinie comme DES Mais, pour tirer de cette notion un parti utile, il faudrait 
yh 


modifier un peu nos premières définitions. Ainsi, dans la définition des fonctions singulières 

K 
rh+i 
dans la suite de ce chapitre, la notion de fonction singulière d'ordre (h) nous suffira, il est inutile 
d'introduire des termes logarithmiques dans nos définitions. Dans le chapitre III, nous donne- 
rons dans le méme ordre d'idées des définitions un peu différentes. 





€ : - N . K Teer 
au sens strict, il faudrait remplacer ‚ dans le cas où h4+i <0, par == log -- Comme 
r Y 


Acta mathematica. 42. Imprimé le 10 septembre 1919. 29 
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ah (h»i»h-—1) La fonction f(A, B) et ses dérivées d'ordre < ? par rapport 
à æ et y sont finies. On peut donc trouver un polynôme P(A, B) d'ordre i en 
x et y, à coefficients fonctions de B, et tel que la différence 


f (A, B) — f(A,B) — P(A, B) 


s'annule quand A est en B ainsi que ses dérivées jusqu'à l'ordre i par rapport à 
x et y. Or toutes les dérivées d'ordre i +1 de f,(4, B) par rapport à x et y. 


qui sont les mêmes que celles de f(4,B) sont inférieures en module à EYES 


quelque petit que soit «. Les dériviées d'ordre i de f, (A, B) peuvent alors être 
obtenues en intégrant les précédentes le long de la droite B À, et on trouve 
qu'elles sont inférieures en module à 7^—:—*, quelque petit que soit «. On limite 
de méme successivement les dérivées d’ordres i— 1, i— 2,..., 1 de f,(4, B) et 
cette fonction elle-même, et on constate ainsi qu'elle est régulière d'ordre (Ah), au 
sens strict. Nous avons done établi le résultat suivant: 

Toute fonction régulière d'ordre (h) est la somme d'une fonction régulière d'ordre 
(h) au sens strict, et d'un polynôme en x et y de degré inférieur à h dont les coeffi- 
cients sont des fonctions finies et continues de B. 

On peut évidemment dans cet énoncé échanger les rôles des points À et B. 


$ 14. Dans la théorie des équations intégrales, on appelle composition l'opé- 
ration qui consiste, étant données deux fonctions f(4, 5) et (4, B), à former 
la fonction 


(2) F(A, B) - | [14,20 9 01, mas. 
S 


Les fonctions singulières que nous considérons sont par définition telles 
qu'en les composant avec une fonction holomorphe dépendant d'un seul des points . 
A et B, on obtienne toujours une fonction holomorphe. Bien entendu ces fonc- 
tions doivent être singulières d'ordre inférieur à 2 pour que l'opération de com- 
position ait un sens. 

Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant, relatif à la compo- 
sition des fonctions qui sont toutes les deux singuliéres. 

Si les fonctions f (A, B) et v (A, B) sont singulières d'ordres respectifs (h) et (k) 
inférieurs à 2, la fonction 


F(A,B) — | | [(A, M)g (M, B)dS 


we 


S 


est singulière d'ordre (h + k —2) au plus. 
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Vérifions d'abord que les intégrales analogues aux intégrales (1) formées 
avec F(A,B) sont holomorphes, si w(A) est holomorphe. Considérons l'une 
d'elles, par exemple 


(3) QA Ij ra. M)w(M)ds. 
En posant 


o, (A) = | [va 20 anas, 
S 
elle s’écrit 


Q(A)— [ra ano. anas. 


Ur 
n 


Puisque par hypothèse les intégrales du type (1) formées avec f (A, B) et p(A, B) 
sont holomorphes, la fonction c, (A) et par suite la fonction (4) sont holomorphes. 

Il faut maintenant établir l'existence des dérivées de F(A, B) et trouver 
des limites supérieures de leurs modules. Etudions dans ce but une des dérivées, 
que nous représenterons par 


(4) DF (A, B), 


D étant un symbole de dérivation d'ordre i par rapport à x et y, coordonnées de 
A, et D un symbole de dérivation d'ordre j par rapport à 2’ et y', coordonnées de 
B. La limite supérieure que nous cherchons doit être finie si A +k+:+7— 2 € 6, 
et dans le cas contraire de la forme =o e étant aussi petit qu’on 
veut. Plusieurs cas sont à distinguer suivant les valeurs de 7 et j. 

Premier cas. h+i<2, kt 3 «2. 

On peut écrire dans ce cas 


(4) DDF(4,B)— | | 014. 309 wr, Bas, 


Ur 


S 


la dérivation étant légitime, puisque l'intégrale obtenue est absolument et uni- 
formément convergente. La fonction Df(A,M) admet en module une limite 


2. K ; : : 5 : xk 
supérieure de la forme =; s étant aussi petit qu'on veut, si h +170, et est 
0 
^ 
finie si A4 «o. De méme Dp(M,B) admet en module une limite supérieure 


de la forme ‚sik+j>o, et est finie si k+7<o. Les lemmes I et II nous 


K 
gitite 
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montrent alors que l'expression (4'), dans le cas où h+k+i+j—2>0 (ce qui 


n'est possible que si h+i>0, k+j>o), est inférieure en module à a 
e étant aussi petit qu'on veut-et À convenablement choisi. Dans le cas contraire 
elle est finie. C'est bien la limitation que nous voulions obtenir. 

Deuxième cas. h+i>2, k+j<a2. 

La dérivée étudiée (4) peut dans ce cas s’écrire 
(4") DDF(A,B)—D |] f(4,M)o, (M, B)d8, 


S 


la fonction q,(A, B) — 99*(A, B) étant singulière d'ordre (k 4- ;). 

Montrons d'abord que nous pouvons supposer cette fonction singuliére d'ordre 
(k--j) au sens strict, si k+7<o. En effet le cas général se ramène à ce cas en 
ajoutant à y, (M, D) des termes de la forme 


v (B) S* v, 


les fonctions v(B) étant finies. Cela revient à ajouter à l'expression (4") des 
termes de la forme 


v(B) D | 4,845, 
"s 
qui sont finis, puisque la fonction sur laquelle on effectue l'opération D est holo- 
morphe comme étant de la forme (1). Nous voyons done bien que pour trouver 
une limite supérieure de l'expression (4"), il suffit de la trouver dans le cas oü 
fi CA, B) est une fonction singulière d'ordre (k+ 7) au sens strict. ; 
Décomposons maintenant le champ d'intégration S en deux champs, 3, + X 
et X, Bien entendu, bien que la définition de ces champs ($ 12) montre qu'ils 
dépendent de A, nous pouvons les considérer comme fixes lorsque nous effectuons 
la dérivation D. 
L'expression (4") se présente alors comme la somme de deux termes. Le 
premier terme 


| | oti n9 gar Bas 
NEN 
est inférieur en module à 
- k 
| ol tite i kej+edS, 
iS 


NY 


* 
v 


2 
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et les lemmes I et II nous en donnent une limite supérieure qui est bien de la 
forme voulue. 
Il reste à étudier le terme 


(3) D J [ra ang ar s ds. 


Car 


1 


Posons ?— 2, 4- à, 7, étant le nombre entier tel que 1 <h+ 7%, «2. Remplacons 
9, (M, B) par son développement en série de TavroR limité aux termes de degré 7, 
autour d'un point A,, de coordonnées x, et y,. Nous supposerons que A, coincide 
avec A, mais nous écrirons tout de méme A,, pour indiquer qu'en effectuant la 
dérivaton D on n'a pas à tenir compte des termes qui contiennent A). 

Nous avons done de nouveau deux sortes de termes à distinguer, les premiers 
termes de ce développement, et le reste. Considérons d'abord les premiers termes, 
de la forme 


(6) X(A,B)($—2,)*(j—9)79, (+P X i; —1), 


X(A,,B) étant une fonction singulière d'ordre (k-- j--«-- 8) au sens strict. Les 
termes correspondant de (5) peuvent s’écrire 
(D — X(A,B)D | |f(A,M)( —2)*(j—y) ^45 


ve 


S 


—X (4B) || Df (A, ME — 20) *(— yo) 248. 
+2 


L'intégrale prise dans le champ S, étant de la forme (1), a ses derivees finies. 
Le produit de sa dérivée par X (A,,B) est donc infini au plus comme une fonction 
singulière d'ordre (k+7+« +), et si on observe que 


k+j+a+ß<k+j+i,—-ıth+üu— ı=h+k+irj—2, 


on voit qu’on a bien pour ce terme la limitation voulue. Dans l’autre integrale 
de la formule (7), la fonction intégrée a son module inférieur à EEE 
L'intégrale, en vertu des lemmes I et II, et de ce que h+i—a—/ >2z est done 


K 


€ Ee : » X ders Mies 
infinie au plus comme EEE Son produit par X (4,,B) est donc infini a 


2+e 
plus comme une foncton d'ordre (h-- k--i--j— 2). Nous avons done pour tous 
les termes de l'expression (7) la limitation voulue. 
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Considérons maintenant le reste de la série de TayıLor. Il est la somme de 


i, + ı termes de la forme 
X (M,A,, B) (§ —%,) x (n — Yo), (GR), 


la fonction X (M,A,, B) étant inférieure au module maximum des dérivées d'ordre 
i, de p,(M,B) quand M décrit la région Z,, c'est-à-dire ayant une limite supérieure 


> 


— & étant aussi petit qu'on veut. Les termes correspondant 


de la forme TETE 


de (5) s’écrivent 


IE: (M,A,,B) Df (4, M) (E—2,) * 6 — y) ^48, 


2 
1 


c 


cette intégrale ayant bien un sens, puisque la fonction intégrée est infinie en À 
d'ordre (A+i—a—ß=h+ti,<z2). Le lemme II nous donne alors de cette inté- 
K 


grale une limite supérieure de la forme RENE ECC Nous avons donc finale- 


ment obtenu la limite supérieure cherchée pour tous les termes qui constituent 
l'expression (4"). 

Troisième cas. h+i<2, k+j>a. 

Ce cas se traite évidemment comme le précédent, en échangeant les róles 
des points A et B. 

Quatrième cas. h+i>2, k+j>2. 

Ce cas se traite aisément par les mémes procédés que le second. On décompose 
le champ S en trois champs 2, 3, et X,. Pour l'intégrale relative au champ J’, 
le lemme I nous donne sans difficulté la limitation cherchée. Les deux autres 
intégrales se déduisant l'une de l'autre par l'échange des points À et B, ii suffit 
d'étudier l'une d'elles, par exemple celle qui est étendue au champ 3,. Le procédé 
employé pour l'étude du deuxiéme cas s'applique dans ce but sans modification, 
car il ne tenait aucun compte de l'hypothése £4 j<2. 

Ayant obtenu dans tous les cas la limite supérieure cherchée, nous avons 
démontré le théoréme énoncé. 


$15. Les resultats précédents se prêtent à quelques généralisations. On peut 
observer que, pour limiter supérieurement une dérivée de F (A, B) d'ordre n — i 4- j 
nous n'avons introduit à aucun moment dans les calculs des dérivées de f(4,B) 
et de v (A4, B) d'ordre supérieur à ». Donc: 

Si les fonctions f (A, B) et (A, B) et leurs dérivées jusqu'à l'ordre n admettent 
en module les limitations indiquées pour des fonctions singulières d'ordres respectifs 
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(h) et (k) inférieurs à 2 et leurs dérivées, si de plus ces fonctions vérifient la condition 
auxiliaire relative aux intégrales du type (x), la fonction 


F(4,B) = | | 14.2 at. pas 


Jr 
et ses dérivées jusqu'à l’ordre n admettent en module les limitations indiquées pour 
une fonction singulière d'ordre (h + k — 2), et de plus cette fonction vérifie la condition 
auxiliaire relative aux intégrales du type (x). 

Il n’est pas même nécessaire de supposer l'existence des dérivées d'ordre n + 1 
de {(A,B) et p(4,B). 

On peut observer encore, d’après les raisonnements du $ 14, que si l’on veut 
une limitation des dérivées d'ordre » de F(A, B) par rapport aux coordonnées de 
A seulement, il suffit de connaitre les limitations des dérivées de f (4, B) ct p (A, D) 
jusqu'à l'ordre 2 et par rapport aux coordonnées de À seulement. 

On peut aussi remplacer les hypothéses relatives aux intégrales (1) par des 
hypothèses moins restrictives, et cela de deux manières différentes. 

D'une part, si on veut étudier les dérivées de F(A,B) par rapport aux 
coordonnées de À seulement, il suffit de faire des hypothèses sur la première 
de ces intégrales, 

JJ 14: 2024s. 


S 


qui dans ce cas intervient seule dans les raisonnements du § 14. D'autre part, 
l'hypothèse relative à ces intégrales peut, si l'on veut étudier seulement les déri- 
vées de F(A,B) jusqu'à l'ordre n, être remplacée par l'hypothése moins restrictive 
que ces intégrales admettent des dérivées finies et continues jusqu'à l'ordre m. 
Il suffit méme de supposer qu'il en est ainsi lorsque o (4) est un polynôme de 
degré n — 1. 

Cela suffit pour qu'il en soit de méme lorsque o (4) est une fonction finie 
et continue ainsi que ses dérivées jusqu'à l'ordre », et méme lorsque c’est une 
fonction finie et continue ainsi que ses dérivées jusqu'à l'ordre n—r, et que ses 
dérivées d'ordre n — 1 sont uniformément continues à la LiPSCHITZ, avec un expo- 
sant @>h—ı. [Nous disons qu'une fonction 2(A) est uniformément continue 
à la Lipscuitz avec un exposant « lorsqu'on a 


[2(B)—$(A)| X Kr*, (o<a<ı), 
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K étant indépendant de A et B.] Si, en effet, w (A) vérifie ces conditions, w(M) 
peut être regardée comme la somme d'un polynôme en §&,7 de degré n—ı et 
d'une fonction admettant une limite supérieure de la forme K o"—!*7. Chaque 
intégrale (r) est alors la somme de deux termes: pour le premier, les dérivées 
d'ordre » existent par hypothèse: pour le second on peut les former par la règle 
de Læigniz. D'ailleurs ces dérivées sont bien des fonctions continues. 


$ 16. Nous pouvons maintenant appliquer les résultats précédents aux équa- 
tions intégrales. Nous allons démontrer le théorème suivant: 

Soit q (A) une fonction ayant des dérivées finies et continues jusqu'à l'ordre m. 
Soit f(A,B) une fonction admettant, ainsi que ses dérivées jusqu'à l'ordre n par 
rapport aux coordonnées de A les limitations indiquées pour une fonction singulière 
d'ordre (h) inférieur à 2 et ses dérivées. On suppose de plus que l'intégrale 


(8) [| 1 (A, M)o (M)dS 
soit finie et continue ainsi que ses dérivées jusqu'à l'ordre n lorsque la fonction w(M) 
est holomorphe. On suppose enfin que l'équation intégrale 


Pr 


(9) v(A) + | | ra. anvanas — 9 (A) 


t 


$ 


admette une solution et une seule. Cette solution admet des dérivées jusqu'à l’ordre 
n finies et continues. 


On sait, en effet, que l'équation (9) peut être remplacée pour la détermination 
de la fonction inconnue (A) par une quelconque des équations 


(1o) vcn [[kamwanas- id) ira...) 


où 


4,8) 1(4,B,  f(4,B)  — [fin (A, M) f I, B) as, 
VS 


$(4)—9(4),  q(A) ica (4)— | (14 mmi (Mas. 
s 


D’après le théorème du § 15, les fonctions f;(A,B) et leurs dérivées jusqu'à 
l'ordre » admettent les limitations indiquées pour les fonctions singuliéres d'ordre 
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(h--ih— 21) Done pour i assez grand (si par exemple h=1z pour i — » +2) 
toutes ces dérivées seront finies. Mais alors d’après les formules de M. FREDHOLM, 
le noyau résolvant F;(A,B) de l'equation (ro) admet aussi des dérivées finies et 
continues jusqu'à l'ordre n. 

D'autre part, d'aprés les hypothéses relatives à l'intégrale (8) et d'aprés les 
remarques finales du $ r5, les fonctions q;(A) sont finies et continues ainsi que 
leurs dérivées jusqu'à l'ordre n. Il en est alors de méme de la fonction (4), 
définie par la formule 


V(A)-—gi;(A) + [ [ «anas anas, 
Jy 


CNONE D: 


On verrait de même, d’après les remarques finales du $ 15, que si les dérivées 
de (A) sont finies et continues jusqu'à l'ordre » — 1 seulement, et si les dérivées 
d'ordre » —1 sont uniformément continues à la LiPsCHITZ avec un exposant «> /, — x, 
il en est de méme pour les fonctions q;(4) et par suite pour (A); la différence 
w(A)— (A) a méme des dérivées d'ordre n. 

Tl est aisé de généraliser le théorème précédent en remplaçant les inté- 
grales doubles par des intégrales de surface; c'est sous cette forme que nous 
aurons à l'appliquer. 

On peut encore généraliser tous les résultats de ce chapitre en remplacant 
les intégrales doubles par des intégrales multiples d'ordre p (ou par des intégrales 
simples). La condition h <2, qui a joué un rôle essentiel doit être alors remplacée 
par la condition k < p (ou h «1 dans le cas des intégrales simples). 


$ 17. Voici enfin une extension dans un autre ordre d'idées. Si ~(A) est 
holomorphe et si-f (4, B) est une fonction singulière d'ordre (A), (h < 2) au sens du 
$ 13, il résulte de ce qui précède que la fonction (A) définie par l'équation (9) 
a toutes ses dérivées finies et continues. Mais est-elle holomorphe? 

Pour résoudre cette question, nous allons montrer que tous les résultats qui 
précédent restent exacts lorsque les coordonnées des points A et B peuvent prendre 
des valeurs imaginaires. Il en résultera bien que v/( 4), fonction de deux variables 
complexes dont les dérivées sont finies et continues est holomorphe. 

Nous définirons un point imaginaire A par les intersections A, et A, des 
droites isotropes passant par ce point avec la partie réelle du plan. Il faut que 
A puisse décrire l'aire S et une portion voisine du plan imaginaire. Cela revient 
à dire qu’on peut prendre pour A, et A, tous les systèmes de deux points intéri- 
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eurs à S, tels du moins que la distance A, A, ne soit pas trop grande. Le point 
B sera défini de méme par deux points réels 5, et B,. M sera bien entendu réel. 
En appelant toujours r, o, o' les distances AB, MA, MB, on a 


|1— 4, B, x A, B] | = MA, X MA,,| 02 | = MB, x M B,. 


Il faut d'abord généraliser les lemmes 1 et II. L'intégrale considérée dans 


ces lemmes, 


est inférieure en module, d’après l'inégalité de SCHWARZ, à 


Vile [ MUST 
JJ MA? x MB? James 


Considérons par exemple le cas où « «2,9 «2,«-- B2. Dans ce cas, les lemmes 





I et IT, tels que nous les avons établis au point de vue réel, nous donnent pour 
l'expression précédente, l'intégration étant étendue à toute l'aire S,]a limite supérieure 








KV I K 
X " a+ß—2 PRET TEE 
ATP; CARE: ? 


On étudierait de même les autres cas. La seule complication mais qui n'introduit 
aucune difficulté réelle, est que la division de S en trois aires, 2', X, et 3,, ne 
suffit plus, et qu'il faut diviser S en un plus grand nombre d'aires partielles. 
Mais dans chaque cas on aura sans peine la limitation dont on aura besoin. 
Les raisonnements des $ r4 à 16, malgré cette complication, restent appli- 
cables au cas actuel. Le résultat que nous avons en vue est done établi lorsque 
les dérivées d'ordre ? du noyau f(A,B) admettent des limites supérieures de la 


forme ETE! lorsque ce noyau vérifie la condition auxiliaire relative à l'intégrale (8). 


Une remarque doit être faite au point de vue de l'application de ce résultat. 
Supposons qu'on veuille l'appliquer au cas oü on remplace l'aire S par une aire 
qui ne soit pas plane. Pour transformer les intégrales de surface que l'on aura 
à considérer en intégrales doubles, il faut représenter l'aire S sur une aire plane 
(S). Les points A et B, dont la distance est 7, sont ainsi représentés par des 
points (4) et (B), dont la distance est (r). Pour les points réels, r et (7) s'annul- 
lent en méme temps et sont du méme ordre de grandeur. Il n'en est plus de méme 
au point de vue imaginaire. Il ne peut méme en étre de méme pour aucune 
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représentation plane de S, car il n'existe pas en général de courbe tracée sur S 
telle que la distance de deux points queleonques de cette courbe soit nulle. Done 


: cs ue TN 2 2 : 
l'existence d'une limite supérieure de la forme — n'entraine pas l'existence d'une 
= 


> 


limite supérieure de Ja forme (rye Nous ne pouvons pas appliquer le résultat 
précédent. 

Mais nous pouvons le généraliser. En effet, comme nous l'avons fait pour 
le plan, nous pouvons définir un point imaginaire 4 de S par deux points réels 
A, et A, dont la distance à A soit nulle. Nous pouvons de méme définir B par 


deux points réels B, et B,. La formule 
[22 SATB XA D; 


relative au plan n'est plus exacte, mais les deux membres restent du méme ordre 
de grandeur, ce qui suffit pour que tous nos raisonnements s'appliquent. 

On peut de méme remplacer r? par une fonction de A et B qui soit le produit 
de deux facteurs holomorphes imaginaires conjugués s'annulant sans que leurs 
dérivées premières s'annulent quand À et B sont confondus; en d'autres termes 
on peut remplacer r? par une fonction holomorphe de A et B qui s'annule, ainsi 
que ses dérivées premières, sans que ses dérivées secondes s'annulent, quand À 
et B sont confondus, et qui soit réelle et positive quand À et B sont réels. 


CHAPITRE II. 
Theoremes généraux sur les fonctions harmoniques. 


$ 18. Le théorème de Bruns demontré dans la première partie s'étend 
sans difficulté au cas de l'espace. Le mémoire de M. E. ScuwipT (cité en note, 
$ 2) est d'ailleurs relatif au cas de l'espace. Au contraire l'extension des résul- 
tats de M. Hapamarp exposés $ 5 ne peut se faire qu'en utilisant les résultats 
du $ r7, et en observant que la condition auxiliaire relative à l'intégrale (8) se 
trouve bien vérifiée, en vertu du théorème de Bruns, dans l'application qu'on a 
à faire de ces résultats. Grâce à ces résultats, ceux de M. Hapamarp peuvent 
aussi s'étendre au cas d'équations aux dérivées partielles du type elliptique les 
plus générales. 

J'établirai dans ce chapitre des résultats d'une nature un peu différente. Il 
S'agira simplement de limiter supérieurement les modules des dérivées, jusqu'à 
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un ordre fini, de fonctions harmoniques définies par certaines conditions aux 
limites. 

La suite des idées sera la même que dans le chapitre I de la première partie. 
Je commencerai par établir des propriétés du potentiel. J’en déduirai les pro- 
priétés cherchées par l'emploi des équations intégrales et des théorèmes du 
chapitre précédent. 

Considérons une surface fermée S ayant en chaque point un plan tangent 
déterminé, et telle que les coordonnées d'un point M de cette surface soient des 
fonctions de deux paramètres w et v, ayant toutes leurs dérivées finies et con- 
tinues jusqu'à l'ordre p + r, p étant » o. Appelons u (M) ou simplement « une 
fonction de u et v finie et continue ainsi que ses dérivées jusqu'à l'ordre p. 
Appelons r la distance AM.! Nous allons établir le théorème suivant: 


D MEE 


S 


Le potentiel 


(dS désignant l'élément d'aire décrit par M sur la surface S) et ses dérivées jusqu'à 
l'ordre p, ont en valeur absolue des limites supérieures finies. 

Il suffit évidemment de démontrer ce théoréme pour les points voisins de 
S, car il est évident pour les autres. 

Considérons done un point A voisin de S sur une normale PA à cette sur- 
face en un point P. Considérons un cylindre de révolution d'axe PA et de rayon 
R assez petit pour que toute parallèle à PA intérieur à ce cylindre coupe S en 
un point voisin de P et un seul; ce rayon À, pourvu qu'il soit assez petit, peut 
étre supposé indépendant du point P de la surface. 

Appelons X la partie de S voisine de P et intérieure à ce cylindre. Posons 


y- || fas. 
gor 


Il est évident que U — V et toutes ses dérivées admettent des limites supérieures 
indépendantes des points P et A. Il suffit done de limiter supérieurement V et 
ses dérivées. 

Prenons le point P comme origine d'un systéme de coordonnées rectangulaires, 


l'axe des z étant PA. Appelons &,n,{£ les coordonnées de M, z l'ordonnée de A. 


i 


D'après les hypothèses faites sur S, admet des dérivées par rapport à & et v, 


* Les notations ne sont pas identiques à celles du chapitre précédent. Il n'était pas facile 
d'employer dans tout ce travail un système unique de notations. 
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finies et continues, jusqu'à l'ordre p +1. On peut donc déterminer un polynôme 
&, en § et », de degré p, tel que l’on ait 


IS —5 pe Kort, 


> 


en posant o — V £ +7, et K étant un nombre convenablement déterminé, qu'on 
peut supposer indépendant de P, pourvu qu'il soit assez grand. De méme on 
peut déterminer un polynôme u, en £ et n, de degré p— 1, et tel que 


| — | € Kor. 


Appelons 2, l'aire décrite par le point M, de coordonnées 5,7, 2,, quand M 


décrit l'aire X, dS, l'élément de cette aire, et 7, la distance AM,. Posons 


à 
HU, 


7 LM i § y 
y 1 ll 7, dS, . 


à 


D’après le théorème de Bruns, V, est holomorphe, dans le voisinage de AP, de 
chaque cóté de P, et par suite toutes ses dérivées par rapport aux coordonnées 
de A sont finies. On peut donc leur assigner des limites supérieures, qui sont 
des fonctions continues des coefficients des polynömes 7, et «,, tant que ces 
coefficients sont finis. Or ils ont des limites supérieures indépendantes du point 
P. On peut done limiter supérieurement toutes les dérivées de V,, et nous 
n'avons plus qu'à étudier la différence V — V,. 
Or cette différence peut s'écrire 


J 


(x1) er [ffu—iasar «fJ agam 2 


v v 


unl;—,;)asan. 
1 


en posant 


um [053 | [05]? p | 98, i 
i- V = +(2) Saale b= E 


+ 
| dy e 


et les intégrales doubles étant étendues dans le champ 


Nous voulons limiter supérieurement les dérivées d'ordre < p de l'expression 
(tt). On n’a pas évidemment, en caleulant une telle dérivée, à tenir compte de 
ce que le point P dépend de A. Done on peut l'éerire, D désignant une opéra- 
tion de dérivation, 
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(12) DOVE) = ff: uf D didis [nh Di asd, rt 


ve 


MIE I I 
+ jj nf (Dz—D7. Ja£ds. 


Il est facile d'obtenir des limitations de toutes les quantités qui interviennent 
dans cette formule. On a d'abord aisément, en vertu des hypothéses faites, et 
pourvu que À soit assez petit et K assez grand 


lul<&, IJul<K, ]n— | Kee, 
Ife KS HERES ZH p Kor, 
Ip: K K 


= <= 
| T yp+l — opt} 





Il reste à limiter D-—D a Posons 


D = q (A, M); 

on a, par le théoréme de la moyenne, 

—Dp2 -(—t)e(A. M, 

M' étant compris entre M et M,. r' désignant la distance À M', p (A, M') est une 


CEA I 
dérivée de p d'ordre p + 1, de sorte que 


K K 


Fri = (poc 





I9 (A, M')| € 
et par suite 
|»: Ein ze ES 
T n 9 


Nous avons donc ainsi une limitation pour chacune des quantités qui inter- 
viennent dans la formule (12). De ces limitati ns résulte que 


|D(V—V,)|<K [| 4503. on KR. 


Cette formule achève de démontrer le théorème énoncé. 


$ 19. On peut généraliser de diverses maniéres le résultat précédent. 
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On peut d'abord restreindre les hypothéses faites. On peut remplacer l'hypo- 
these de l'existence des dérivées d'ordre p + 1 de 5 et des dérivées d'ordre p de 
de « par lhypothése moins restrictive que les dérivées d'ordre p de Z et les 
dérivées d'ordre p—1 de u sont uniformément continues à la Lirscurrz, (au sens 
indiqué 8 15), avec un exposant quelconque positif et <r. 


$20. On peut aussi remplacer le potentiel de simple couche par un potentiel 
de double couche. Mais les dérivées de ce potentiel ne seront certainement finies 


Ju 


que jusqu'à l'ordre p— 1. Cela tient à ce que an est une fonction singulière 


d'ordre (2), au sens du $ 13, tandis que — était une fonction singulière d'ordre (1); 
€ 5 ; 


en d'autres termes, au lieu de 








pi K 
r ptr 
on à seulement 
Faden PK 
aS 


Si le point attiré A est en un point « de la surface S, le potentiel de double 
couche W a une valeur W,, tandis que les limites de W quand A tend vers « 
d'un côté ou de l’autre de S sont des quantités W, et W; différentes de W,, les 
différences étant +2u(a«). W, est une intégrale où Ja fonction intégrée est 
singulière d'ordre (r) seulement. Il en résulte que, les hypothèses du § 18 étant 
vérifiées, W, admet des dérivées finies jusqu'à l'ordre p. C'est aussi une con- 
séquence des théorèmes des 8$ r4 et 15. Il en résulte qu'il en est de méme de 
W. et W;, puisque u («) a des dérivées d'ordre x finies et que We et W; ont les 
valeurs W, + 2t u (a). 

Si on remplace les hypothèses du $ 18 par les hypothèses moins restrictives 
du $ 19, Ws a bien encore des dérivées d'ordre n finies et continues, tandis que 
W. et W; n'en ont évidemment plus. 

Des remarques analogues s'appliquent aux dérivées normales du potentiel 
de simple couche. 

Il est évident que les résultats précédents peuvent s'étendre au cas où on 


remplace — par la solution fondamentale d'une équation aux dérivées partielles 
5 


quelconque du type elliptique. En effet, le théorème de Bruns reste applicable, 
et la solution fondamentale considérée est bien encore singuliére d'ordre (1). 
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Ces résultats sont également vrais dans le cas du plan, les solutions fonda- 
mentales considérées étant alors des fonctions singulières d'ordre (o). 

Ils se généralisent aisément dans le cas où les hypothèses des $8 18 et r9 
sont vérifiées sur une partie seulement de la surface S. 

Enfin, on peut supposer que « dépende d'un paramètre 4. Les dérivées 
considérées peuvent alors être prises par rapport à 4, et les ordres qui figurent 
dans les différents énoncés indiquent dans ce cas le nombre total des dérivations 
effectuées par rapport à À et les autres variables. 


8 21. Considérons maintenant une fonction harmonique f (A), définie par 
les valeurs f (M) qu'elle prend sur Ja surface S. Nous allons établir le théoréme 
suivant: 

Si on connaît une limite supérieure des valeurs absolues de f (M) et de ses 
dérivées jusqu'à l'ordre p, on peut en déduire à l'intérieur de S une limite supérieure 
des modules de f (A) et de ses dérivées jusqu'à l'ordre p— 1. 

Si nous formons f(4) par la méthode de M. FREDHOLM, il suffit d’après le 
théorème du § 18, d'établir que la densité « (M) du potentiel de double couche 
qui représente f (A) a des dérivées finies jusqu'à l'ordre p. 

Or, cette densité est définie par l'équation 


2 zt u(a) + I n (M) 47 48 —f (o), 


rz 


r désignant la distance « M, et la dérivée n étant relative au point AM. 


dn 
Le résultat cherché nous sera alors donné par le théoréme du $ 16, pourvu 
i 
d; 
que nous démontrions que la fonction J vérifie bien les conditions imposées à 
In 
[ (A, B) dans l’énoncé de ce théorème. 
Ces conditions sont de deux sortes. Il y a d'abord les conditions relatives 


à l'ordre de grandeur de f(4, B) et de ses dérivées par rapport aux coordonnées 


I 
QE p 
de A. Si la surface 5 est analytique, les dérivées de tous les ordres de 3. > 


P étant la distance de « au plan tangent en M, vérifient ces conditions. Si les 
coordonnées de « ont seulement des dérivées finies jusqu'à l'ordre p, les dérivées 
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d 


de An jusqu’à l’ordre p vérifient bien encore ces conditions. Les hypothèses du 


$ ro sont donc suffisantes pour qu'il en soit ainsi. 


a! 


r 


Il faut enfin vérifier que la fonction um 


vérifie l'hypothèse auxiliaire relative 

à l'intégrale (8) c'est-à-dire que l'intégrale 

Ji Im (M) dS 
% 


a des dérivées finies et continues jusqu'à l'ordre p, le point attiré étant sur S; il 
en est bien ainsi, cette intégrale n'étant autre que le potentiel W, considéré $ 20. 
Le théoréme énoncé est donc démontré. 


$ 22. Terminons ce chapitre par la généralisation du résultat précédent. 

On peut remplacer l'hypothése faite sur f (M) par l'hypothèse moins restric- 
tive que cette fonction admette des dérivées d'ordre p— r, uniformément conti- 
nues à la Lipscuirz avec un exposant < 1. 

On peut remplacer l'hypothése relative à f(M) par l'hypothése analogue 
, df CM) 
Em 


relative (c'est-à-dire remplacer le probléme de DiricHLer par celui de 


NEUMANN). La méthode s'applique. Au lieu du potentiel de double couche, nous 
devons introduire un potentiel de simple couche. Done /(4) a ses dérivées finies 
jusqu'à l'ordre p. 

Nos résultats s'étendent au cas d'une équation aux dérivées partielles quel- 
conque du type elliptique, car le principe de la méthode de M. FREDHOLM reste 
le méme, le caractère analytique du noyau reste le méme également, enfin les 
résultats du $ 20 subsistent. 

Nos résultats s'étendent aussi au cas du plan. 

Enfin on peut supposer que f(A) dépend d'un paramètre 4. Si on connaît 
une limite supérieure des dérivées de f(M) jusqu'à l'ordre total p par rapport à 
À et aux variables dont dépend M, on peut en déduire une limite supérieure des 
dérivées de f(A) jusqu'à l'ordre total p—ı par rapport à À et aux coordon- 
nées de A. 
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CHAPITRE III. 


Sur une famille de fonctions harmoniques. 


$ 22. Nous allons étudier dans ce chapitre une famille de fonctions harmoni- 
ques, à l’aide desquelles nous obtiendrons ensuite aisément la solution du pro- 


bléme B de l'introduction. 
La fonction = r désignant la distance du point x, y, z à l'origine, est har- 


monique. En l’integrant par rapport à z, on obtient successivement les fonctions 


également harmoniques 








r+2 
u, = log e 
TZ 
u, =2 log —7, 


en posant 
= a +y—r—2?, 
et a étant une constante arbitraire introduite pour rendre les formules homogènes, 
mais qu'on peut supposer égale à 1. 
Nous allons montrer qu'en continuant ainsi, on obtient une infinité de fonc- 
tions harmoniques, dont la forme générale est 


+2 
(13) up = fp (9,2) log = + rgp—1 (0,2) + ln (9,2), 


en désignant par /»,9»—1, hj des polynómes homogènes en o et z de degrés égaux 
à leurs indices respectifs, et où ne figurent que des puissances paires de 9.1 





* On peut observer que la partie algébrique de u, est un polynôme homogène en z et r. 
C'est sous cette forme que j'avais défini u, dans ma note citée des Comptes Rendus. Il est 
préférable, pour une étude plus détaillée, de séparer les termes rationnels et les autres, et de 
mettre en évidence p? au lieu de 2°.” Il nous arrivera, pour simplifier l'écriture, de ne pas écrire 


les arguments des fonctions Ip» Ip: hy, lorsque ces arguments seront o et 2. 
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Supposons obtenue la fonction w„_ı; nous allons former w,. Deux cas sont 
à distinguer suivant la parité de p. 


Premier cas: p pair. Posons 
fp (0,2) = A,2? + A; 0? 2?—? + --- + Ap o?, 
Yp—1(0,2) = B,29—1-- B, iz? —3 + --- + By 2g? —?z, 
hp (9,2) = Coz? + C, 20 72 + + + Cho. 


() : 
En identifiant ^"? et 
Jz 
rz 
(14) Up—1 = fo-1(0,2) log — +r92-2(9,2) + hip -1(9, 2), 


on voit d'abord, en égalant les termes non algébriques, que 


0 fn (0,2) 
(15) I» -1 (9,2) = = 
ce qui détermine A,, 4,,..., Ap—2 mais pas A,. Il vient alors 
Oia. ZT R 21.1 09p2-ı] , 0h 
TE m log UE 5 | Sr 2gp—1 zia (o +2 =| 4 DE 


x 


Il reste A identifier les termes algébriques de cette expression et ceux de 
l'expression (14). Identifions d’abord les termes qui ne sont pas rationnels en z, 


qui sont le produit de par un polynôme, il vient 


Ü dp—1 


(16) (9° -2)gp—2— fp + 29p—1 + (8 + 9) 757 


et en égalant les coefficients des termes correspondants des deux membres, en 
commençant par ceux du plus haut degré en z, on obtient successivement B,, 
B,,...,Bp—2 et Ap. Pour achever l'identification, il reste à écrire que 


0 hy 
(17) hp—1 Oz 
ce qui détermine C,, C,,...,Cp—2. Le coefficient C, reste indéterminé. 


* 


Il reste à écrire que up, est une fonction harmonique. Or nous pouvons 


déjà affirmer que 
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JA Up 


— AUS —I0 
02 P ? 


c’est-à-dire que /u, est indépendant de z. Or on a 
T sls 
(18) Z1, = log ^ 4f, dU DOES 


4 f, et Pp—2 étant algébriques, homogènes, de degré p— 2. Il en résulte que 
A 12 — (0) 


et que y,» ne dépend pas de z. Pour le calculer nous pouvons faire z = o, done 
r—0, et Pp—2 étant homogène et ne contenant pas a est de la forme 


LEES ty 25 
Alp = Pps — Kop? 


K étant une constante. 
Or K contient le coefficient indéterminé C,. Il en résulte que la formule 
précédente est de la forme 


A us = (K'+ p3C,)o? —?; 


K' étant bien déterminé. Nous pouvons done, p étant > 0, déterminer C, de 
manière à annuler 4 up. 


Deuxième cas: p impair. Posons. 
fo (0,2) — Av2? + A,0°2P-2 + --- A ig? 12, 
gp—1(0,2) —.B,2?—!-- B, o?zP—3 + --- + Bp_1 0? 1, 
hp (0,2) =C, 2? + C,022?—2 + --- + Cp_10? 12. 


Le calcul est analogue au précédent. Toutes les formules où les coefficients 
A, B, C winterviennent pas explicitement restent exactes. La formule (15) déter- 
mine cette fois tous les coefficients A. La formule (16) détermine tous les coeffi- 
cients B. La formule (17) détermine tous les coefficients C. Il n’y a donc cette 
fois aucun coefficient indéterminé lorsqu'on a écrit que wp a pour dérivée up—1. 

I] faut établir que u, est harmonique. Comme dans le cas précédent, J up 
ne dépend pas de z. La formule (18) montre alors que f, est harmonique, et 
que Pp—2 est de la forme K o?—?; cette fois K est bien déterminé. Nous avons 
done, quel qui soit z, 


At hae 
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Mais u, ne contenant pas d'autre radical que r, il est impossible que Zu, con- 
tienne le radical o à une puissance impaire. (Pour préciser ce raisonnement, nous 
n'avons qu'à remarquer que u» est holomorphe pour r — 0,20, et que g—? 
n'est pas holomorphe dans ces conditions.) La formule précédente montre done 
que À — o, et par suite wu, est harmonique. 

Nous avons donc établi pour toutes les valeurs entières > o de p l'existence de 
fonctions harmoniques de la forme (13). Ces fonctions sont telles que 


(19) ——P — Mp —1- 


Les polynómes f, sont aussi des fonctions harmoniques. 
Il faut observer que w, n'est bien déterminé que si l'on tient compte de la 
formule (19). La condition /u,= o ne détermine en effet une fonction hormoni- 
9 p 
que de la forme (13) qu'à un facteur constant prés et à un multiple prés de f,- 


$ 24. Il est nécessaire pour la suite d'étudier particulièrement l'allure de 
ces fonctions pour z— o. Elles se réduisent, si p est pair, à 


(20) Up (T,Y,0) = Ao? log * + Cor, 


et si p est impair, à 
(21) up (x,y, 0) = Bor 


(en supprimant les indices des symboles A,, B,-ı et C). 
Je dis que si p est pair, A m'est pas nul, et si p est impair, B n'est pas nul. 
Cette propriété étant vérifiée pour w, et w, dont les valeurs ont été écrites 
plus haut, nous pouvons la supposer vraie pour wp,—2, de sorte que, si p est pair, 


Up—2 (2, y, 0) — ag?—* log 5 +7 go-?, (e 70), 
et si p est impair, 
Up —2 (t, y, 0) = Po?—*, (Po) 


La formule 


PE j2 2, 
Use Un tp. a 
gigi ye 02: P 


donne, quand on annule z, 
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PA=—«, 
si p est pair et 
p°B——8$8 


si p est impair. Ces formules établissent le résultat énoncé. 


$25. Pour les fonctions w,, l'origine n'est pas un point singulier isolé, 
puisque, pour r+z=o, c'est-à-dire pour la partie négative de l'axe des z, ces 
fonctions sont singulières. Mais si nous considérons une surface fermée ©, 
passant à l'origine et n'ayant aucun point commun avec la, partie négative de 
laxe des z, l'origine est le seul point singulier à l'intérieur de X ou sur cette 
surface. 


De plus, si l'axe des z n'est pas tangent à l'origine à la surface €, ce que 
nous supposerons, on a, à l'intérieur de 2, 


(22) r+2>kr, 


k étant un nombre positif suffisamment petit, mais bien déterminé. Il en résulte 
qu'à l'intérieur de X, la fonction u, et ses dérivées admettent en valeur absolue 
les limitations suivantes, analogues à celles des fonctions réguliéres d'ordre (p) 
au sens strict considérées $ 13: 


1° La fonction uy admet en valeur absolue une limite supérieure de la forme 
I : E 
Ky log K étant un nombre convenablement déterminé. 
2° Quel que soit l'entier positif 7, les dérivées d'ordre i de u, admettent en 


valeur absolue une limite supérieure de la forme K7?—? log QUÉ i<p, et de la 
forme enin 
7, sı ır>p. 
5 Je r+z 2 
On s’en assure en observant que le coefficient de log - A dans uw, étant un 
polynóme d'ordre p, la partie non algébrique ne subsiste que dans les dérivées 


d'ordre <p. Cette partie non algébrique étant le produit de log Lis par un 


polynôme homogene de degré p — i en x, y et z, admet, à cause de l'inégalité (22), 
la limitation indiquée. La partie algébrique qui est rationnelle et homogène de 
degré p—i en x, y et r et qui n'admet au dénominateur que les facteurs r et 
r--z admet aussi, quel que soit i, la limitation indiquée. 

Modifiant un peu les définitions du $ 13 nous dirons qu'une fonction qui 


Sur l'allure des fonctions de Green et de Neumann dans le voisinage du contour. 247 


admet à l'intérieur de 3, ainsi que ses dérivées, les limites supérieures indiquées 
pour wp, est régulière d'ordre p, au sens strict (ou singulière d'ordre — p).! 

Si ces limitations sont valables, dans le cas oü les limites supérieures indi- 
quées sont infinies, et si celles des limites supérieures indiquées qui sont infini- 
ment petites peuvent étre remplacées par des quantités finies, la fonction consi- 
dérée sera dite régulière d'ordre p, au sens large. 

Nous appliquerons aussi ces définitions à des fonctions d'un point de la 
surface ZX, c'est-à-dire de deux variables seulement. 

Une dérivée d'ordre à d'une fonction régulière d'ordre p est une fonction 
régulière d'ordre p — i. 

Toutes les dérivées des fonctions up, sont des fonctions régulières, au sens 
strict, d'un ordre (positif, nul ou négatif) egal à leur degré d'homogénéité. 

$ 26. Théorème. Etant donnés deux entiers positifs ou nuls « et a! et un en- 
tier B. positif, nul ou négatif, et tel que le nombre m — a -- à! 4- B soit > — x, om peut, 
par une combinaison de fonctions u, en nombre fini et de leurs dérivées, former une 
fonction harmonique, régulière d'ordre m au sens strict, et se réduisant à xy“ g? 
pour z — o. 

En posant æ+iy—#, z—iy- 7x, on est ramené à démontrer le méme 
théorème pour &*7*' 9’, les conditions imposées aux exposants «,c' et 9 restant 
les mêmes. En remplaçant £7 par o? un nombre suffisant de fois, on peut 
annuler un des coefficients « ou «. Supposons que ce soit c. On est done 
ramené à &¢0° avec « 7 0, a+ B 7 — r. 

Distinguons maintenant plusieurs cas. 

Premier cas. B impair. Alors le nombre p — 9 4- 2« ne peut avoir la valeur 
—1 que pour «=o, 9 — — 1, et dans ce cas la solution est donnée par la fonc- 


tion = En dehors de ce cas p est un nombre positif impair, et il résulte de la 


formule (21) que la solution est donnée, à un facteur constant près, par la 
0" Up 
Int 

Deuxième cas. B pair >o. Alors p — ß+2.« est un nombre pair >o. La 
fonction f, se réduisant dans ce cas pour z — o à A 9?, la solution est donnée, à 


a fo. 


3 0 
un facteur constant prés, par la fonction 7, 


r* 
i 





fonction 





1 Ces définitions diffèrent de celles du chapitre I, d'une part parce que nous avons rem- 
placé la notion de fonction singulière d'ordre (4) par la notion plus précise de fonction singulière 
d'ordre h, d'autre part parce que la condition auxiliaire relative aux intégrales (1) ne joue plus 
aneun róle, enfin parce que le point singulier est sur la frontiere de la région dans laquelle les 
fonctions sont régulières, sauf en ce point. 
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Troisième cas. 8 pair <o. Alors p — B --2« est un nombre pair positif. En 
posant p — 2 p' la formule (20) donne 
7 


Hose. 


Up (X,Y, 0) = — S5? v? [loge e log? 


Observant que « » p, on voit que la solution est donnée, à un facteur constant 
LS oc Up 
près, par > a 

Le théorème énoncé est done établi dans tous les cas. 

Théorème. Etant donnés trois entiers positifs ou nuls a, a! et B dont le dernier 
est pair, on peut, par une combinaison de fonctions u, en nombre fini et de leurs déri- 
vées, former une fonction qui soit harmonique, régulière d'ordre n = a + o! + B au sens 
strict, et se réduise à xy“ 0? loge pour z — o. 

Par le méme changement de variables que précédemment, on est ramené à 
démontrer le méme théorème pour i*g?logo. En posant toujours p — 8 4- 2 c, la 


de Uy 
dn 





solution est donnée par une combinaison linéaire convenable des fonctions 


Quy 


et 
On" 


$ 27. Nous allons appliquer les résultats précédents à un problème de déve- 
loppement en série. 

Considérons une surface S, passant à l’origine des coordonnées et qui soit 
tangente au plan z — o. Nous la supposerons d'abord pour simplifier analytique 
au voisinage de l'origine, et ne coupant pas la partie négative de l'axe des 2, et 
nous prendrons comme axes des z et des y les directions principales de cette 
surface. On a alors sur S au voisinage de l'origine 


(23) 2 — ^ (a + any?) + co + 30,27 y + 3b, wy? buy!) de 


On sait le rôle que joue dans la théorie des fonctions harmoniques la fone- 
tion, déjà considérée dans le chapitre précédent, 


I 
d 

ew 
dn 7? 


\ 


la dérivée dn “tant relative à l’origine et comptée positivement vers l'intérieur 


de S. Quand le point 4, de coordonnées z,y,z vient sur S, cette fonction se 
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réduit à une fonction de x et y singulière d'ordre r seulement. On peut donc penser 
qu'il existe une fonction singulière d'ordre x seulement, harmonique, el égale sur S 


2 5 5 ; 
à 3 Nous allons montrer qu’elle existe en effet, et la représenter par un développe- 
ment en série de fonctions régulières d'ordres croissants. 
La fonction 73 à pour valeur principale sur S au voisinage de l’origine 


Id T° + a, y? 


2 0° 


D’apres le $ 26, on peut former une fonction harmonique, reguliere d’ordre — ı 
à l’intérieur de S, égale à la précédente pour z — o. Cette fonction est 


Posons 


Cetta fonction se réduit sur S à une fonction de x et y régulière d'ordre o. Elle 
diffère infiniment peu sur S et à l'origine, de la fonction 


aa; a y, (a, —a)* (zt —V» , 
a)” 2 


b a+ 3b,2* y 3b, m y* +d; 
8 o? 8 Q | 


I 
6 o? 








D'aprés le $ 26, on peut former une fonction harmonique, élémentaire, réguliére 
d'ordre o à l'intérieur de S, égale à la précédente pour z= 0. Soit U, cette fonction.! 
Posons 


R,=R.—U,=5 Un Ui, 


Cette fois R, sera infiniment petit sur S au voisinage de l’origine. On formera 
sa valeur principale,? et on cherchera à former une fonction U, qui n’en diffère 
que par des infiniment petits d’ordre supérieur au premier. On continuera de 
méme indéfiniment. 





1 Cette fonction est algébrique, car la partie non algébrique, si elle existait, serait néces- 
sairement, étant donnée la forme des fonctions up, de la forme alog (+2), a étant une con- 
stante, et deviendrait infinie. Or elle doit prendre sur S der valeurs finies. 

2 Nous devons entendre ici par valeur principale d'une expression infiniment petite une 
expression plus simple qui n'en diffère que par des infiniment petits d'un ordre supérieur au 
moins d'une unité. Ainsi nous ne pouvons pas négliger x devant x log p. 
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to 
Qt 
© 


Je dis que toutes les fonctions 7, ainsi définies sont des fonctions régulières 
d'ordre p, au sens strict, formées par des combinaisons linéaires des fonctions up 
étudiées $ 28 et de leurs dérivées en nombre fini. Je dis de plus que la différence 


Rp u Oe) 


se réduit sur la surface S à une fonction de x et y régulière d'ordre p 4-1 au 


sens strict. 
Comme il en est bien ainsi pour p — — 1, nous pouvons supposer que ce 
soit vrai pour p—ı. La fonction R,_; se réduit donc au voisinage de l'origine 


sur la surface S à une fonction de x et y très petite comme 7? log -. De plus 


z 
elle est la somme de 75 et d'un nombre fini de fonctions u, et de leurs dérivées. 


Elle est alors de la forme 





r+z P,(vy,zr 
P (x, y, z) log = + ere, 


P et P, étant des polynómes, car dans toutes les fonctions w, et dans leurs déri- 
ar 





vees, le coefficient de log est un polynôme en x, y et z et la partie algébrique 


est rationnelle en x,yetr, et ne peut contenir au dénominateur d'autres facteurs 
que r et r+z. Remplacons maintenant z par sa valeur (23). Etant donné que 


- ie I -— 
l'expression précédente est de l'ordre de grandeur de r log. sa valeur princi- 


pale (au sens indiqué ci-dessus, en note) est 


r+2 P,(z,y,r 
P; (ty) log a Ed 





P, et P, étant des polynómes homogènes de degrés respectifs p et p+a+ f. On 
peut encore l'écrire, 


= P, (x, y) log S P.(2,y. 9) 


+8 
0° i 
en négligeant des termes de l'ordre de grandeur de gP+1. 
Il reste alors, d’après le $ 26, une fonction harmonique, régulière d'ordre p 
au sens strict, égale à l'expression précédente pour z — o, formée avec les fone- 
tions w, et f, et leurs dérivées en nombre fini. Soit U, cette fonction. 
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Considérons la différence 


Rp = Rya—U, px (UE Ga Un) 
et étudions ses valeurs sur la surface S; elle peut s’écrire 
0 - 
Roi Up (ty 0) —2 ar DECO} 


où & est compris entre o et z. Or A2, ,— U,(x,y,0), par la manière même dont 


la fonction U, a été formée, est au plus de l'ordre de grandeur de @+1 log”. Il 
o 


S 


: , : ] 
en est de méme de l'autre terme, puisque z est de l'ordre de o* et que iis est 


de l’ordre de o» log? au plus. Done À, est de l'ordre de grandeur de g?*! log ^ 


ou trés petit par rapport à cette expression. 
D'autre part, en remplaçant z par son développement (23) dans 


~ 


ji == (U EU, Eres TI 
cette fonction se présente sous la forme d'une série d'expressions de la forme (24), 
homogènes et de degrés croissants. La première de ces expressions doit être de 
degré p+1, d’après ce que nous savons sur l'ordre de grandeur de R,. En déri- 
vant À, sous cette forme, on obtient aisément des limites supérieures de ses déri- 
vées, et on constate que À, se réduit sur la surface S à une fonction de x et y 
régulière d'ordre p+ı au sens strict. En particulier les dérivées de cette fonc- 
tion jusqu'à l'ordre p sont infiniment petites à l'origine. 
Ces valeurs de R, sur la surface S étant finies, il existe une fonction harmoni- 
que A, égale à R, sur S. La fonction 


q (A) — U-, + U, t FU, Rp 


A 
est, par la manière méme dont À, est défini, harmonique, égale sur S à „> et 


independante de p. 
Il reste à montrer qu'elle est bien singulière d'ordre x, c’est-à-dire que ses 


dérivées d'ordre 2? sont infinies au plus comme Cela résulte de la formule 


I 
p 
(25) écrite pour p—i+r, où les fonctions U sont singulières d'ordre < r, tandis 
que R,, fonction harmonique égale sur S à Rp, c'est-à-dire à une fonction de 
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x et y ayant ses dérivées finies jusqu'à l’ordre p, a, d’après le $ 21, des déri- 
vées finies jusqu'à l'ordre p —1 — i. 

Comme U, a aussi ses dérivées jusqu'à l'ordre 7 finies et continues, on voit 
que, pour avoir une expression asymptotique de (A) telle que l'erreur ait ses 
dérivées jusqu'à l'ordre 7 finies et continues, il suffit de former la somme 


(26) U_+U,+U,+:-+U.. 
Cette somme, d’après la forme des fonctions w,, comprend une partie non algé- 


brique qui est le produit de log 2 





par un polynôme en z, y et z, et une partie 


algébrique, qui se compose uniquement de termes rationnels en z, y, z et r, les 
dénominateurs ne pouvant pas contenir d'autres facteurs que r et r--z. On peut 
évidemment, en la calculant négliger tous les termes holomorphes qui figurent 
dans les fonctions U, et par suite négliger les polynómes h, qui figurent dans la 
définition des fonctions up et négliger aussi les polynómes f, introduits dans la 
démonstration des théorémes du $ 26. 

Nous avons jusqu'ici supposé la surface S analytique au voisinage de l'origine, 
en d'autres termes que z est une fonction holomorphe de x et y. Mais, pour que 
le résultat précédent subsiste, il suffit que z admette les dérivées jusqu'à l'ordre 
i+3 finies et continues, et que les dérivées d'ordre i + 3 soient continues à la 
LiescuirZ à l'origine, c'est-à-dire telles que, en désignant par Dz une quelconque 
de ces dérivées, on ait 


Dep Koss (oven) 


$ 28. Nous allons appliquer les mêmes principes au probléme suivant: former, 
par un développement en série analogue à celui qui vient d’être obtenu, une fonction 
V (A), harmonique, singulière d'ordre o, ayant sur la surface S la même dérivée normale 


TUS 
que A une constante près. 
Si on représente le développement de z par 
2 tab tete: 


zp étant un polynôme homogène de degré p en x et y, la fonction considérée 
$ 27 était 





La dérivée normale que nous considérons maintenant est 
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c 
e 


202, y Gz. 2 
ad WHOLLY OUT 


dna r Ve) "Jüz à 
1+ (55) + (os) 
2-22, :---(p—1)zgc--:: 
? V: C (os + (a5 
Le principe du développement en série étant le méme que celui du § 27, 


nous n'avons qu'à insister sur la différence essentielle qui consiste dans le rem- 
placement du probléme traité $ 26 par le suivant: 











(27) 





étant donnée une fonction w(x, y), somme de termes de la forme 
; re ; 
bat y? o? logs c cay yt 0% 
où a,«',y,y' sont des entiers positifs ou nuls, 8 un entier pair positif ou nul, à un 
entier quelconque, et où 
a+a+8—=y+y +Ô0—=n, 


former une fonction harmonique, régulière d'ordre n+1, et dont la dérivée normale 
sur S diffère de w(x,y) par des termes qui sont au plus de l'ordre de grandeur 


de o"+!log » 


Nous savons, par le $26, trouver un fonction harmonique, réguliére d'ordre 
n, égale à w (x, y) pour z — o. Soit v(x, y, z) cette fonction. Comme elle est fonc- 
tion linéaire des fonctions w, et fp et de leurs dérivées en nombre fini, nous 
pouvons remplacer dans son expression chaque fonction up ou f, par la fonction 
ayant un indice plus élevé d'une unité, et nous obtenons une fonction V (x,y,2) 
harmonique, régulière d'ordre n +7, et telle que 


"OV (x y,2) _ 


FF v (x, y, 2), 
de sorte que 
dV (x, y,2) - 
E Y a mi 


La dérivée normale de V sur S peut alors s'écrire 


0V0z dV dz 











av _aV av beide De dx Ur" dy dy 
dna Oz dz vr 10212 10212 | > 10212 1022 
If ap (5) == E V: + (2) + s] 


254 Paul Lévy. 


AY à ; 
DEN HON sont au plus de l’ordre de grandeur de r” log E on voit 


omme -—- AC. 
C Ox dy 02 


T 


qu'elle différe de AE par des termes qui sont au plus de l’ordre de grandeur 


de 7^*! log = c'est-à-dire de o"*! log - D'autre part la fonction v(z,y,z) diffère 


S 


elle méme de w(x,y) par l'expression 


.9v(z,y, b) 


ian 
(2 étant compris entre o et z), qui est aussi du méme ordre de grandeur. Done 
la fonction V répond à la question. 

Nous pouvons alors former Y(A) par son développement en série. La partie 


principale de l'expression (27) étant 


Tdi oe 0,9)? 
D TA Ter = 7.9. 

2 r3 
si nous la prenons pour fonction w, nous obtenons, par la méthode qui vient 
d'étre indiquée, la fonction 


a, +a, 


pes 





loh EUR Tax a PLUR 
8 a 8 (r +2)? 


qui est harmonique, singulière d'ordre o, et telle que 


i-r) 
dna\r S 


se réduise sur S à une fonction de + et y singulière d'ordre o. Prenant la valeur 
principale de cette fonction comme fonction w on formera V,, et ainsi de suite. 
Posons 
d [x 


dna = mus Vg hae Rp: 


La fonction R,, qui est bien définie sur la surface S, est, par la formation même 
des fonctions V une fonction de x et y régulière d’ordre p. Il existe done une 
fonction À, harmonique à l'intérieur de S et telle que sur la surface on ait 


dR, 


dum R, + const. 
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Cette fonction est définie à une constante prés. À, ayant ses dérivées finies et 
continues jusqu'à l'ordre p — x, il en est de même de R,, d’après le$ 22. La formule 


Rp = Vp+1+ Rp+1 + const. 


montre alors que À, a même des dérivées d’ordre p finies et continues. 
Il est alors évident que la fonction 


DA) AE CVS Re 


vérifie bien les conditions imposées à (A), et que, pour en avoir une expression 
asymptotique telle que l'erreur reste finie ainsi que ses dérivées jusqu'à l'ordre p, 
il suffit de former la somme 


Vo sea olas. 


Les remarques faites sur l'expression (26) s'appliquent à cette somme. 


CHAPITRE IV. 


La fonction de Green pour l’espace. 


$ 29. La fonction de GREEN 05 relative à une surface fermée S et aux points 
A et B est définie par les conditions qu'elle s'annule quand A est sur S et que 
la différence 95— (r désignant la distance des points A et B), soit à l'intérieur 
de $ une fonction harmonique de A. On sait que c'est une fonction symétrique 
des points 4 et B et que son introduction permet de résoudre le probléme de 


DIRICHLET par la formule 





(28) ee [ [49 ranas 
AT, dn : 


dS étant l'élément de S décrit par le point M et la normale étant comptée posi- 
tivement vers l'intérieur. 


A 
dgy à l'aide de la fonction q (4) étudiée dans le cha- 


7, 


Nous allons exprimer 





pitre précédent (§ 27). Cette fonction dépendait non seulement de (A), mais du 
point M de la surface pris comme origine de eoordonnées. Nous devons donc 
maintenant la répresenter par q(A,M). Elle n'a été définie que si la normale 
extérieure à S en M peut être prolongée jusqu'à l'infini sans rencontrer à nouveau 
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la surface S. Mais cela ne diminue en rien la généralité des résultats que nous 
obtiendrons dans ce chapitre, car on sait, d’après M. HADAMARD, que la singu- 
larité de 95 dans le voisinage d'un point M ne dépend que de la partie S voisine 
de M. Il suffit done, si la condition indiquée n'est pas vérifiée, de remplacer S 
par une autre surface, vérifiant cette condition, et coïncidant avec S dans le 
vosinage du point M. 

Considérons l'intégrale 


Hf" (4, M)f (M)d8. 


S 


* 


La fonction p(4,M) étant singulière d'ordre ı seulement, cette intégrale est 
absolument et uniformément convergente, et par suite continue quand À vient 
sur la surface, comme il arrive pour un potentiel de simple couche. 

Il en résulte que l'intégrale 


fJ. ing 74 AD Jas, 


où o désigne la distance AM, représente une fonction hormonique de A, égale 
quand À vient en un point « de S à 


le) le («,ar) |as out 


D 


En comparant la solution du probléme de DIRICHLET qui résulte de cette remarque 
à celle qui est donnée par la formule (28), il vient 


A Ht 
dg; 0 
(29) In” E — 2p(4,M). 


Cette formule ramène l’étude asymptotique de Wie à celle de p(A,M), qui a fait 
n 

. . dgy A 

l'objet du $ 27. Nous voyons en particulier que, avec une erreur finie, da M peut 


étre représenté par 





I 
1 
Ve m .,22 a, +a,1 a, —a, © —Y* 
MUS END LY lui 
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l'axe des z étant normal à S en M, les axes des v et y étant tangents aux lignes 
de courbure, a, et a, désignant les courbures principales de la surface S en M. 


(p remplace la lettre r des formules du $ 27, car nous appelons maintenant o la 
distance À M.) 


d 
$ 3o. La fonction Iri étant connue, ee est donné par la formule 
n 


g à [dons , d 


LS 
AT à dino: 


o désignant la distance BM. Elle s'écrit d’après (29) 


A DD ae qu (On pe y PTE ff nid 
7B r langt x ] | 14:20 „as, 


ou encore 


DRE ON MERE er TE: 
(30) Ip r SH dn iue ns EIL (4, M) o! ds, 
S S 


puisque, d'aprés la formule de GREEN, 


020 ARE AT (der 
lee o dno ) 48-9. 


S 


On est done ramené à l'étude d'un potentiel de simple couche de densité 
p(A,M). Si on remplace q (4, M) par sa valeur asymptotique U _ı, l'erreur faite 
sur p(A, M) est finie, et il en est de même, d’après le $ 18, de l'erreur faite sur 95. 

Que pouvons-nous dire maintenant de l'erreur faite quand on remplace q (4, M) 
par la valeur asymptotique plus précise 


9 (A, M) — R, = U 14 U, + eU, 


obtenue $ 27? On voit aisément que ce qui a été dit $ 27 sur l'ordre de grandeur 
des dérivées des fonctions U, et R, par rapport aux coordonnées de À s'applique 
aux dérivées par rapport aux paramètres dont dépend M sur la surface S. En 
effet une dérivation par rapport à ces paramétres introduit deux sortes de termes; 
d'une part ceux qui proviennent de ce que les coefficients du développement (23) 
de z en série de TAvroR dépendent du point M; ces termes, moyennant des hypo- 
théses convenables sur la régularitó de la surface S, ne peuvent avoir un ordre de 
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singularité plus élevé que ceux dont ils proviennent. D’autre part nous avons 
des termes provenant de ce que les axes de coordonnées, et par conséquent les 
quantités z,y,z eb r qui interviennent dans l'expression des fonctions u, et par 
suite des fonctions U,, dépendent du point M et du plan tangent en M; ces 
termes peuvent étre d'un ordre de singularité supérieur d'une unité à l'ordre des 
termes donc ils proviennent. Donc, chaque dérivation augmentant au plus l'ordre 
de singularité d'une unité, U,+1 et À, ont leurs dérivées d'ordre p finies, et leurs 


dérivées d'ordre p--r inférieures en module à K log à K étant indépendant des 


points À et M. 
Considérons une dérivée d'ordre p de R,; désignons la par DR,(A,M). Du 


. 2E e y tv . . 1e x T "1 
fait que ses dérivées premiéres soient inférieures en module à log - résulte 


AS 


aisément que 
IDR, (4,M)—DR,(4,M)|< Kdlog} <Kd®, 


d désignant la distance MM,, « un exposant arbitraire entre o et 1, et X un 
nombre indépendant des points A,M et M,. Les dérivées d'ordre p de Rp, tant 
par rapport aux coordonnées de À que par rapport aux paramètres dont dépend 
M sont donc uniformément continues à la LıpscHırz au sens du § r5. 

Il résulte alors des $ 18, 19, et de la remarque finale du $ 20, que l'erreur 


ss | | o gas 


S 


faite sur 92. a ses dérivées d'ordres p +1 tant par rapport aux coordonnées de A 
que par rapport à celles de B, finies et continues. 


Nous avons ainsi complètement résolu le probléme B de l'introduction pour 
la fonction de GREEN. 


$ 31. On peut se demander s'il est possible de trouver des expressions 
asymptotiques en termes finis des intégrales qui figurent dans les expressions 
obtenues. 

Cette question peut d'ailleurs étre envisagée de deux maniéres différentes. 

I? Nous pouvons considérer un point P de S et chercher l'expression asymp- 
totique de g au voisinage de P. Une pareille expression ne peut être obtenue 


en termes finis que pour des surfaces particulières. En effet une expression en 
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termes finis ne peut contenir qu'un nombre fini de paramétres caractérisant la 
forme de la surface S au voisinage de P. Il y aura donc nécessairement une 
surface S, distincte de S pour laquelle elle ait la méme valeur. Prenons B voisin 
de P, situé sur une des surfaces S et S, et intérieure à l'autre, et faisons tendre 


A vers B. La valeur de qs relative a une de ces surfaces est nulle tandis que 


la valeur relative a l’autre surface devient infinie. La même expression asymp- 
totique ne peut donc convenir à ces deux fonctions. 

Une expression asymptotique de la nature indiquée peut seulement être 
obtenue si les distances des points A et B entre eux et à la surface S ne sont 
pas simultanément trés petites par rapport à leur distance au point P. 

2? On peut supposer que le point P dépende d'au moins un des points A 
et B; lexpression asymptotique peut alors étre obtenue en termes finis. Mais 
il faut observer que le fait que P dépende d'un des points À et B rend une telle 
expression trés peu apte à étre utilisés dans les caleuls, et que ce ne sera une 
fonction harmonique que d'un des points A et B au plus. 

Il semble donc préférable de s'en tenir à l'expression asymptotique obtenue 
sous forme d'intégrale définie, qui est une fonction harmonique des points À et 
B et semble bien étre dans la nature des choses. 


$ 32. A défaut d'une expression asymptotique de 95 en termes finis, on 
peut donner une limite supérieure des dérivées de cette fonction. 1l est facile 
d'en obtenir contenant à la fois r et les distances des points 4 et B à la sur- 
face S. Ce qui est surtout intéressant est d'en avoir une qui ne dépende que 
de r. Dans le plan, la représentation conforme donne aisément ce résultat. Dans 
l'espace il faut avoir recours à des considérations différentes. 

Nous allons démontrer que, Do; étant une dérivée d’ordre p de la fonction 
de GREEN, on a 
(31) |»65| < 
K étant un nombre indépendant des points A et B. 

Bien entendu, si 4 et B sont voisins d'un méme point de la surface, il faut 
que la surface soit suffisamment régulière au voisinage de ce point. Il suffit cer- 
tainement que lune des coordonnées d'un point de la surface ait par rapport 
aux autres des dérivées finies et continues jusqu'à l'ordre p + 2. 


Démontrons d'abord le résultat énoncé lorsque B est en un point M de la 
surface. 95 étant fonction harmonique de B et s'annulant quand B est sur la 
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A 
" rec gw pru 
surface, la valeur de Dy en M est fonction linéaire de —— et de ses dérivées 


dn 
jusqu'à l'ordre p— 1 au plus. D’après la formule (29) et ce que nous savons sur 
(A, M), la limitation indiquée est exacte en M, et l'on a 


K 
ID oy|« gri 


ou encore 


(32) | Diz | < = 
x 


en posant ha = g5— 


Considérons maintenant Dh; comme une fonction harmonique de B. Son 
module maximum est atteint sur la surface, et la formule (32) donne 


K 
dre 


DE 


d étant la distance de A à la surface. Si alors d n'est pas petit par rapport à 
r, si par exemple r «X rod, on a bien 


1253] « | Dn | 4 





ellos 1 
DA 


La formule (31) s'établit de méme si la distance d, de, B à la surface S n'est pas 
trés petite par rapport à r. 
I| reste à traiter le cas ou d et d, sont trés petits par rapport à r. La 


limitation cherchée étant exacte pour les dérivées de = il suffit de l'établir pour 


les dérivées de 


4 [f sas 


Si À et B étaient sur la surface cette intégrale serait analogue aux intégrales 
singulières étudiées $ 14 et 15. Or dans le cas général les mêmes procédés s'ap- 
pliquent sans modification essentielle. On se rappelle en effet que ces procédés 
consistaient dans une transformation de l'intégrale étudiée en une somme de 
plusieurs termes. Pour les uns, la dérivée que l'on voulait former était finie, 
car ces termes étaient des intégrales du type (1). Pour les autres on pouvait former 
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la dérivée en question par la règle de LerBniz et l'intégrale obtenue étant abso- 
lument et uniformément convergente, les lemmes du § 12 fournissaient la limita- 
tion cherchée. 

Or ici, le méme procédé de décomposition de l'intégrale en plusieurs termes 
s'applique, les róles des points singuliers dans le champ d'intégration étant joués 
par les pieds a et b des perpendiculaires abaissées de 4 et B sur S. 

Pour les termes de la première catégorie, le méme procédé s'applique encore. 
En effet l'hypothése relative aux intégrales (1) est bien vérifiée. Elle revient à 
dire que le potentiel 


an 


Ji f Das 
RG 


S 


et l'intégrale 


A 
D dg 
qu an mas 


s 


qui n’est autre que la fonction harmonique égale à /(A) sur le contour, ont des 
dérivées finies jusqu'à l'ordre p à l'intérieur de S si f (M) a des dérivées finies 
jusqu'à l'ordre p-- i. Il en est bien ainsi d’après le chapitre II. 

Quant aux dérivées calculées par la règle de Lergnrz, si elles sont absolu- 
ment convergentes quand A et B sont en a et b, elles le sont a fortiori dans le 
eas général. On ne peut en effet que les augmenter en remplacant respective- 
ment les quantités o et o' qui figurent aux dénominateurs des fonctions intégrées 
par les distances de M aux droites Aa et Bb, ou, ce qui revient au même au 
point de vue de l'ordre de grandeur, par les distances de M à a et b. La limite 
supérieure fournie par les lemmes du $ r2 est alors de la forme 


K 


ppt. 
p» . B , ^ . M r 
r, désignant la distance ab. Mais d et d, étant très petits par rapport a 7, = 


est trés voisin de r, et on obtient une limite de la forme 


K 


ppl 


La formule (31) est done établie dans tous les cas. Observons que de cette 
formule, si on l'avait établie par un procédé différent de celui employé ici, il 
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serait aisé de déduire une nouvelle démonstration très simple du théorème du 
$ 2r. Mais ici cela constituerait un cercle vicieux. 


CHAPITRE V. 


La fonction de Neumann pour l'espace. 


$ 33. La fonction de NEUMANN ye relative à la surface S et aux points 
A et B est définie par les conditions que, si on la considére comme fonction de 


A, la différence Ya soit harmonique à l'intérieur de S, que sa dérivée normale 


; , D x 7U nA 
sur la surface ait une valeur constante (nécessairement égale à zs la quantité 


désignée par S étant l'aire de S), enfin que sa valeur moyenne sur la surface soit 
nulle. On sait que c’est une fonction symétrique des points 4 et B et que son 
introduction permet de résoudre le probléme de NEUMANN par la formule 


e Na, | er 


d f (M) 


lorsque les valeurs de - d données sur la surface vérifient la condition nécessaire 


Nous allons exprimer bee à l’aide de la fonction Y (4) définie et étudiée 
dans le chapitre précédent (§ 28). D’après une remarque déjà faite pour la fonc- 
tion de GREEN, cela ne restreint en rien la généralité des résultats que nous 
obtiendrons de supposer que la surface S vérifie les hypothéses faites dans le 
chapitre précédent pour les définitions des fonctions (A) et (A). Nous n'avons 
défini #(4) qu'à une constante prés, nous définirons cette constante par la con- 


dition que la fonction PA), o etant la distance de A au point M de la sur- 


face pris comme origine pour la définition de y (A), ait une valeur moyenne nulle 
quand À décrit la surface S, M restant fixe. Enfin comme wv'(4) dépend du 
choix du point M, nous représenterons cette fonction par v (A, M). 
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Considérons l'intégrale 


Ps Im... 
(35) nam“, Jas. 


La fonction V(4,M) étant singulière d'ordre o, ses dérivées par rapport aux 
coordonnées de A sont singulières d'ordre 1, et par suite infinies au plus comme 


a Donc la fonction répresentée par l’intégrale (35) et ses dérivées premières sont 


continues quand A traverse Ja surface S, comme il arrive pour un potentiel de 
simple couche (mais non pas pour ses dérivées). 
Considérons alors l'intégrale 


ide JS] Ese df (M) 
r3 E Y (4.1) | dn ds 


S 


Elle représente une fonction harmonique du point A. Sa dérivée normale, quand 
df CM) 

dn 

surface S est nulle. Cette fonction est donc égale à f(A). 


A vient sur le contour, prend la valeur Enfin sa valeur moyenne sur la 


En comparant cette expression à celle de f(A) qui résulte de la formule 
(33), il vient: 


Yu 2 W(A, M) + w, (A). 


S 


La fonction y, (A) est une fonction harmonique; elle ne peut devenir infinie qu'en 
M, et comme elle ne dépend pas de WM, elle est finie à l'intérieur S et sur S; il 
en est de méme de ses dérivées premières. Sa dérivée normale sur la surface est 
nulle et enfin sa valeur moyenne sur la surface est également nulle. Elle est donc 
nulle, et on a 


(36) Y$4—5—2w(A.M. 


Cette formule raméne l'étude asymptotique de ys à celle de v/(A, M), qui a 
fait l'objet du $ 28. Ainsi nous voyons qu'avec une erreur finie, Y peut étre 
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0 2 4 (gta 





D oe V, > 


Si on veut obtenir une expression asymptotique telle que l'erreur ait ses 
dérivées du premier ordre finies, il faut d’après les résultats du § 28, former 


IV Va 
Q 


et par suite calculer v,. Mais nous pouvons, dans ce calcul, négliger les termes 
algébriques. En effet la partie algébrique de V, est une fraction rationnelle 
homogène du premier degré en x, y, z et o dont le dénominateur est de la forme 
o*(9 +2)*, « et 8 étant des exposants convenables. Ses dérivées sont alors de la 
même forme, mais homogènes et de degré o; elles sont donc finies. Nous n'avons 
done à calculer dans V, que le coefficient de log (g--z), qui est nécessairement, 
d'aprés ce que nous savons sur les fonctions V, un polynóme homogéne du 
premier degré en x, y, 2. 
D'aprés le $ 28, il faut donc calculer la valeur principale de 


d [x 
dis 


quand À est voisin de M. En faisant le calcul, on trouve 





a, — a, (a — y?) (a, a* + a; y*) 


(38) : 2 2 et 


FA 
+ 2-5 
z, désignant l’ensemble des termes du troisième degré dans le développement de 
z en série de TAYLOR. 
Il faut maintenant, à chacun des termes de cette expression, faire corres- 


pondre une fonction harmonique régulière d’ordre 1, formée à l’aide des fonctions 
uy et f, et dont la dérivée normale ait pour valeur principale le terme considéré. 


a. - : zt : 
A 1 correspond ainsi la fonction harmonique z. A ^; correspond la fonction 
0 
^ 
4 3 
UE Mae U RS 0 
N) x 0x? 2 1 8 1? 


dans laquelle la partie non algébrique 


anf oe ae 


4a "Ua? 5 1.) log (9 +z) 
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5 


est nulle, comme on le vérifie aisément, les valeurs de f,,f,, f. étant 


f. EA 
35 
2 
lh À — ^ (tty) 
6 
e 2s - Zz Ae 
sen aa no UE 
120 24 64 
NE gf : ie à ^ 
De méme à * correspond une fonction harmonique algébrique, et il est de méme 
9 
25,2 4 4 
x r ^ PN: I 220. 1 
pour — qui a une méme valeur principale que ^ [1 — ,;— |: Nous pouvons 
9 2 0 0 


donc négliger tous ces termes, puisque nous ne cherchons que la partie non algé- 
brique de V, et l'expression (38) se réduit à 


3__ Ib" +3), a2 y+3b,ry? +b, y* 


23 
C EPIS 3 
0 3) 9 





La fonction harmonique, dont la dérivée normale est équivalente à cette 


expression est 


du; 0 aL, 


dx 


Fu, 
023 


33 
N) 


ra by) dy 


) 


(3 6, — 5,) + (20 dy 
Il nous faut former la partie non algébrique de cette expression, qui est la même 
que celle de V,. Les valeurs de f, et f, étant 


zn 
2172 64 

Tm Caci ni Cii RE mt he 
te (o4 8 64 


on trouve que cette partie non algébrique est 


Gr) ER (b EB. 


8 


(o +2). 


Donc finalement, avec une erreur dont les dérivées premières sont finies, on 
; A 5 : 
peut représenter Y;, par l'expression 
; a) —a, x —y? jb,4+ b, b,+b 1 
— -1—7? log (9 + 2) + 2——— po Zr 5 y Tog (0 +2). 
Q 2 4. nae 4 
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On peut transformer un peu cette expression en observant que, si on appelle 
C la somme des courbures principales de la surface S, on a en M 


ONE ROC ac 
Cara, ge = bo + Bas Gy) =i + Ds. 


: P . 3 7A : 
En posant aussi a, — a, — E, l'expression asymptotique de Yj, devient! 





2G Ex 
-— —log(o +2) — ge 
Ec a 4(Qtz) 4 


$ 34. Ayant étudié Yor on peut définir YS par la formule 


I 
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qui permet d'étudier la singularité de la fonction de Neumann. Cette formule 
peut encore s'écrire, d'aprés la formule (36) 


ic ce EE ec. à Ir AM ee || Las 
(39) i z =) Peer 2x). v(A, ape o' S o! B. 

S ES "S 
On peut, pour l'étude asymptotique de NOS négliger la derniére intégrale, qui 
est holomorphe. 

Par des raisonnements analogues à ceux qui ont été exposés pour la fonction 
de GREEN, on verrait que, si dans la formule (39) on remplace YW (A,M) par son 
expression asymptotique 

Vo + Va = Vis 


l'erreur qui en résulte a ses dérivées jusqu'à l'ordre p finies et continues. 

Enfin le procédé par lequel nous avons limité supérieurement les dérivées 
de la fonction de GREEN s'applique au cas actuel, et on trouve que la formule 
(31) est exacte sans modification pour la fonction de NEUMANN. 





* C'est cette formule qui doit remplacer celle du travail cité de M." Cisorri, qui contenait, 
en outre, des termes qui, avec: nos notations, s'écriraient 


ECa?—3y E* 
— za ra (2r-z)logr— 16 z log». 


D'aprés cette formule, la dérivée normale de um ne resterait pas finie, Nous savons d'ailleurs 


que, quel que soit le nombre de fonctions V que lon ealcale, la partie non algébrique de l'ex- 
pression obtenue est le produit de log (+2) par un polynôme en a, y, 2. L'expression de 
M. Cisorrt n'est pas rédactible à une pareille forme. 
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GASTON DARBOUX. 


(1842—ı917).! 
Par 


DAVID HILBERT 


i GOETTINGUE. 


S'il est vrai qu'au nombre de ceux qui ont donné au développement des 
mathématiques en France pendant le dernier tiers du 19° siécle son cachet par- 
ticulier HENRI Poincare a brille du plus vif éclat, Gaston DARBOUX n'a pour- 
tant pas occupé une position moins dominante. Le rôle qu'il a joué ne dépen- 
dait pas seulement de Ja richesse de sa production scientifique; sa brillante 
carriére, ses talents d'organisateur, son enseignement ainsi que toute sa person- 
nalité y ont eu également une part importante. 

Dans les années 1860 à 1870, une spécialisation extréme régnait en France 
tout comme en Allemagne, dans le domaine des mathématiques. A côté de SERRET, 
Bouquet, Bonnet et d'autres, CHASLES et HERMITE étaient les représentants 
les plus marquants des sciences mathématiques: CHASLES comme pur géomètre, 
HERMITE comme pur analyste. Ce furent alors DARBOUX et CAMILLE JORDAN, 
son aîné de quelques années, qui par leurs idées rattachèrent l’une à l’autre 
les deux disciplines, et aplanirent ainsi les voies qui allaient mener la nouvelle 
génération à une facon plus libre d'envisager les sciences mathématiques. Les 
résultats produits par cette nouvelle orientation, qui finit par provoquer 
pour ainsi dire une transformation de la science, furent décrits par DARBOUX 
lui-même, en 1908, au Congrès international des Mathématiciens à Rome, où il 
fit une comparaison entre le caractère des mathématiques du 109° et celui du 
20° siècle. Tandis que le 19° siècle, dans sa première moitié tout au moins, s'était 
contenté d’achever les tâches que les deux siècles précédents lui avaient léguées, 
le 20° siècle, au contraire, offrait aux recherches mathématiques des perspectives 





! Traduction du discours prononcé le 12 mai 1917 à la séance publique annuelle de l'Aca- 
démie des Sciences de Goettingue (Nachrichten der K. Geseilschaft der Wissenschaften zu Güt- 
tingen, 1917, p. 71). 
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absolument nouvelles et leur présentait des domaines entièrement inexplorés. 
»Rien n'arrête», poursuit DarBoux dans sa conférence, »les esprits ardents et 
curieux du 20? siècle; ils ne craignent nullement de s'attaquer aux bases méme 
de lédifice que tant de travaux, si longuement poursuivis, avaient paru € 
sur des fondements inébranlables. Et non contents d'imprimer ainsi à notre 
science les directions qu'ils estiment les meilleures, ils ont la prétention d'appor- 
ter les contributions les plus originales et les plus précises à cette branche essen- 
tielle de la Philosophie qui a pour objet propre l'origine, la nature et Ja portée 
de nos connaissances.» DARBOUX assure de plus, d'une manière explicite, qu'il 
approuve ces tendances de la jeune génération. 

Pendant l'automne de l'année 1861, DARBOUX passa les examens d'admission 
à l'École Polytechnique et à l'École Normale, et obtint chaque fois la premiere 
place; il se décida pour l'École Normale. Le fait qu'un jeune homme si riche- 
ment doué renoncait à l'épée et au manteau brodé des officiers ou des ingénieurs de 
l'État pour préférer l'humble titre de Professeur et les fonctions plus modestes qui 
sy rattachent, ne s'était pas encore présenté et provoqua un étonnement géné- 
ral; J. J. Weiss, célèbre à cette époque comme critique de GOETHE, consacra 
un article à cet événement dans le Journals des Débats (20 novembre 1861) — 
cet écrivain jugeait manifestement que quand une chose pareille se passe au 
moins une fois sur notre planéte, il y a lieu de la relever pour la postérité de tous 
les temps. Des le début, DarBoux, qui était d'origine modeste et avait perdu 
son père de bonne heure, a joui de la protection des savants les plus influents 
du monde scientifique parisien. En 1864, année oü parut sa premiére publica- 
tion mathématique (Sur les sections du tore), et peu après qu'il eut quitté l'École 
Normale, PASTEUR fit en sorte qu'il y obtint une place de répétiteur, grâce à la- 
quelle il lui fut possible de rédiger sa thése sur les surfaces orthogonales. Lors- 
quil eut ensuite passé son doctorat, en juillet 1866, devant CHASLES, SERRET et 
BouquET, deux années seulement s'écoulérent jusqu'au moment où JOSEPH 
BERTRAND lui procura la nomination de professeur suppléant de Physique mathé- 
matique au Collège de France; en méme temps Bouquer le fit nommer professeur 
de mathématiques supérieures au Lycée Louis-le-Grand. Et depuis lors, charges et 
honneurs lui échurent en croissant; i! fut pendant la derniére partie de sa vie secré- 
taire perpétuel de l'Académie des sciences de Paris, et mourut dans la demeure 
réservée au titulaire de cette charge dans le Palais Mazarin. Il était Membre corres- 
pondant de notre Société de Goettingue depuis 1879 et Membre étranger depuis 1901. 

DarBoux était avant tout et de nature géomètre mais en méme temps il 
avait la tendance d'emprunter les objets de ses recherches autant que possible 
à tous les domaines des mathématiques, imprégnait ceux-ei de doctrines géomé- 
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triques et les fécondait par elles. C'est à cause de cela que déjà parmi les tra- 
vaux de sa jeunesse il s'en trouve trois qui ne sont pas purement géométriques: 
le premier est le mémoire Sur les équations aux dérivées partielles (Ann. Ee. 
Norm. VII, 1870), dont SopHus Lie reconnut tout de suite l'importance; ce 
mémoire établit la méthode d'intégration des équations linéaires aux dérivées 
partielles du second ordre qui porte aujourd'hui le nom de DarBoux: la méthode 
en question constitue le développement conséquent de la théorie de MoNGE— 
AwPERE, dans laquelle on déduit de l'équation aux dérivées partielles considérée 
une suite d'équations du méme type telle que l'intégration d'une seule de ces 
équations entraîne celle de toutes les autres. Les deux autres travaux doivent 
leur origine à l'étude que fit DarBoux des recherches de RrEMANN sur les séries 
trigonométriques; l'un est le mémoire Sur la théorie des fonctions discontinues 
(Ann. Éc. Norm. IV, 1875), oü figurent pour la premiére fois les valeurs limi- 
tes connues sous le nom d'intégrales par excès et par défaut de DArBoux, et 
qui eontient en outre un nombre considérable de résultats sur la théorie des 
fonctions d'une variable réelle, que WEIERSTRASS exposait à cette époque dans 
ses leçons, mais n'avait pas encore publiés. Ce mémoire eut une influence 
décisive sur l'introduction de la rigueur moderne en France. Finalement, le tra- 
vail intitulé: Mémoire sur l’approximation des fonctions de très grands nombres 
(Journ. Liouv., 3? sér., t. 4, 1878) remonte à certains recherches de LAPLACE et 
les rattache à la théorie des séries de Fourier: l'auteur y évalue les coefficients 
de la série de Fourier qui répond à une fonction analytique d'une variable 
réelle ayant des singularités réelles données, et applique ensuite les résultats 
obtenus aux fonctions particuliéres les plus diverses ayant de l'importance pour 
les applications. Poincaré a fait un usage fréquent de ce dernier travail de 
Dargoux, par exemple à l’occasion de l'évaluation des termes d'ordre supérieur 
de la fonction perturbatriee, Le vrai géomètre apparait chez DarBoux dans 
l'éerit Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques et sur la 
théorie des imaginaires (Paris 1873). Cet écrit, où DarBoux introduit les coor- 
données pentasphériques, se meut dans le méme ordre d'idées que les recherches 
de méme date de M. FÉrix Kreın et de Sormus Lin, avec lesquels DARBOUX 
fut aussi, pendant les années 1869—70, personnellement lié. 

DanBoux a enseigné la Mécanique à la Sorbonne durant les années 1873— 
1878, époque d'oü datent une série de contributions nouvelles à cette partie de 
la science. Pour la plupart elles ont été réimprimées comme notes dans la 
Mécanique de Drspryrous; mentionnons ici les recherches sur les axiomes du 
parallélogramme des forces, qui ont été prises comme point de départ entre 
autres par M. Scurmmack, dans sa thèse présentée à Goettingue; ensuite, les 
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études sur certains mécanismes articulés, où DARBOUX fait connaître par exemple 
sa réalisation extrêmement élégante d’une description mécanique du plan; et 
enfin, la découverte d'un mode de mouvement d'un corps solide où tous les points 
décrivent des ellipses, et qui-est en même temps le seul mouvement qui jouisse 
de la propriété que les différents points du corps décrivent des courbes planes 
situées dans des plans non parallèles et ne pouvant être engendrées par le glisse- 
ment du corps sur un plan. Une autre découverte de DARBOUX importante pour 
la Mécanique est sa solution profonde du problème de construire les surfaces 
dont toutes les lignes géodésiques sont des courbes fermées. L'étude que Dan- 
BOUX a faite de cette question forme le point de départ des deux théses présen- 
tées à Goettingue par M. Orro ZoLL (rgoi) et par M. PAUL Funk (1911). 

La partie principale de l'oeuvre de DARBOUX appartient au domaine de la 
théorie des surfaces. Dans ce domaine comme dans les autres recherches où il 
s'oceupe de géométrie, il ne manque pas de faire aussi un usage courant de for- 
mules analytiques et, en particulier, de l'instrument analytique fourni par 
l'emploi des axes coordonnés, en s'imposant toutefois, comme il le dit lui-même, 
la régle que, »la recherche doit étre vivifiée et inspirée sans cesse par l'esprit 
géométrique, qui ne doit jamais cesser d’être présent». DARBOUX a donné une 
vue d'ensemble des résultats relatifs à la théorie des surfaces qui furent le fruit 
de ses investigations dans ses Lecons sur les systèmes orthogonaux et dans son 
grand ouvrage en quatre volumes sur la Théorie des surfaces. Ce dernier ouvrage 
n'a pas seulement conquis une place centrale dans la littérature sur le sujet au- 
quel il est spécialement consacré, mais il est devenu en méme temps un instru- 
ment pour l'étude de toutes les doctrines qui se trouvent actuellement au pre- 
mier plan dans les mathématiques, telles que la Mécanique, le caleul des varia- 
tions, la théorie des équations aux dérivées partielles, la théorie des invariants, 
doctrines dont personne avant DARBOUX n'a concu et fait ressortir l'enchaine- 
ment organique avec plus de pénétration et de clarté que lui. Cette circon- 
stance, dont seule l'époque la plus récente — celle qui vit la découverte de la 
théorie de la gravitation par M. ErNsrEIN — nous apprend à apprécier pleinement 
la portée, a pour conséquence que la Théorie des surfaces de DanBovx est main- 
tenant une piéce d'inventaire aussi indispensable dans la bibliothéque de 
tout mathématicien que, pour donner d'autres exemples, le Cours d'Analyse de 
M. CamiLLE JorDAN, ou le Traité d' Analyse de M. PıcarD et la Mécanique céleste 
de PorNcan£. 

Le géomètre allemand WEINGARTEN, connu par ses travaux pleins de mérite 
sur la théorie des surfaces, a donné, dans les Fortschritten der Mathematik (Bd. 
Ig, 25, 29), une analyse détaillée et pénétrante des deux ouvrages de DARBOUX 
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cités ci-dessus. Nous devons nous contenter ici de nommer quelques sujets 
isolés choisis parmi les vastes et riches matières exposées dans la Théorie des 
surfaces: 

Livre I. Théorie cinématique des courbes et des surfaces, avec emploi du 
trièdre mobile. Réduction de l'étude des déplacements à un et à deux para- 
métres d'un corps solide à l'intégration d'équations de Rıccarı. 

Livre II. Théorie des coordonnées pentasphériques et leur application à la 
théorie générale des cyclides. 

Livre IIl. Ici l'auteur développe, d'une facon qui n'a pas été surpassée 
jusqu'à ce jour, la théorie des surfaces minima; c'est dans cet exposé que pour 
la première fois les résultats de MoxaE d'une part, et ceux de WEIERSTRASS et 
de M. Scuwarz de l’autre sont réunis avec les doctrines de Liz en un tout 
organique. 

Livre IV. Théorie des congruences de droites. Relation des surfaces foca- 
les de ces congruences avec la méthode de transformation des équations linéaires 
aux dérivées partielles du second ordre qui est due à Larracr, et généralisation 
de la méthode imaginée par RIEMANN, à propos du probléme de la propagation 
des ondes sonores. 

Livre V. Étude du caleul des variations. 

Livre VI. Ici figure le chapitre classique qui traite du plus court chemin 
entre deux points d'une surface, ainsi qu'une étude des notions de représentation 
géodésique et de courbure géodésique. 

Livre VII. Paramètre différentiel de BELTRAMI et théorèmes de M. WEIN- 
GARTEN. Géométrie sur les surfaces à courbure constante négative. 

Livre VIII. Déformation infiniment petite et représentation sphérique. Sur- 
faces dont les lignes de courbure sont planes. 

En terminant, nous voulons encore dire quelques mots pour rappeler les 
hautes capacités administratives et organisatrices de DarBoux. DARBoux a été 
pendant dix ans Doyen de la Faculté des Sciences; en remplissant ces fonctions, 
il a dirigé, au milieu des plus grandes difficultés, la construction de la nouvelle 
Sorbonne, et s'est acquis la reconnaissance de la Faculté comme aucun autre 
doyen avant lui. En outre, il a réorganisé, en qualité de membre du Conseil 
supérieur de l'Instruction Publique, l'enseignement des mathématiques sur des 
bases nouvelles, et parmi les idées et Jes efforts de M. Ferıx Kreis il y en a 
beaucoup qui tirent leur origine de l'influence inspiratrice de DAnBovx. Il a 
aussi avec beaucoup d'ardeur consacré son énergie à l'Association internationale 
des Académies scientifiques. 


—>— 
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DARBOUX'S ANTEIL AN DER GEOMETRIE 


VON 
L. P. EISENHART 


in PnINCETON. 


Gaston DarBoux wurde 1842 in Nimes geboren, einer den Mathematikern 
interessanten Stadt, weil hier von 1819 bis 1831 GERGONNE seine »Annales» her- 
ausgab und überdies einen grossen Einfluss auf die Entwicklung der Geometrie 
ausübte. Mit achtzehn Jahren ging DarBoux nach Paris, an dessen geistigem 
Leben er 57 Jahre lang einen hervorragenden Anteil nehmen sollte. Als Student 
an der Ecole polytechnique und später an der Ecole normale fiel er durch seine 
ungewöhnliche mathematische Befähigung auf. Sein seltenes Geschick in der 
Darstellung sichterten ihm bald einen Ruf als Lehrer, und so bekam er frühzeitig 
erstrebenswerte Ämter. Im Jahre 1880 wurde er CHasrLE's Nachfolger auf dem 
Lehrstuhl für hóhere Geometrie an der Sorbonne, vier Jahre später wurde er 
Membre de l’Institut, und 1i889 übernahm er die Pflichten eines Doyen de la 
Faculté des sciences. Nach BreRrRAND's Tode im Jahre 1900 wählte man ihn 
zum ständigen Sekretär der Académie des Sciences, ein Amt, das er mit grosser 
Gewissenhaftigkeit bis zu seinem Tode verwaltete. Wir kónnen auf die zahllosen 
Ehrungen, die man ihm erwies, und auf die Amter, die er im Laufe der Jahre 
übernahm, nicht nüher eingehen, wir wollen uns vielmehr seiner Lebensarbeit auf 
dem Gebiete der Geometrie zuwenden. 

Bereits während seiner Studienzeit an der Ecole normale, im Jahre 1864, 
veröffentliche er in den »Nouvelles Annales»? seine ersten Abhandlungen. Es 
ist interessant, dass wir bei genauerer Betrachtung dieser beiden Abhandlungen 
in ihnen bereits Keime seines späteren Lebenswerkes finden. Die erste behandelt 
die ebenen Schnitte des Wulstes. Es wird gezeigt, dass die Kurve von der vier- 





1 Übersetzung der am 6. September 1917 vor der vereinigten Sitzung der »American Ma 


thematical Society» und der »Mathematical Association of America» in Cleveland gehaltenen 
Vorlesung (Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 24, 1918, p. 227). 


2 Ser. 2, t. 5, 1864, p. 156, 199. 
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ten Ordnung ist mit den unendlich fernen, imaginären Kreispunkten als Doppel- 
punkten, dass r6 Brennpunkte im Sinne Prücker’s vorhanden sind, von denen 
vier reell sind und auf einem Kreise liegen, dass eine homogene, lineare Relation 
besteht zwischen den Abständen jedes Kurvenpunktes von dreien dieser Brenn- 
punkte, und dass eine Inversion in bezug auf jeden dieser Brennpunkte als Pol 
die Kurve in ein Cartesisches Oval transformiert. 

In der zweiten Abhandlung betrachtet Dargoux den Schnitt einer Kugel 
mit einer Fläche zweiter Ordnung. Durch die Schnittkurve gehen vier Kegel 
zweiter Ordnung. Die Tangentialebenen des Kegels schneiden die Kugel in 
Kreisen, die die Kurve doppelt berühren. Diejenigen vier dieser Ebenen, die auch 
die Kugel berühren, bestimmen vier Kreise vom Radius Null, die die Kurve dop- 
pelt berühren und auf einem Kreise liegen. Die Entfernungen je dreier von ihnen 
von jedem Kurvenpunkte stehen in homogener linearer Relation zueinander. Die 
Kurve hat daher 16 Brennpunkte, die zu je vieren auf vier Kreisen liegen, von 
denen sich je zwei orthogonal schneiden. DarBoux hat diesen Kurven und ihren 
dureh Transformation entstehenden Kurven den Namen zirkulare Kurven gege- 
ben. Sie sind sphürisch oder eben und von der vierten Ordnung. Speziell sind 
die ebenen Schnitte des Wulstes und das Cartesische Oval zirkulare Kurven, 
ebenso die Cissoide, die Lemniskate, die Kreiskubik und andere bekannte Kurven. 

Im Jahre 1872 veröffentliche DARBOUX seine erste grössere Arbeit »Sur une 
classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques et sur la théorie des 
imaginaires». Sie besteht aus fünf Teilen, deren einer sich mit der Diskussion 
der zirkularen Kurven beschäftigt. 

Als DarBoux auf der Ecole Normale war, wurde er mit den Schriften La- 
MÉ's, Dupin’s und Bonnet’s über dreifach orthogonale Systeme von Flächen be- 
kannt, einem Gebiete, mit dem sein Name für immer verknüpft bleiben wird. 
Das beste Beispiel eines orthogonalen Flüchensystems waren damals die konfo- 
kalen Flächen zweiter Ordnung. Schon viele Jahre früher hatte KUMMER sich 
mit Scharen von ebenen Kurven beschäftigt, die durch eine Gleichung f(x, y, a) — 0 
definiert sind, wobei « der Parameter der Schar ist, und durch jeden Punkt 
der Ebene zwei Kurven der Schar gehen, die sich orthogonal schneiden. Er 
fand, dass die Kurven dieser Scharen die Eigenschaft haben, konfokal zu sein. 
Um dieses Ergebnis zu verallgemeinern, suchte DanBoux die dreifach orthogo- 
nalen Flüchensysteme, bei denen jede Fläche durch eine einzige Gleichung defi- 
niert wird, die den Parameter 4 enthält. Er fand, dass die Schar durch die 
Gleichung 
(x) (a2 + y® + 2) + Cl — 4h "m 


a—À B—i * JE 
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definiert ist, worin c«,?,; und A Konstante und 7 der Parameter des Systems 
sind. Jede Fläche eines so definierten Systems, die von DarBoux später Zykli- 
den genannt wurden, hat die folgenden Eigenschaften: sie ist von der vierten 
Ordnung und hat den unendlich fernen Kreis als Doppelkurve; sie wird von 
jeder Kugel in einer zirkularen Kurve geschnitten; auf fünf verschiedene Arten 
ist sie die Einhüllende einer zweifachen Schar von Kugeln, deren Mittelpunkte eine 
fixe Fläche zweiter Ordnung beschreiben, und die eine fixe Kugel orthogonal 
schneiden; endlich schneidet jede der doppelt berührenden Kugeln die Fläche 
in zwei Kreisen. Diese Ergebnisse wurden der franzósischen Akademie der Wis- 
senschaften am r. August 1864! vorgelegt. Am gleichen Tage verkündete Mou- 
TARD der Akademie die Entdeckung desselben Systems. Er war mit dem Stu- 
dium von Flächen beschäftigt, die durch Inversion in sich selbst transformiert 
werden, und fand, dass die Flächen vierter Ordnung mit dem unendlich fernen 
Kreise als Doppelkurve auf fünf verschiedene Arten in sich selbst transformierbar 
sind. Während er die Krümmungslinien dieser Flächen suchte, fand er das drei- 
fache System der Zykliden. 

Nach der Entdeckung dieses orthogonalen Systems stellte DarBoux das 
lineare Element des Raumes durch die Parameter eines solchen Flächensystems 
dar und fand, wie im Falle der konfokalen Flächen zweiter Ordnung, dass die 
Schnittkurven auf jeder Fläche ein isometrisches System von Kurven bilden. 
Das berühmte Theorem von Durty, dass drei Systeme orthogonaler Flächen ein- 
ander in Krümmungslinien schneiden, hat DarBoux durch die folgende Ergän- 
zung erweitert: 

Wenn zwei orthogonale Flächenscharen sich in Krümmungslinien schneiden, 
existiert eine dritte Schar, die zu den beiden ersten orthogonal ist. 

Mit Hilfe dieses Theorems konnte DarBoux die Bedingung dafür aufstellen, 
dass eine Flächenschar, die durch die Gleichung (a, y,z) — « definiert ist, einem 
dreifachen System angehört. Es muss y eine Lösung einer partiellen Differen- 
tialgleichung dritter Ordnung mit zwei unabhängigen Variabeln sein, doch wurde 
diese Gleichung wegen ihrer komplizierten Form nicht ausgerechnet. DARBOoUx 
veröffentlichte diese Ergebnisse 1866 in seiner klassischen Abhandlung »Sur les sur- 
faces orthogonales»,? die er später als Dissertation vorlegte. Diese Abhandlung 
enthält auch die Bestimmung eines orthogonalen Systems, dessen Krümmungs- 
linien eben sind, und den unrichtigen Satz, dass die dreifache Zyklidenschar (r), 
die das System konfokaler Flächen zweiter Ordnung als speziellen Fall enthält, 





! Comptes Rendus, t. 59, 1864, p. 240. Die Einzelheiten wurden in den Annales de 
l'Ecole Normale, t. 2, 1865, p. 55—69 veröffentlicht. 
? Annales de l'Ecole Normale, t. 3, 1966, p. 97—141. 
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das einzige Beispiel eines dreifachen Systems isometrischer Flächen ist. DarBoux 
hat in einer späteren Abbandlung diesen Irrtum richtig gestellt. 

Im Jahre 1872 nahm CAyLey das Problem der orthognalen Systeme in An- 
griff und gab der Differentialgleichung des dreifachen Systems die Form, die jetzt 
mit seinem Namen verknüpft ist, und die deshalb besonders wertvoll ist, weil 
sie in einfacher Weise die Bestimmung spezieller orthogonaler Systeme gestattet. 
Dargoux gewahrte schnell den Wert der CavrEYv'schen Arbeit. Einerseits unter- 
suchte er die Caytey’sche Gleichung analytisch und dehnte sie auf » Variable 
aus, andererseits wandte er diese Gleichung auf die Bestimmung orthogonaler 
Systeme an, bei denen die Flächen einer Schar zweiter Ordnung sind, oder bei 
denen die Flächen einer Schar eine Symmetrieebene haben, sowie auf orthogonale 
Systeme, die eine gegebene Flüche enthalten, und in ihrer Gleichung vier willkür- 
liche Funktionen einer einzigen Variabeln führen. Diese Systeme wurden im ersten 
und zweiten Teile seiner zweiten grossen Abhandlung über orthogonale Systeme 
verôffentlicht.! Im dritten Teile verallgemeinerte er die Lamn’schen Gleichungen 
auf den n-dimensionalen Raum und untersuchte gewisse hierauf bezügliche spe- 
zielle Aufgaben. Die letzten fünfzig Seiten dieser Abhandlung beschäftigen sich 
mit der Bestimmung orthogonaler Systeme isometrischer Flüchen, einer Aufgabe, 
die er gelóst zu haben glaubte. Er fand andere Systeme als die Zykliden, doch 
können wir uns auf weitere Einzelheiten nicht einlassen. Wir haben uns mit 
diesen beiden Abhandlungen eingehender beschäftigt, weil sie für die Entwicklung 
der Theorie der orthogonalen Systeme so wichtig sind und unter den Arbeiten 
DarBoux’s einen hervorragenden Platz einnehmen. Zwanzig Jahre später ver- 
öffentlichte er seine »Lecons sur les systèmes orthogonaux et les coordonnées curvi- 
lignes»,* die vieles aus der oben erwähnten Theorie enthalten. In der zweiten 
Abbandlung finden sieh auch Bemerkungen über dreifach konjugierte Flüchen- 
systeme, die später von GUICHARD und Tzirzeica untersucht und ausführlich 
von DanBoux in der zweiten, 1910? herausgegebenen Auflage des oben erwähnten 
Werkes diskutiert worden sind. Hier und in späteren Abhandlungen lieferte 
DarBoux weitere Beiträge zur Theorie der orthogonalen Systeme. 

Seit der Zeit, da Gauss die krummlinigen Koordinaten einer Fläche ein- 
führte, und die absolute Invariante des linearen Elements entdeckte, das die 
Krümmung der Fläche misst, haben sich die Geometer mit der jetzt noch unge- 


' Annales de l'Ecole Normale, sér. 2, t. 7, 1878, p. 97— 151, 227—261, 275—349. 

* Eine ausfürliche Inhaltsangabe dieses Werkes wurde von E. O. Loverr im Bulletin of 
the American Mathematical Society, vol. 5, 1899, p. 185—202 veröffentlicht. 

? Eine Übersicht dieser Ausgabe von Wirzevwski ist im Bulletin of the American Mathe- 


matical Society, vol. 20, 1914, p. 247—253 veröffentlicht. 
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lösten Aufgabe beschäftigt, alle Flächen mit einem gegebenen Linienelement zu 
finden, d. h. mit dem Problem der abwickelbaren Flächen. DarBoux zeigte 
1872,' dass die rechtwinkligen Punktkoordinaten einer Fläche mit gegebenem 
Linienelement die Lösung einer partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
AMPERE’schen Typs sind, sowie dass, wenn eine Lösung dieser Gleichung bekannt 
ist, zwei andere durch Quadratur gefunden werden können, und dass diese drei 
Lösungen die Koordinaten einer Fläche mit dem gegebenen Linienelement sind. 
MoUTARD und RiBavcoum, die die abwickelbaren Flächen Ende der sechsziger 
Jahre untersuchten, zeigten, dass, wenn zwei abwickelbare Flächen gegeben sind, 
sofort zwei andere Flächen S und S, gefunden werden können, deren rechtwink- 
lige Koordinaten x,y,z und x,,%,,2, die Bedingung 


(2) dxdx, + dydy, + dzdz, —0 


erfüllen. 1873 teilte DarBoux der Société mathématique de France mit,? dass 
die Aufgabe der infinitesimalen Deformation einer Flüche S gleichbedeutend ist 
mit der Bestimmung der Flächen $,, deren Koordinaten die Gleichung (2) erfül- 
len. In seinem bekannten Werk »Lecons sur la théorie générale des surfaces»? 
zeigte er, dass, wenn die Gleichung (2) für eine Fläche S integriert worden ist, 
die infinitesimale Deformation von S für Glieder jeder Ordnung ein Problem der 
Quadratur allein ist. WEINGARTEN! führte die Lösung der Gleichung (2) auf die 
Integration einer linearen partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung zurück, 
deren Gleichung der Charakteristiken die asymptotischen Linien der gegebenen 
Flache bestimmt. Sind die letzteren parametrisch, so hat die Gleichung die Form 


CO 
Judy 


(3) w(u,v)O. 


Stehen zwei Flächen S und S, in einer solchen Beziehung zueinander, dass ihre 
Tangentialebenen in entsprechenden Punkten parallel sind, und die asymptotischen 
Linien einer jeden Fläche einem konjugierten System auf der andern entsprechen, 
so nennt man die Flächen assoziiert. Dieser Gedanke rührt von Brancut her,’ 
der nachwies, dass die Bestimmung einer zu einer gegebenen assoziierten Fläche 
gleichbedeutend mit der Integration der Gleichung (2) ist. Nach Feststellung 





1 Sur une classe remarquable etc., p. 14, 181. 

? Diese Mitteilung wurde nicht veróffentlicht. 

3 T. 4 p. 5. Wir werden diese Schrift künftig immer als »Lecons» zitieren. 
* Crelle, Bd. 100, 1886, p. 296—310. 

* Lezioni di geometria differenziale, Pisa, 1894, p. 279. 
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des reziproken Charakters der Beziehungen zwischen S und S, und zwischen 
S and S, fand Dansovx neun andere Flächen, die sich aus jeder Lösung der 
Gleichung (2) ergaben; alle zwölf Flächen bilden ein geschlossenes System. 

Wir würden uns eine grosse Nachlässigkeit zu schulden kommen lassen, 
wenn wir nicht auf die reizvollen Kapitel im vierten Bande der »Lecons» hin- 
wiesen, in denen DarBoux das Abrollen einer abwickelbaren Fläche auf einer 
andern behandelt und dabei auf die geometrischen Gebilde eingeht, die von 
Punkten, Linien usw. erzeugt werden, die mit der rollenden Fläche fest verbun- 
den sind. Auch RiBAUvCOUR hat an der Entwicklung dieses Gebietes Anteil und 
ebenso in der letzten Zeit BraAwcHr. Als besonders schönes Beispiel aus dieser 
Theorie zitieren wir den folgenden Satz: S und S, seien zwei abwickelbare 
Flächen; rollt S auf S,, so schneidet eine Kugel mit dem Radius Null, deren 
Mittelpunkt fest mit S verbunden ist, die gemeinsame Tangentialebene der beiden 
Flüchen in einem Kreise; diese Kreise bilden ein zirkulares System. 

Die Idee der sphärischen Darstellung einer Fläche stammt von Gauss. Die 
Krümmungslinien einer Flüche werden auf der Kugel durch ein orthogonales 
Kurvensystem dargestellt. DarBoux beschäftigte sich gelegentlich mit der Auf- 
gabe, die Flüchen zu bestimmen, deren Krümmungslinien auf der Kugel durch 
ein gegebenes orthogonales System dargestellt werden. Er nannte dieses Problem 
die Aufgabe der sphürischen Darstellung. Durch die Benutzung der einfachen 
Ausdrücke für die rechtwinkligen Koordinaten eines Kugelpunktes in Parametern 
in bezug auf die imaginären Erzeugenden zeigte er, dass die Aufgabe auf die 
Lösung einer Differentialgleichung von der Form (3) zurückführbar ist. Er 
schrieb mehrere Abhandlungen über spezielle Formen dieser Gleichung, über 
die geometrische Bedeutung dieser Untersuchungen und über Mourarp’s Unter- 
suchungen der Gleichung (3). 

Movrarp hatte bekanntlich gezeigt, dass eine Zyklide vierter Ordnung auf 
fünf verschiedene Arten die Enveloppe einer zweifachen Schar von Kugeln ist, 
die zu einer fixen Kugel S orthogonal sind, und deren Mittelpunkte eine 
Fläche zweiter Ordnung beschreiben. Er hat ferner gezeigt, dass die fünf Flächen 
zweiter Ordnung, die auf diese Weise mit der Zyklide assoziiert sind, konfokal 
sind, und dass je zwei der fünf Kugeln S einander rechtwinklig schneiden. 
Bei der Mitteilung seiner Entdeckung des orthogonalen Systems von Zykliden 
wies Mourarn darauf hin, dass für alle Zykliden dieses Systems diese fünf Kugeln 
und diese fünf Flächen zweiter Ordnung dieselben sind. Unter Benutzung dieser 
Ergebnisse zeigte DarBoux,! dass die Gleichung des Systems in der Form 





! Sur une classe remarquable etc, p. 134. Der vierte und fünfte Teil geben eine Darstel- 
ung der Geometrie der Zykliden. 
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=} — 1; 
i=1 


(4) 


geschrieben werden kann, worin S; die Potenz des Punktes in bezug auf die 
Kugel S; ist, R; ihr Radius, a; eine Konstante und À der Parameter des Systems. 
Da diese Gleichung notwendig dritten Grades ist, ist der Koeffizient von 7* iden- 
tisch Null. Wir haben daher die Identität 


(5) > (#0 


Y 


für jeden Punkt des Raumes. DarBoux sah in dem Ausdruck ra 
i 


Bedingungen unterworfen ist, einen neuen Koordinatentyp, der fiir gewisse Auf- 


der den obigen 


gaben recht praktisch ist. So wurden die pentasphärischen Koordinaten ent- 
deckt. Ein sie enthaltender wichtiger Satz ist der folgende: Wenn fünf partielle 
920 0 „00 


—— = - Co 
du dv d'u z dv 5 


Lösungen 2,,...2, einer Gleichung von der Form 
die Bedingung Sa}? =o erfüllen, so sind die v; die pentasphärischen Koordinaten 
einer Fläche, auf der die parametrischen Kurven die Krümmungslinien sind. 
Wenn speziell die obige Gleichung auf die Form (3) reduzierbar ist, ist die Fläche 
isometrisch. Hieraus haben DarBoux und GUICHARD wichtige Folgerungen ge- 
zogen. 
Aus den Gauss’schen Gleichungen folgt, dass die nichthomogenen Koordi- 
naten einer Fläche z,y,z in bezug auf ein konjugiertes System u — const., 
v— const. eine Gleichung der LartLace’schen Form erfüllen, 


120) IO 00 
(6) ( ent pf 


du dv du dv 
die man die Punktgleichung des Systems nennt. DarBoux lenkte die Aufmerksam- 
keit auf die Tatsache, dass jede Funktion q (x, y, z) im allgemeinen ein konjugiertes 
System bestimmt, das man durch die Lösung einer gewóhnlichen Differentialgleichung 
erster Ordnung zweiten Grades findet. Die entsprechende Gleichung (6) lässt 
dann sowohl die Lösung y als auch die Lösungen x,y und z zu. Besonders sind 
die Krümmungslinien jeder Fläche durch die Eigenschaft charakterisiert, dass sie 
das konjugierte System bilden, für das y — z*? + y? + z? ist. GUICHARD hat diese 
Betrachtung verallgemeinert und die bemerkenswerte Klasse von konjugierten 
Systemen n, O betrachtet, die durch die Eigenschaft definiert sind, dass die Punkt- 
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gleichung eines solchen Systems n—ı Lösungen /,,...1, 1 zulässt, und dass 





2? + y + 22—t; —---—t,- auch eine Lösung ist. 

DarBoux ist ein so erfolgreicher Forscher in der Differentialgeometrie ge- 
wesen, dass man vielleicht auf den Gedanken kommen kann, seine geometrische 
Arbeit beschrünke sich auf dieses Gebiet. Diese Vermutung wird sofort durch den 
Hinweis widerlegt, dass der grósste Teil seiner Behandlung der zirkularen Kurven 
und der Zykliden sich nicht der differentialen Methode bedient. Wir erwähnen 
auch seine Untersuchungen der PowcELET'schen Polygone und ihre Verallge- 
meinerung auf Polygone, die Ellipsoiden ein- und umbeschrieben sind, sowie - 
einige Untersuchungen über die Wellenfläche. Es ist eine interessante Tatsache, 
dass seine bereits erwühnte erste Abhandlung und seine letzte, »Principes de 
géométrie analytiques», die gerade erschienen ist,! sich nur mit finiter Geometrie 
befassen. 

Im Jahre 1868 veröffentlichte BzrTRAWMI* seine fundamentalen Untersuchun- 
gen über die Geometrie LoBATsCHEWSKY's, Borvars und Gauss’ in geodätischen 
Kurven auf einer pseudosphärischen Fläche. Was CAYLEY in seinem »6. Memoir 
on Quanties» für die unendlich fernen Gebilde in der euklidischen Geometrie 
getan hatte, zeigte KLEIN drei Jahre spüter? für die nichteuklidische Geometrie. 
Diese neuen Gedanken machten auf DanBovx einen entscheidenden Eindruck. Er 
benutzte CayLey’s Messungen in der Theorie der Zykliden, wie sie in seiner 
ersten Abhandlung dargeboten werden, und in einer angehüngten Note behandelt 
er die geodätischen Kurven und Krümmungslinien in Cavrrv'seher Geometrie. 
Diese Gedanken sind vollständiger im letzten Kapitel des dritten Bandes seiner 
Lecons entwickelt und werden dort auf die Bestimmung von Flüchen angewen- 
det, auf denen ein konjugiertes System von Kurven existiert, deren Tangenten 
zugleich Tangenten einer Flüche zweiter Ordnung sind. Einer der fünf Teile der 
Principes de géométrie analytique bietet eine sehr klare Darstellung der Cay- 
LEY'schen Geometrie, in der auch die Verschiebungen und die Trigonometrie be- 
handelt werden. Aber aus unbekannten Gründen beschränkte DARBOUX seine 
Untersuchungen auf den euklidischen Raum, und er hat daher keinen Anteil an 
der Entwicklung der nichteuklidischen Differentialgeometrie. 

DarBoux war ein lebhafter Verfechter des Gebrauchs imaginürer Elemente 
in der Geometrie. Er glaubte, dass ihr Gebrauch in der Geometrie ebenso not- 
wendig sei wie in der Analysis. Er dachte dabei an den Erfolg, mit dem sie 


' Diese Abhandlung ist in der Tat eine erweiterte Ausgabe der ersten. Der Verfasser 
dieser Zeilen will demnächst eine ausfürliche Inhaltsangabe veröffentlichen. 

* Giornale di Mathematiche, t. 6, 1868, p. 284—312. 

' Über die sog. nichteuklidische Geometrie, Math. Annalen, Bd. 4, 1871, p. 575—655. 


Darboux's Anteil an der Geometrie. 283 


in der Lósung des Problems der Minimalflächen verwendet worden sind. Von 
Anfang an benutzte er in seinen Abhandlungen die isotropische Linie, die Kugel 
mit dem Radius Null (den isotropischen Kegel) und die allgemeine isotropische 
abwiekelbare Fläche. In seiner ersten Abhandlung über orthogonale Flüchen- 
systeme zeigte er, dass die Einhüllende der Flächen eines solehen Systems, wenn 
sie durch eine einzige Gleichung definiert ist, eine isotropische Abwickelbare ist. 
Wir haben Beispiele des Gebrauches dieser Elemente in der Theorie der abrol- 
lenden Flächen und in der Lösung des Problems der sphärischen Darstellung 
gegeben. Ein anderes treffendes Beispiel liefert das folgende Theorem, das eine 
allgemeine Methode zur Gewinnung von Flächen mit ebenen Krümmungslinien 
in dem einen System darstellt: Wenn eine abwickelbare Fläche D über eine ab- 
wickelbare Fläche D, so rollt. dass alle Punkte einer Erzeugenden gleichzeitig 
zur Berührung kommen, so wird eine isotropische abwickelbare Fläche, die fest 
mit D verbunden ist, durch sukzessive Berührungsebenen längs Krümmungslinien 
der Fläche geschnitten, die sie enthält. 

In der Darstellung der Lebensarbeit eins so fruchtbaren Mathematikers, wie 
es DARBOUX war, kann man nur die Zrgebnisse seiner Untersuchungen, nicht 
aber ihre Einzelheiten darstellen. Es wäre jedoch nicht zu verantworten, wenn 
wir nicht auch noch auf seine Methoden eingehen wollten. DarBoux rühmt an 
COMBESCURES, dass er der erste gewesen ist, der die Betrachtungen der Kinema- 
tik auf die Untersuchungen in der Flächentheorie angewendet hat, woraus dann 
die Verwendung beweglicher Koordinatensysteme von selbst folgt. DARBOUX 
hat uns jedoch die Tragweite dieser Methoden erst eindringlich vor Augen geführt, 
hat sie systematisch dargestellt und entwickelt. Diese Darstellung findet sich 
in den ersten beiden Bänden seiner Lecons mit Anwendungen auf die Erörterung 
spezieller Flächentypen und orthogonaler Systeme. Die Methode ist ausgibig von 
seinen Schülern benutzt worden, und sie wird sicher von jedem Bearbeiter der 
Differentialgeometrie herangezogen werden, der mit den Methoden dieser Diszi- 
plin vertraut ist. 

Dargoux’s Genie beruhte auf einer seltenen Vereinigung von geometrischer 
Vorstellungskraft und analytischem Geschick. Ihm waren alle, die nur geome- 
trisches Raisonnement bei der Behandlung geometrischer Probleme verwendeten, 
ebenso unsympatisch, wie alle, die glaubten, dass diese Fragen rein analytisch 
gelóst werden müssten. Seine geometrischen Beweise für die Sätze über die rol- 
lenden Flüchen sind ebenso rein, wie sie einfach und schón sind. Nicht weniger 
glänzend sind seine verschiedenen Zurückführungen geometrischer Probleme auf 
eine gemeinsame analytische Basis und ihre Entwicklung und Lósung von einem 
gemeinsamen Gesichtspunkt aus. Manchmal finden wir in seinen Untersuchungen 
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eine Vereinigung beider Methoden. Diese Erscheinung tritt in verschiedenen 
Teilen seiner Abhandlungen zu Tage, besonders in einer von ibnen, in der er das 
Problem lóst, die zweifache Schar von Sphären zu finden, für die die Korre- 
spondenz zwischen den beiden Teilen der einhüllenden Fläche konform ist.! 
Er zeigt durch geometrische Betrachtungen, dass die Krümmungslinien auf den 
beiden Teilen korrespondieren, und dann mit Hilfe der Analysis, dass sie isome- 
trische Flächen sind. Hier wird die Transformation isometrischer Flächen gezeigt, 
die Brancur die Transformation D,, genannt hat, sowie die assoziierte Deforma- 
tion der Flächen zweiter Ordnung. Wir glauben jedoch trotzdem, dass DARBOUX’s 
Interesse mehr in der infinitesimalen Geometrie lag. Für jemanden, der ein so 
ausgesprochenes analytisches Geschick hat, ist das nur natürlich. Die Entdek- 
kungen, mit denen DarBoux die Analysis bereicherte, während er geometrische 
Probleme zu lósen versuchte, kónnen wir hier weder erórtern, noch auch nur 
aufzihlen. Zweifellos findet sich in seinem Lebenswerk sein Glaube verwirklicht, 
»dass die Verbindung zwischen Geometrie und Analysis nützlich und fruchtbar ist, 
und dass diese Vereinigung vielleicht eine Bedingung für das Gedeihen beider ist». 

Wir haben versucht, einen Überblick über die Lebensarbeit DARBoUX’s auf 
dem Gebiete der Geometrie zu geben. Seine Arbeiten sind nicht nur inhaltlich, 
sondern auch in der Darstellung abgerundet und vortrefflich. Diese Eigen- 
schaften DarBoux’s im Verein mit seiner ganzen Persönlichkeit machten ihn zu 
einem hervorragenden Lehrer, so dass stets eine grosse Anzahl von fähigen Schü- 
lern um ihn versammelt war. Wie MoNGE war er nicht mit Entdeckungen zu- 
frieden, es war auch ihm ein Bedürfnis, Schule zu machen. Wie sein berühmter 
Vorgänger, bildete er eine ganze Reihe von Geometern aus, wie GUICHARD, KOE- 
nics, CossERAT, DEMOULIN, TZITZEICA und DEMARTRES. Ihre glänzenden Unter- 
suchungen sind der beste Beweis seiner Unterrichtstätigkeit. Sein Geist wird in 
diesen Männern weiterleben sowie in allen denen, die zu seinen Werken greifen 
werden, um sich dort Anregung und Leitgedanken zu holen. An DarBoux wird 
sich wahrscheinlich auch die Prophezeihung bewahrheiten, die LAGRANGE von 
MowGE aussprach: »Mit seiner Geometrie wird sich dieser Teufelskerl noch un- 
sterblich machen». 


‘Sur les surfaces isothermiques, Annales de l'Ecole Normale, ser. 5, t. 16, 1899, p. 191—508. 


SUR LA RÉPRESENTATION ANALYTIQUE D'UNE BRANCHE 
UNIFORME D'UNE FONCTION MONOGÈNE. 


(Sixième note.) 
Par 


G. MITTAG-LEFFLER. 


Ma cinquième note publiée sous ce titre a paru en 1904. A peu prés à la 
méme époque j'avais déjà en portefeuille une rédaction préliminaire de la suite 
de mes recherches en vue de nouvelles »notes». "Toutefois la publication que je 
me proposais de faire de ces dernières a été retardée par la maladie ainsi que 
par la pensée que ce travail prendrait la place d'autres études envoyées par 
d'éminents auteurs pour étre publiées dans mes »Acta». 

Des années ayant passé depuis, mes articles ont perdu une grande partie 
-de leur actualité et de leur intérêt. Il me semble pourtant qu'ils peuvent encore 
avoir une certaine valeur comme appartenant tout à fait à la sphére de pensées 
qui distingue la théorie des fonctions analytiques telle qu'elle a été formulée et 
exposée par CARL WEIERSTRASS. Au moment où je reprends la publication de 
mes »notes», je prie ceux qui m'ont prété leur précieux concours et sans lesquels 
je n'aurais pu mettre sur pied ma rédaction finale, et tout particulièrement 
M. E. PHRAGMÉN, M. T. CARLEMAN, maitre de Conférences à l'Université 
d’Upsal, M. J. Mazmquisr et M. M. Riesz de recevoir mes plus chaleureux 
remerciements. Comme je n'ai assurément aucun droit à la priorité en ce qui 
concerne les publications faites par d'autres aprés la rédaction déjà ancienne de 
mes notes, je ne me considére pas comme tenu d'entreprendre une comparaison 
critique avec ces travaux, et je me borne par conséquent, dans la mesure où ces 
derniers me sont connus, à y renvoyer purement et simplement le lecteur. 


286 G. Mittag-Leffler. 


Sur la convergence de Vexpression d'une fonction analytique en dehors de 
l’etoile principale de la fonction. 


INTRODUCTION. 


Jai introduit dans le temps la nouvelle conception d'étoile de la manière 
suivante. En partant d'un point a, nous menons une demi-droite quelconque 
ax, sur laquelle nous choisissons suivant une loi déterminée un point p, distinct 
de a (le point p peut d'ailleurs être à l'infini sur ax). Faisons tourner ax d'un 
angle égal à 2;r autour du centre a, le segment ap engendre alors une aire qui 

embrasse a, et qui sera appelée une étoile de centre a; 
* le point p sera dit un sommet de l'étoile et l'ensemble 
des sommets sera dit la frontière de l'étoile. 
Si entre une fonction monogéne F(a), régulière 
fr au point a, et une étoile ayant a pour centre existe 
une relation telle que le sommet correspondant à 
chacune des demi-droites qui engendrent létoile soit 
le premier point singulier de F(a) auquel on arrive 
a en partant du point a et en faisant glisser x le long 
de la demi-droite, cette étoile est appelée l'étoile prin- 
cipale de F(x). Elle est désignée par la lettre À et la branche fonctionnelle qui 
y correspond est désignée par P A (x). 
Soit 


(1) TN eee el En 


une suite infinie de constantes soumises à la condition de Cavcuv 


LS) 


2 
: I 

(2) lim Vis = 

r étant une quantité positive. 

La théorie des fonctions analytiques telle qu'elle fut conçue par WEIERSTRASS 


est basée sur la considération de la série 


(3) B(x —a)= dk, (x — a)", 
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où x est la variable et a une constante. Cette série définit une fonction analy- 
tique F(x) dans une étoile constituée par un cercle de centre C et de rayon r. 
La branche fonctionnelle de F(a) représentée par la série 3 (x— a) est désignée 
par FC(z) On sait que par prolongement analytique de la branche FC(x) on 
obtient la fonction F(x) tout entière partout où elle reste régulière. Dans une 
suite de mémoires, j'ai montré qu'on peut obtenir de différentes maniéres des expres- 
sions qui sont formées des constantes k,,#,,k,,..., tout comme la série BP (zx — a), 
et de certains coefficients numériques indépendants de la fonction, et qui représen- 
tent d'une manière univoque non seulement la branche FC(x), mais encore la 
branche entière F A(z). 

Les plus élégantes de ces expressions, au point de vue formel, me parais- 
sent être 


n? n non d 2 A - 22. 19.1 
EE CON an Prt dates thy S: oma PS a 
(4) FAIRE 2 2-2 dese n 
M TAa-02-0 Z24-0 D TON ua i 
n 1 1 
(3) F A (x) — lim | e-*" F, (c (x—2a)) dut = 
a= 
Ü 
1 
[01d 
liue Soie fle imam a peer tinet que 
— ]im iim QOO EOM OI U a \OT) = AR, 
noel | i 4 j : 0 le. v 
y=0 Lt—. TE 


(x—a) + Jer (cat TS 


(6) FA (x) — lim (5 + 


a=0 





k, 


Les deux expressions (4) et (6) sont de la forme lim @ (v;c), @ (x;c) étant une 


nem 
fonction entière (rationnelle dans la première expression, transcendante dans la 
seconde) dont les coefficients sont des fonctions linéaires de k,,k,,k,,...,k, avec 
des coefficients numériques qui dépendent de « comme paramètre, mais sont in- 
dépendants aussi bien des constantes k,,k,,...k, que de la variable x. 


! »Sur la représentation analytique d'une branche uniforme d'une fonction monogene. 


Note 1. Acta Math., t. 23. 1899. 

* Formule (109), page 161, Note 5 de ce travail. Acta Math., t. 29. 1904. 
»Sur la représentation arithmétique des fonctions analytiques générales d'une variable 
complexe.» Atti del IV Congreso Mat. Roma 1905. Page 82. 
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BoREL et PHRAGMEN ont montré! que c'est impossible de former une 


n 
telle expression qui, pour tout choix des constantes k,,k,,k,,... (lim | V% | = fini), 
n 


^ 


cesse d'étre convergente en dehors de l'étoile A. 

M. H. von KocH a repris ce probléme d'un point de vue différent.? 
Il s’est demandé: est-il possible de former avec les seules constantes 
k,,k,,k,,... et avec des coefficients numériques indépendants de ces constantes 
et de la variable une expression lim G(v;z) qui représente la fonction définie par 


n= 
les k, chaque fois qu'on se trouve en dehors des sommets de l'étoile A, sur le 
prolongement d'une demi-droite génératrice oü la fonction reste réguliére? 

La solution qu'il a donnée de ce probléme est en rapport étroit avec la con- 
ception de WEIERSTRASS d'une fonction analytique. 

WEIERSTRASS a compté non seulement les points réguliers, mais encore les 
poles comme appartenant à la fonction (il les nomme »ausserwesentliche singuläre 
Stellen»)? tandis que tous les autres points, qui ne sont ni des points réguliers 
ni des pôles, sont singuliers. J'ai proposé de remplacer la conception de WEIER- 
STRASS par celle que voici:* les seuls points devant 6tre comptés comme points 
singuliers de F(x) sont les points x tels que, d'une part, il existe dans tout 
voisinage de x des points pour lesquels F(x) se comporte d'une facon régulière, 
et que, d'autre part, il n'existe aucun entourage de x où une égalité de la forme 
F(x)— Ÿ(æ—x') ait lieu. Il paraît que cette définition des points singuliers d'une 
fonction est maintenant généralement admise. 

En adoptant la manière de voir de Weierstrass, M. von Koch a généralisé 
de la maniére suivante ma conception d'étoile principale. 1l définit une étoile 
K, dont A fait partie, en prolongeant les différentes demi-droites issues de a 


* E. Borer, »Addition au mémoire sur les séries divergentes». Annales de l'Ecole Norm. 
Sup., T. 16, 1889, p. 134. 

KE. Borer, »Lecons sur les séries divergentes». Paris 1901, p. 172—175. 

G. Mirrac-LErrLER, »Ueber die analytische Darstellung eines eindeutigen Zweiges einer 
monogenen Funktion». Münchener Berichte, 6. Mürz 1915, p. 154—159. 

Dans cette dernière note, qui fut publiée pendant que j'étais en conyalestence après une 
grave maladie, il s'est malheureusement glissé une erreur sérieuse sur laquelle M. Oserx a fixé 
mon attention (ef. »Sur la représentation analytique de la vitesse dans certains problémes d'hydro- 
dynamique», page 6, note, Nova Acta Soc. Sci. Upsal. Ser. IV, vol. 4, No. 9). La formule (51), 
page 149, dans la dite note représente seulement Z'C(r) mais non F A(2). 

* HerGe vox Koch, »Applieations nouvelles de la fonction exponentielle». Bihang Kel. 
Svenska Vet. Akad. Fórhandl. 12 février 1902. 

Hence vox Koch, »Sur le prolongement analytique d'une série de Taylor». Voir ce journal, 
T. 27, 1903, p. 79—104. 

* »Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen.» 1876. Werke, Bd 2, p. 78. 

Sur la représentation analytique des fonctions monogènes uniformes» Voir ce journal, 
1. 4, 1884, p. 4. 
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jusqu'au premier point qui n'est ni un point régulier ni un póle, au lieu de 
s'arréter, comme c'était le cas pour l'étoile 4, aussi bien à un póle qu'à un autre 
point singulier. Il cherche aprés, sans connaissance préalable des póles, à former 
une expression qui ne contienne pas d'autres éléments empruntés de la fonction 
que les constantes k,, b,, k,,... (propriété appartenant aussi à toutes mes expres- 
sions), mais qui soit valable non seulement pour l'étoile 4, mais encore pour 
tous les points réguliers à l'intérieur de l'étoile K. Pour bien saisir son idée, il 
faut se rappeler qu'on savait bien former, avant M. von Kocu, une expression 
qui représentait une fonction uniforme d'une maniére univoque non seulement 
dans tout son domaine de regularite,' mais encore dans chaque domaine qui 
embrassait un nombre dénombrable de singularités;? mais alors il était nécessaire 
de connaitre non seulement la position de ces singularités, mais encore l'allure de 
la fonction autour des singularités. 

M. von Koch parvient à résoudre son probléme en se servant de l'expression 


lim z5e-4 = 
s=x exi im — qi 


ainsi que d'une espèce de représentation conforme, dont je me suis servi dans 
plusieurs de mes travaux. M. PAINLEVÉ a énoncé à propos de la publication 
de M. von Kocx une autre solution du probléme. Il l'obtient en utilisant une 
fonction auxiliaire toute autre que celle de M. von Kocu. Sa formule finale 
paraît aussi plus élémentaire et plus générale que celle de M. von Kocu.* 

Je me suis sérvi moi-méme d'une nouvelle fonction auxiliaire, remarquable 
sous différents rapports. J'exposerai dans le $ 1 les propriétés essentielles de 
cette fonction. Dans le $ 2, je donne une nouvelle solution du probléme de 
M. von Kocx. 

Dans le $ 5, je m'éléve à un point de vue plus général. 





! Voir mon mémoire de 1884, |. c., ainsi que celui de 1899, Acta Math., T. 25. 

? Voir mon mémoire de 1884, l. c. 

* Voir p. ex. Note 3 de ce travail, Acta Math. t. 24. 1900. 

* Paur, PaiNrEvÉ, »Sur le développement des fonctions analytiques en séries de polynomes». 
Comptes Rendus ete., le 7 juillet 1902. T. 135. 

Il semble que M. vox Kocu s'élève dans ses derniers travaux au méme degré de généralité 
que M. PaiwLEvÉ. Voir H. von Kocu, »Sur le prolongement d'une série de Taylor». Arkiv für 
Matematik, Astr. o. Fys., Bd 12, No. 11, Stockholm 1917. — »Contributions à la théorie du pro 
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longement d'une fonction analytique.» Arkiv f. Mat., Astr. o. Fys., Bd 12, No. 23. Stockholm 1917. 
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SETS 
Une nouvelle fonction entiere. 


On sait que toute fonction entière transcendante peut être rendue aussi 
voisine qu'on veut d'un nombre quelconque fixe en dehors d'un cercle de rayon 
arbitrairement grand.' Ce fait n'exclut pas qu'il existe des fonctions entiéres 
dont le module tend vers une limite bien déterminée égale à zéro quand la vari- 
able tend vers l'infini le long d'une demi-droite quelconque issue de l'origine. 
J'ai donné plusieurs exemples de telles fonctions. Une des plus simples est 
définie par l'intégrale 


(7) ca ic 


l'intégration se faisant le long d'un contour S défini de la manière suivante: S 
se compose en partie de deux droites parallèles à l'axe réel des [, infinies dans le 
sens positif de celui-ci et situées de l'un ou de l'autre cóté de l'axe à une distance 


à Uv oc 2 S RES POE EE 
comprise entre ^et 5 -, en partie d'une perpendiculaire à l'axe réel réunissant ces 


paralléles et coupant l'axe en un point arbitraire. L'intégration doit se faire dans 
le sens direct de droite à gauche. 





! Kart Woererstrass, »Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen». Werke, 
Bd 2, p. 124. 

?* »Une nouvelle fonction entière.» Comptes Rendus ete. 18 avril 1904. »Sur une classe 
de fonctions entières» Verhandl. d. 3. Internat. Math. Kongress. Heidelberg 1904. 
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L'intégrale converge évidemment quelle que soit la position donnée à x de 
l'un ou de l'autre cóté de la ligne d'intégration. La valeur de l'intégrale ne varie 
pas si l'on déplace la perpendiculaire à droite ou à gauche du point £, où elle 
coupait au commencement l'axe réel, ou si l'on fait varier les distances des deux 


Net 7E A ^ A ; 
parallèles à l'axe entre et 3 pourvu que x reste du même côté du chemin 


d'intégration. 

L'intégrale définit deux fonctions analytiques différentes E(x) et E(x) selon 
que x est situé du méme côté du chemin d'intégration que les points réels négatifs 
infiniment distants, le côté négatif comme nous dirons, ou de l’autre côté, le 
côté positif. 

Envisageons d'abord la fonction E(x). On voit qu'elle est régulière pour 
tout point x qui est à distance finie de la ligne d'intégration, et qu'elle est par 
conséquent une fonction entière de x. Elle s'approche indéfiniment de zéro quand 
x tend vers l'infini du côté négatif d'un contour S. 

La fonction E(x), d'un autre côté, est régulière pour tout point x qui est 
à distance finie et se trouve entre deux paralléles à l'axe réel menées par les 


points /3 et—:5 . Elle s'approche indéfiniment de zéro quand x tend vers 


l'infini du côté positif d'un contour 5$. 

Soit maintenant 2 un point à distance finie situé du côté positif d'un con- 
tour S donné. 

On a 


(8) E(x) = E(x) +. 


KR étant le chemin d'intégration indiqué dans la figure ci-après, chemin qui entoure 


le point x. 
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On voit que les deux fonctions E(z) et E(z) sont liées par la relation 


(9) E(x) = ee + E(x). 


La fonction E(a) est par conséquent, tout comme Z(x), une fonction entière de x.! 
Relativement à la fonction Z(x) nous pouvons énoncer le théorème suivant. 
Théorème i. »Soit æ&,(—c <x,<+o) un point quelconque sur l'axe réel. 

La fonction Z(x) tend indéfiniment vers zéro quand la variable x tend vers 

l'infini le long d'une demi-droite quelconque issue de x,. Soit w une quantité 

réelle positive. Si la variable x appartient à un domaine fini quelconque X situé 
entièrement en dehors de l'axe réel positif, E (x, + (x) tendra uniformément vers 
zéro lorsque w tend vers l'infini. 

Il en est de méme si le domaine X (o < X) est une partie quelconque de 
l'axe réel positif.» 





! On peut voir de la manière suivante que Æ(x) n'est pas identiquement nul. 
La supposition 


E(x)=0 
amènerait 


r 


(A) E(z) — e£. ce 
En posant z—£$- i5, on obtient 


ee = ee’cosy(cos(e sin ») + à sin (e sin n)). 


Pour un 7 fixe et incongru à zéro (mod. 7), il existe une infinité de valeurs de $ croissant 
au dessus de toute limite telles que 


En ces points, on a 
T 


ee =—ce "cos ). 


On en conclut que 


ERIS 





c— r - 
lim je ee 
$20 
0 < lal = E 


Comme d'autre part 


lim E(x)=0, 
i 


Jul<2 


on voit que l'égalité (A) est impossible. 
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Au lieu de se donner d'abord l'intégrale (7), on aurait pu partir de l'inté- 
grale plus générale 


I & > 
LE —eE = 
(10) zi | et -e = 3 


où z est une constante positive plus grande que un. Le contour S, est alors 
composé en partie de deux lignes infinies dans le sens positif de l'axe réel: 


o* Sin zp—a, o sinzp~=—a;— <a<3-, 


D 


en partie d’une perpendiculaire à l’axe réel réunissant ces deux lignes. On voit 
que ces lignes s'approchent d’une manière asymptotique de l'axe réel positif. 





-i3% 


Nous designerons par E, (v) et E, (x) les deux fonctions définies par l'intégrale 
(ro) Elles sont liées par l'égalité 


(11) E (x) = ec e + E, (x). 


x étant un nombre entier elles sont toutes les deux des fonctions entières de z- 
Si z= nombre entier et 2,0, E,(x) est une fonction entière tandis que Æ, (x) 
est singulier pour z—o. On a le théorème suivant. 

Théorème 2. »La fonction E, (x) a des propriétés identiques à celles qui sont 
indiquées pour E(x) dans le théorème 1. Elle a encore les propriétés suivantes. 
Elle tend indéfiniment vers zéro quand z tend vers l'infini positif ou négatif le 
long de l'axe réel ou d'une paralléle à cet axe. 

Soit w une quantité réelle positive, et désignons par £ la partie réelle et par 
in la partie imaginaire de la variable x. Si cette variable appartient à un domaine 
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X fini et situé entièrement en dehors de l'axe imaginaire et de l'axe réel positif, 
E,(w£+ir) tend uniformément vers zéro quand w tend vers l'infini. 
La méme chose arrive si X (o< X) est une partie de l'axe réel positif.» 
Dans le temps! j'ai introduit une autre fonction c, (x);i «7, définie par 


l'intégrale 
(12) — |e =—, 


où le contour S, est le méme que pour l'intégrale (ro) (5, est identique au con- 
tour S relatif à l'intégrale (7)). Cette fonction a la propriété suivante: 


(fee (wx) — o pourw— + 9 i 1 € z, 


(13) 


le, (w§ +77) — Opourw—+%0;1<24;540 


quand x appartient à un domaine X qui tombe en dehors de l'axe réel positif, 
tandis que 


m 


(14) | &, (vx) — ee -— 0 pour c — + c 
quand X (0 < X) fait partie de cet axe. 

On voit que l'intégrale (12) définit encore une seconde fonction e, (x), liée 
à c (x) par la relation 


z 


(15) &,(r)-—et*^ +28, (x). 


On voit encore que la fonction 
(16) e, (x)e 


a des propriétés identiques à celles que j'ai indiquées pour EZ, (x) dans le théorème 2. 


$ 2. 


Soit b un point sur l'axe réel où E(x) et ses dérivées ne s'annulent pas. Un tel 
point existe certainement parce que l'ensemble des zéros de L(x), E'(x), . .. E*9(z),..., 
étant dénombrable, ne peut pas contenir un intervalle entier de l'axe réel. 


! »Sur une classe de fonctions entières», p. 262, 263. Verhandlungen d. dritten interna- 


tionalen Mathematiker-Kongresses in Heidelberg. Leipzig 1904. 
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Posons 2,» 65,2, étant toujours le point où le contour S coupe l'axe réel. 


On aura 
S 
; I Wee ids 
(17) BO)= a) € M 
J'introduis maintenant la fonction 
ce UNE) 
(18) G (x)— EG) ’ 
et je mets 
(19) G(@)=1+H, 2+ Hy,a®+---+HAya"4+---, 
ou 
5 1: 
IT T " dz ! 
to) ee x6) | D Gen on: 
Par conséquent, 
ex 1: © 
JT Le as 2 ei , LE i 
(21) G (o(x—1)—. zm 20) CIC Eb az) ae 1)) 


On obtient la formule (r9) en supposant 


| eg || 
lees s 


mais, G(x) étant une fonction entière de x, le second membre de (19) est une 


série toujours convergente par rapport à la variable x, dont les coefficients A, 


sont des constantes indépendantes de x. Le méme cas se présente pour la série 


du second membre de (21). Elle est toujours convergente par rapport à c (r— 1) 


regardé comme variable. 
Une autre représentation de la fonction G (vw (x—1)) est la suivante. 
choisissons comme auparavant ©, >b, et posons 


Kb 
lel<r+ 
(9 
On obtient alors 


(22) G(o(z—1)) = Ÿ K, (o a". 


v=0 


Nous 
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où 
5 " I 
T I AS E was 
(23) K,(0)—, ri E(b) y s (£—b 4 o) 
et 
(24) > RK, (c) —1 


La fonction G (o(x—1)) étant une fonction entière, le second membre de (22) est 
une série toujours convergente. 

Si la variable x appartient à un domaine 
fini X situé entiérement en dehors de la 
partie de l'axe réel positif qui s'étend depuis 
I jusqu'à +, on constate que G(c (x—z1)) 
et par conséquent aussi les deux séries 
x c 
> A, (ox —x)y et Dike (wo) x” tendent uni- 


y-0 v=0 


pl2-2-- 





formément vers zéro lorsque w tend vers l'infini. 
Si, d'un autre côté, le domaine X fait partie de la portion de l'axe réel 


positif comprise entre r et 4- c, 


TAA Se OI. 


la fonction G (co(x—1)) ainsi que les deux séries Ÿ H, (co (x—1)) et > K,.(w) x” tendent 


v=0 v=0 
encore uniformément vers zéro lorsque w tend vers l'infini. 
Les formules (19) et (21) nous donnent 


> H,, (w(a—1))” 


p 


(25) G(o(x—1)-—1 »- Là LN a" fer y—1 
— =. arret ps 


Au moyen des formules (22), (24) on obtient encore 


m ME(o—a) | 
(26) Et o(z—1i) v = Nr Leta +2”) Ka (o) 


I ir — 
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bo 
© 
-1 


On aura par conséquent, pour a zr, 


(27) — (c (x — 1))'7, 
(28) — — —lim X (x 4x 4 x? + + a") Ka (o), 


égalités qui ont lieu aussi bien si + appartient à un domaine situé en dehors de 
la ligne 1 <x< que si x fait partie de cette ligne (1 «x « c ). 
Pour le point z— 1, on obtient au moyen de la formule (25) 


(29) lim € (© (x—1))— 


r=1 p poat 


0H, 


et au moyen de la formule (26) 


(30) ERA (co (z—1)) 


lim ae = D (v +1) Kya (v)=08,. 


v=1 


Les deux expressions (27) et (28) sont par conséquent égales à l'infini pour x— r. 
Nous introduisons maintenant, à lexemple de M. von Kocu, une nouvelle 
étoile K de centre zéro, qui, en général, embrassera l'étoile A. Nous obtiendrons 
cette étoile de la manière suivante. 
On fait tourner autour d'un centre z— 0 une demi-droite ayant ce centre 
comme origine et limitée d'autre part par le point le plus rapproché de centre 
qui n'est ni un point régulier ni un póle de la fonction définie par les constantes 


bsipAE aso bythe 


assujetties à la condition de Cavcnuv 
|) I 
lim | V#,|— = r—nombre positif, 


c'est à dire la fonction définie par la série 
$S(xz)—k, +h, xa-kx +... +k,a + --- 


L'ensemble de toutes les demi-droites limitées de cette manière sera l'étoile K. 
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On voit que cette étoile embrasse l'étoile À, que j'ai appelée l'étoile prin- 
cipale, et que d'autres ont désignée par l'expression »étoile d'holomorphie». En 
analogie avec l'expression »étoile d'holomorphie» on pourrait appeler l'étoile A 
»étoile de méromorphie». — 

Introduisons maintenant lintégrale de Cavcuv 


n 
* ’ c 
I [zeae =) 12 
(31) 21, , 2—2 ER 


où B sera le contour d'un domaine simplement connexe qui est situé à l'intérieur 
de l'étoile X, embrasse l'origine et ne passe par aucun des pôles de F(z). 
Lorsque v est situé à l'intérieur de B et diffère des pôles a, on a l'égalité 





sulvante: 


[ À ^» 2 
a Bic MS P PEE 
2102, BR 201, ) 2 —% 
| ^F (2) (x—G (o3: ]]) | ^ 
op jer 
| 


Z—T 


(0) (a) 
Be = el ‚de, LS [226 C (7—1)Jae, 


la somme figurant au second membre étant étendue à tous les pôles de F(z) à 
l’intérieur de B et les intégrations étant faites dans le sens direct le long des 
périphéries des petits cercles ayant x, o, a comme centres. Il résulte de la defini- 
tion de l'étoile K que la somme n'a qu'un nombre fini de termes. 

Les formules (25) et (26) nous donnent 


ll ee 
I i6 (91) x I TR 
32 x A = v(—_y)\r—1. RME t 
I— =] 


n 
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m) I mou) (as EN EN ieu 
v 2 x Dre I5] | £0». 
I— r=0 


D'un autre côté, nous avons mis 

(3) FC(2zj=k, + k,z + bz, 

FC(z) étant la branche fonctionnelle de #(z) intérieure au cercle de convergence 
C de centre zéro et de rayon r— (iimive.) ; 


On obtiendra par conséquent 








(0) al x 
t 2 P(2)-(1—@ Lx), ES M lp 2 E 
35 2 zs = 3 = Arr Cr) | rm iS d 
e er v=0 
vy(v—1) 9 TR (——TWwlh ov 

Dats ark) 

ainsi que 

(0) ; x 
a a rere" —1))] de S (4 T tbt UE, ay Reo) 
— cr omen cd cM NEN 
2 


Supposons d’abord que le contour B tombe à l’intérieur de mon étoile principale 
A, qui n'embrasse aucun pôle ou autre point singulier de F(z). 
L'égalité (32) devient dans ce cas 


Eo" 27 (x) izle ro sol 


Nous avons vu que 


lim G(w(y—1)) —o 


()-— 00 


tant que y appartient à un domaine fini quelconque situé entiérement en dehors 
de la ligne 1<y<. C'est le cas pour le domaine limité par le contour que 


décrit ^ quand z parcourt la ligne B. On aura par consequent 
2 
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H 


| "F (2)-G{o(2—x))| 


dz 
z—t 


(38) lim 


O=Le 


et ainsi nous obtenons pour F A(a) deux nouvelles expressions. savoir 


(39  $,—lim » H 440" (— x)" (ih xd ar kya? + d (—1)" ky x") 
(40) S,—lim V (E, + kya + kya? +. + kya") Kya (09), 

VER € 
où 

S E tan 
I I vs ee” > are a = 
(20) He Ey eve (dpa > 05 He TP 
nl dt 

€ I I | e —e* ea = 
(23) AE zQ er: 
On aura donc la double égalité 
(41) FA). 


Nous montrerons dans la suite que S, aussi bien que S, représentent encore 
d'autres parties de la fonction F(a) que la branche F A(x). Nous verrons que 
ces expressions représentent FK(x) en tous les points réguliers intérieurs à K. 

Retournons, pour établir le premier point, à la formule (32) et étudions 
l'intégrale 


(a) 


(42) lee : G(o(2—1)) dz. 


2— z 


On a dans l'entourage de z=a 


(43) F()—g| 2) + B(z—a), 


2 
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ou 
20 = C—] : C_» kr - Cm 
(44) "Lu ga! (2— a)? : T(z— a)" 
Par conséquent, 
(puce xr. re | Elite 
za a RE er De a) 
x—a 
E E ee CE CHR 
E sn x—a El E rer » | 
Cm mU 
Be P(z— a) 
| PLA I ec C_2 , Cm 
(45) | ire (a—a)? E scum 
= CIR \ Co C3 ME C—m | 
(2—a) \x—a (x—a} Gare 
I C—3 C—4 C_m 
| _ Ga) = (gaps te CEPIT 
I C—m 
| C= rat 
Quant a e(v(£—:). on à 
( JS 2 LU 
STE I I nate dz 
al sj mue (tea : 
2 | 271 E(b) ÉD oO 
S 
zs I 
| zz = 
(46) 2zi E(b) m a ci 
i - 
re PE ur (b+o)dt 
+ — 0 2, (a—z)"*! | ee... — ea 
| 2700 g(5 2! j qi? [e-5+0-02) 1 
| > a 


On voit que chacun des coefficients 
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1 (seems C-btuy 


2310 TER US x \v+2 
E—5-ul -1J 
1 r a 


dans la série au second membre de (46) a la méme propriété que le premier terme 


dé 


IN Ar Des dá 


:—b—o(2—1) 


e 


T 5 7 3 N Er 
celle notamment de tendre uniformément vers zéro dans tout domaine oü = est 
reel et plus grand que un. 


6 : a ; 
Tant que T est réel et plus grand que un, le résidu (42) tendra par consé- 
quent uniformément vers zéro lorsque w tend vers l'infini. 
Dans le cas où z—a, le résidu sera (cf. (10)) 


S 


= N e -Q6 0 (5 —b- roy j 
(47) €, 2; TEENS am: "Cr | ee a” (£—b)"+1 dz. 


Le coefficient de w” dans cette expression, étant égal à 


Et»(b) 1 
CDS CE) b)a”|m " 


ne peut pas s'annuler. Par conséquent, on voit que le module de la quantité 
(47) tendra vers l'infini lorsque w augmente au dessus de toute limite. 

On voit que les deux expressions S, et S, ainsi que F K(x) tendent alors 
vers l'infini. 

Vu quil ny a qu'un nombre fini de pôles à l'intérieur du domaine limité 
par la courbe B, nous avons le théorème suivant. 

Théorème 3. »La fonction F(a) définie par la branche fonctionnelle 


(3) FC(z) — k, + 4% + ka + --- 


est représentée à l’intérieur de l'étoile principale A par chacune des deux 
expressions 


N 


(39) S,—lim DH, ort (—1) (ck: a+ Ase qup pc ka] 
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et 
(40) S,=lim Da (E, + b, x + eoa + +--+ hye") Kyat (e), 
Ei 
ou 
S : 
I I i p o. 
(20) a EG) Ufo (Eby? 
8 
d I I S o"dE 
(23) LOS 20) I 620) 
à - dt 
sae te US 


et dans lesquelles le point Z2, où la ligne S coupe l'axe réel est supposé > 6. 

Ces expressions convergent toutes les deux uniformément dans tout domaine 
intérieur à A. Elles convergent encore en dehors de A sur toute demi-droite 
passant par un sommet qui est un pôle de F(x) situé à l'intérieur de l'étoile K. 
La convergence est uniforme sur toute partie d'une telle demi-droite située à une 
distance fini entre deux pôles consécutifs ainsi que sur toute partie située à une 
distance finie entre le sommet et le pôle le plus rapproché du sommet. Les 
égalités 


(48) F K (z)—lim Y Hi o"*! (—1) km bn IMS x +. (—d1) ky a” 
Se) L I 
(49) F K (x) —lim D (kK, +h, x + b,x? +--+ kh, x”) K,4(w) 


D=0 
; y-0 


ont lieu pour tout point régulier à l'intérieur de K.» 
En chaque pôle x—a, au contraire, on a 


e aa | 
(50) lim | X E, on? (—1) (ei f xt. Hl) ha) ES 
(0-00 TEN) \ 


(51) lim | DR, + k, Cees ky x") Ka (e) le o. 
| 


()- 00 
| v=0 


304 


G. Mittag-Leffler. 


La fonction FK(x) devient méromorphe si elle n'a pas ([x| £c) d’autres 


singularités que des pôles (ausserw. singuläre Stellen). La fonction étant définie, 


comme nous avons supposé, par les constantes 


Ico DE OMR ES 


remplissant la condition de CaucHY 


lim V [&,| ="; (POF, 


M. HADAMARD a trouvé un critère de méromorphie de la fonction exprimée par 


les k,, savoir 


p 
lim Vin D" — 6 
p=n n 


Duo = ores kin +2 on Knap 
ks x2 kn +3 RE; 
np gen ee 


M. Torsten CARLEMAN!, de son côté, vient de montrer qu'en partant du théorème 
de M. HADAMARD, on peut obtenir le théorème de M. FrepHOLM® suivant lequel 


la fonction u(x), définie par l'égalité 


1 
u(x) — f(x) + i| K (x;y) u(y) dy 


0 


IKG;y))ex If@l<r; 


est une fonction méromorphe de 4. 
M. FREDHOLM a donné différentes expressions de cette fonction valables 


pour tous les points 4. 


On obtient au moyen de chacune de mes formules (39), (40) des nouvelles 


expressions valables pour tous les 2. La fonction w(x) considérée comme fonction 


de A s'exprime en réalité dans l'entourage de À — o par la série de puissances 


où 
1 


° I. FnEDHOLY. 


[rs 


tu (a2) US (ADSL) 35 nt) ar 


voir T. CanLEMANN, »Sur les équations intégrales». Comptes Rendus ete., t. 169, 1919, p.775. 
Sur une classe d'équations fonctionnelles». Ce journal, t. 27, p. 365— 390. 
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1 


fo (x) = f (2); fn (e) — | K (x3 y) fna (y) dy (n— 152, 3,...) 





0 
et on a par conséquent 
U; (À) = 
(39). bii» cd 
lim IH. ort =)“ fe) - Js fi (x)-4 + fo(2)- 42 4 (—1)"f,(x) i) 
panes 
io e 
[im 2 ( + fi ( + f(x) A? f; (a | Kc ) 
SE: 


Dans le paragraphe précédent, je me suis placé au point de vue de WEIER- 
STRASS, en comptant les póles aussi bien que les points réguliers comme appartenant 
à la fonction analytique. Il est pourtant quelquefois utile d'élargir cette con- 
ception en annexant à la fonction comme partie intégrante non seulement les 
póles, mais encore les points singuliers isolés. 

Je donnerai dans ce qui suit à ces points le nom de poloides. Un poloïde 
est un point tel qu? la fonction soit régulière partout dans l'entourage du point sauf 
au point même. Par conséquent, la fonction peut toujours dans l’entourage d’un 
poloide P être représentée par la somme de deux séries 


I 
TT — 


ST — 

p 9e» 

dont la premiere est toujours convergente et dont la seconde converge dans l'en- 
tourage de z— P. 


: A C ING: ae " AES 
Si le nombre des termes de la série b =e est fini, le poloide se réduit a 


un pôle. Les points singuliers d’une branche fonctionnelle uniforme dans un 
domaine donné qui ne sont pas des poloïdes seront appelés points singuliers 
essentiels. 

Une fonction entière a donc un poloide au point x—, mais reste régulière 
partout ailleurs. Si la fonction est entière et rationnelle, le poloide devient un póle. 


H . a - 20 
Acta mathematica. 42. Imprimé le 20 décembre 1919 o 
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J'introduis maintenant une nouvelle étoile appartenant à la fonction F (x) 


définie par les constantes a; ky, k,, ..., k,, ...; lim | l k,|= mi >o, c’est à dire par 
s 


e D 
la série convergente $$ (a—a)= Dh, (x—a)"; je définis cette étoile de la maniere 
1=0 
suivante. 

Je prolonge les différentes demi-droites issues du centre a jusqu'au premier 
point qui n'est ni un point régulier ni un poloide, au lieu de m'arréter, comme 
c'était le cas pour l'étoile K, au premier point qui n'est ni un point régulier ni 
un póle. L'étoile que j'obtiens de cette maniére sera désignée par L. Soit main- 
tenant 5 une autre étoile, concentrique à L, située à l'intérieur de Z et dont la 
frontière ne contient aucun poloide. A l'intérieur de B ne se trouve alors qu'un 
nombre fini de poloides. 

Je suis la frontière de B dans le sens direct. Si c - est l'angle compris 


ic 


: . T 

. . , . 105 101 
entre deux demi-droites consécutives a--(x—a)e ?eta--(rv—a)e ?;a,«c, 
issues du centre qui passent par des poloïdes et si x — a parcourt l'axe réel positif, 


. IT 
A ia. À AG = 

la fonction F p + (x—a)e 2) restera régulière tant que «,«« «c, tandis que ses 
valeurs régulières sur les demi-droites «=a, et «—«, deviendront 

: ial à ial 

lim P |a -- (z—a)e ?|et lim Fla 4- (r—a)e ? 

(- (0 a=a 
C’est une conséquence immédiate de la propriété de F(x) d’être uniforme à 
l'intérieur de l'étoile L et régulière dans l'entourage de z—a. 


Il s'ensuit alors de mon théorème (formule 5) que l'égalité 
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= 1 


(52) FL() -lim fe". Fe (ou-ae" 


0 





(t 


o 1 


2 5 < bs à a IM iat d 
— Jim lim Y, = View w”-dw{(a—a)e ? 
0: 


a=0 @=0 
v= 





0 


a lieu partout à l'intérieur de l'étoile L.! 
Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme suivant. 
Theoreme 4. »La fonction F (x) définie par la branche fonctionnelle 


FC(x)=k,+k,xz+k,a+..... 


est représentée à l'intérieur de l'étoile Z par chacune des deux expressions 








E : iat : = k 
lim e-^ F.[o(x—aje ?|]dut; F.(ox) = ee (wx)", 
«—0 mie: » 
ae 
0 
(53) 1 
(t 
ac 3 ; 1 1 iv 
a 6 : [2s I a f Tia. 
lim lim > = e=® -w"-dut|(x—a)e ?). 
a=0 omm ler 
ym Li \ 
Ü 


Ces expressions convergent uniformément dans tout domaine intérieur à 4. Elles 
convergent encore en dehors de À sur toute demi-droite passant par un sommet 
de A qui est un poloide de F(a) intérieur à l'étoile L. La convergence est uni- 
forme sur toute partie d'une telle demi-droite située à une distance finie entre 
deux poloides consécutifs ainsi que sur toute partie située à une distance finie 
entre le sommet et le poloide le plus rapproché du sommet. Les égalités 


1 


à ET 1 
(52) F LG) lim f Foto) du 
a=0 


0 

1 Of. surtout la note de M. Osren: »Zwei Bemerkungen über das Problem eine Taylorsche 

Reihe analytisch fortzusetzen», pag. 5, Arkiv för Matematik, Astr. 0. Fysik, 3d 13, No. IO, 
Stockholm 1918, ainsi que l. c. deux notes antérieures de M. H. v. Koch. 
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1 1 


. À v 
a tio 
cu afit de (0) € i 


Get 


a=0 = 
pL 


ac 
1 : um 
-lim lim » — 
lev 





e. 
0 


ont lieu pour tout point régulier à l’intérieur de L.» 

Si la fonction F(x) est analytique, uniforme et régulière en tous les points 
finis, excepté les poloides, ses valeurs réguliéres s'obtiennent par conséquent toutes 
au moyen de la formule (52). 

L'expression est valable, on le voit facilement, dans une étoile plus étendue 
que l'étoile L. Il suffit en réalité qu'il n'existe à l'intérieur de chaque étoile B 
située à l'intérieur de L qu'un nombre fini de demi-droites sur lesquelles il se 
trouve des singularités de F(x) entrecoupées par des parties régulières. 

L'uniformité à l'entour de ces singularités n'est pas méme nécessaire. Mais 
dans ce cas mon expression représente des deux côtés de la demi-droite des 
branches différentes de la fonction.! 

D'un autre côté, il n'est pas exclu que l'étoile Z peut être prolongée linéaire- 
ment et uniformément en dehors de la frontiére de L. Cette question demande 
une étude approfondie, à laquelle je reviendrai dans une autre note déjà rédigée. 
Dans la note actuelle comme dans mes notes antérieures je n'ai traité d'autre 
cas que celui où la fonction est définie dans l'entourage d'un point régulier. 1l 
arrive pourtant en Analyse qu'une fonction soit définie non plus dans l'entourage 
d'un point régulier, mais dans un certain entourage d'un point singulier. Les 
représentations obtenues dans le premier cas peuvent souvent étre modifiées ou 
généralisées de manière à rester valable dans le second cas. J’espere y revenir 
dans d'autres notes qui se trouvent rédigées depuis longtemps. 


1 Of. PAINLEVÉ, OskEN et v. Koch I. c. 

La formule (52) implique un triple passage à la limite, tandis que les expressions (48), (49) 
n'impliquent qu'un passage double. 

J'ai énoncé un autre théorème très général dans les Comptes Rendus de l' Acad. d. Sci. 
de Paris, le 11 avril, 18 avril 1904. Cet énoncé doit être modifié pour devenir entièrement exact. 
J'espère y revenir. 

M. Oserx a publié (l. c. page 7) un autre théorème très général, où il s'occupe du problème 
de trouver une représentation d'une fonction F(x) quelconque dans tout son domaine d'existence. 
Pour y parvenir, il se voit forcé d'introduire, outre les constantes hy, k,,k,,...ky,.-., encore 
d'autres éléments de la fonction. 

Toutes mes formules, au contraire, jouissent de la propriété essentielle qu'il n'y entre pas 
d'autres éléments de la fonction que les seules constantes Io, k,,...kv,..., tout comme dans la 
représentation originale par la série de Tavron. 


? ZUR UNTERSUCHUNG 
DER GROSSENORDNUNG GANZER FUNKTIONEN, DIE EINER 
DIFFERENTIALGLEICHUNG GENÜGEN. 


Von 
GEORG PÓLYA 


in ZÜRICH. 


Diese Arbeit zerfällt in zwei Teile. Der erste behandelt eine spezielle Frage, 
der zweite stellt ein allgemeineres Problem. 

Im ersten Teil betrachte ich algebraische Differentialgleichungen erster Ord- 
nung, d. h. Gleichungen von der Form 


(x) Rz. y. 29) — o, 


wo A eine rationale ganze Funktion ihrer drei Argumente ist. Ich beweise, dass 
jede ganze transzendente Funktion, die einer Gleichung (x) genügt, von positiver 
Ordnung sein muss.! 

Am Ende meiner Arbeit will ich eine Frage über algebraische Differential- 
gleichungen beliebiger Ordnung aufwerfen. Ich werde dabei die Gelegenheit 
wahrnehmen, ein schon früher von mir gefundenes Resultat in mehr geeigneter 
Form auszusprechen. 


l. Ich will zuerst auf eine einfache Eigenschaft hinweisen, die die Differential- 
gleichungen erster Ordnung von den algebraischen Differentialgleichungen hóherer 
Ordnung unterscheidet. 

Offenbar kann eine homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung 
hóchstens » Integrale besitzen, die alle Polynome und zu je zweien von verschiedenem 


+ Nach Einsendung meiner Arbeit an die Redaktion teilte mir Herr J. Marwqvisr, deren 
Mitglied, ein viel genaueres und weitergehendes Resultat mit, zu dem er durch eine vóllig 
verschiedene, viel schwierigere und tiefere Analyse gelangte. Vgl. seine zugleich erscheinende 
Arbeit: Sur les fonctions à un nombre fini de branches satisfaisant à une équation différentielle 
du premier ordre, Dieser Band. S. 317. 
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Grade sind. Ähnlicherweise kann eine inhomogene lineare Differentialgleichung 
n-ter Ordnung nieht n +2 rationale ganze Integrale besitzen, die alle von ver- 
schiedenem Grade wären. Beliebige algebraische Differentialgleichungen zeigen 
aber ein ganz verschiedenes Verhalten. So hat z. B. schon die Differentialglei- 
chung 2-ter Ordnung 
, d (xy! " ji ^ 
7 | y | =LYY cg. xu. = 0 
Polynome von beliebig hohem Grade zu Integralen, da ihr allgemeines Integral 
az" heisst. — Nach diesen Bemerkungen wird vollständig klar der Sinn von fol- 
gendem Satze sein: 

Unter den Polynonien, die eine Differentialgleichung erster Ordnung befriedigen, 
gibt es nur endlich viele von verschiedenem Grade. 

Die in Rede stehende Gleichung soll 
(2) SAG eo yout Te) 
heissen. Jedes Glied unter dem Summenzeichen ist eindeutig bestimmt durch die 
Angabe des Wertsystems «, 3,7, oder auch, was zu bemerken für den Beweis 
nützlich ist, durch die Angabe der drei Zahlen 8 +7, « — 7, y. Ich betrachte zuerst 
die Gesamtheit derjenigen Glieder, für welche ?--; am grössten ist. In dieser 
Gesamtheit betrachte ich wieder die Teilgesamtheit derjenigen Glieder, für welche 
« — y am grössten ist, und endlich in der so erhaltenen Teilgesamtheit dasjenige 
Glied, für welches y am grössten ist. Dieses durch dreifache Auswahl zuletzt 
erhaltene wohlbestimmte »höchste Glied» soll 4,;,27:^ y'° heissen. 

Setzt man für y ein Polynom m-ten Grades 


(3) y= Cat. 
ein, so wird aus dem Gliede 
A aay a y? y" 
ein Polynom, worin das mit der hôchsten Potenz behaftete Glied 
Aus, CH? mi am (Bri) ta; 
heisst. Ubersteigt m eine bestimmte leicht angebbare Schranke, so wird die 


höchste Potenz von x, die beim Einsetzen von (3) in (2) entsteht, die Potenz 


atb+omta—c und der. dazu gehörige Koeffizient 
(4) Cbte X! Aug, m’ 


sein, wo XS’ nur über diejenigen Wertsysteme «, 3,7 erstreckt ist, bei welchen 


Die Gróssenordnung ganzer Funktionen, die einer Differentialeleichung genügen. 311 


ist. Der Ausdruck (4) ist ein Polynom c-ten Grades in m, das für genügend 
grosses m nicht verschwindet: also kann durch Einsetzung eines Polynoms genügend 
hohen Grades die linke Seite von (2) nicht mehr identisch verschwinden, w. z. b. w. 

2. Bei dieser Überlegung sind diejenigen einfachen Eigenschaften der Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung zum Vorschein gekommen, die den Beweis von 
folgendem Satze ermöglichen: 

Eine ganze transzendente Funktion von der Ordnung Null kann nie eine alge- 
braische Differentialgleichung erster Ordnung befriedigen. 

Diejenigen tiefliegenden Eigenschaften der ganzen Funktionen, auf welche 
ich den Beweis stützen werde, wurden erst kürzlich von Herrn Wiman! aufgedeckt. 
Auch die Methode, die ich befolge, ist seinen sich auf verwandte Probleme be- 
ziehenden Andeutungen entnommen. 

Der zitierten Stelle der Wiman’schen Arbeit ist folgender Satz als Spezialfall 
zu entnehmen: 

Zu jeder ganzen transzendenten Funktion 


(5) F(x)=a,+a,t+a,x 34e 
nullter Ordnung lässt sich eine Folge komplexer Zahlen 
(6) WD DÉC a Too 
mit unendlich wachsenden absoluten Beträgen (d. h. 


(7) o «|o, |«lz| € «Io [€ lim |2,|= 9) 


bestimmen, die folgende Eigenschaften hat: 
Bezeichnet man mit n, den Index des grössten Gliedes (bezw. eines geeigneten 
der grössten Glieder) der Taylorreihe (5) für x —2x,, so ist 


(8) m s) e 


De (en) 


Bezeichnet man mit Mir) das Maximum von |F(x)| an dem Kreisrande 
|x|— v, so ist 


(9) | F (xv) | = M (|o, |). 


1 Wimax, Über den Zusammanhang zwischen dem Maximalbetrage einer analytischen 
Funktion und dem gróssten Betrage bei gegebenem Argumente der Funktion. Acta Mathe 
matica, Bd. 41 (1916), S. 1—28. Vgl. S. 16. 
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Endlich ist! für beliebiges reelles k 
(10) lim — =0. 


Der Bequemlichkeit halber können wir anstatt (8), (ro) 


" x F' (x) n^ 
9» are, lls Ete 


schreiben, indem wir folgendes vereinbaren: das Zeichen — bedeute im jetzigen 
Zusammenhange, dass bei der Grenzwertbildung x nur die Werte (6) durchlauft, 


und dass in einer Formel, wo — vorkommt, n den Index des dem v zugeordneten 
gróssten Gliedes bedeutet. In diesem Sinne ist 


(ir) Non 
und für beliebiges reelles % 


ak 
(12) F (x) TE 


(rr) folgt aus (7), (12) folgt aus (9). — 
Ich habe einen Widerspruch aus der Annahme abzuleiten, dass durch Ein- 
setzen der Funktion (5) die Gleichung (2) befriedigt wird. Ich werde zeigen, dass 


(13) X Aus at F (x)? F' (um) 
13 Aca F(a) F'(x)° 





ist, wodurch mein Satz voll erhürtet sein wird. M. a. W., ich habe zu zeigen, 
dass nach Einsetzen von y -— F(x) und bei Durchlaufen der ausgezeichneten 
Stellen (6) das unter 1 definierte hóchste Glied alle anderen Glieder der linken 
Seite von (2) überwiegt. 

Die von dem hóchsten Gliede verschiedenen Glieder an der linken Seite von 
(2) teile ich in drei Klassen. 
7«c. In diesem Falle ist 


IL P+y=b+c, a—y=a—c, ; 


SEC PCY _ yy equ ee par ete [ER 
a" F(zpFQxec 7o PR CAN EXICI 


I ERE ia 


| nt 
nach (8' und (rr). 


* Nach Herrn Wimax bestehen (8), (9) für beliebige ganze Funktionen, und nur das leicht 
zu gewinnende (10) ist für die Funktionen nullter Ordnung charakteristisch 
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II. £+7=b+c, e—y<a—c. In diesem Falle ist 


CHLOE ES RN Ce IE B'(x)\~° 
at F(x)' F'(a)e  me—c—(a—;) a) => 
nach (8' und (ro'). 
Il. &+7<b-+c. In diesem Falle ist 
ee ate PLAT: 
gem CEE (aja OF (area rac i 


nach (8') und (ro'), (12). 

Nach dem Begriffe des hóchsten Gliedes sind mit I, II, III alle von ihm 
verschiedenen Glieder an der linken Seite von (2) erschópft, und somit (r3) und 
der in Aussicht genommene Satz bewiesen. — Man sieht übrigens, dass die von 
Herrn Wıman a. a. O. angedeutete Methode bei jeder Differentialgleichung erster 
Ordnung eine positive untere Schranke für die Ordnung ihrer ganzen transzen- 
denten Integrale zu bestimmen erlaubt, ähnlich, wie sich die Überlegung unter 
1 zur numerischen Abschätzung der Grade von ganzen rationalen Integralen eignet. 

3. Der unter 2 bewiesene Satz steht nieht vereinzelt da. In einer bemer- 
kenswerten Untersuchung über lineare Differentialgleichungen bewies Herr Prr- 
RON! u. a., dass eine ganze transzendente Funktion, die einer solchen Gleichung 


m-ter Ordnung genügt, mindestens von der (Gróssen-) Ordnung m sein muss. 


Die Ordnung, d. h. das Anwachsen des Maximalbetrages einer ganzen Funk- 
tion ist umgekehrt proportional der Geschwindigkeit, mit welcher die Koeffizien- 
ten ihrer Taylorreihe gegen Null konvergieren, m. a. W. der Geschwindig- 
keit, mit welcher die Taylorreihe gegen die Funktion konvergiert. Der zitierte 
PERRoN’sche sowie der Satz unter 2 beschränken also die Schnelligkeit, mit der 
die Potenzreihe einer ganzen, nicht rationalen Funktion, die einer Gleichung der 
genannten Art genügt, gegen die Funktion konvergiert. Sie zeigen eine unver- 
kennbare Analogie zu dem LrovvirLE'schen Approximationssatze ?, der seinerseits 
die Schnelligkeit beschränkt, mit der der Dezimalbruch einer reellen, nicht ratio- 


1 Q. PERRoN, Über lineare Differentialgleichungen mit rationalen Koeffizienten, Acta 
Mathematica, Bd. 34 (1910), S. 139—165. 

2 Einen auf dieses Einzelresultat abzielenden Beweisgang nebst einer Anwendung gab 
ich in meiner Arbeit: Über das Anwachsen von ganzen Funktionen, die einer Differential- 
gleichung genügen, Vierteljahrschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zürich, Jahrgang 
(61) 1916, S. 531—545, vgl. S. 538—545. Herr Wimax deutete a. a. O. einen neuen Weg zur 
Gewinnung der Perrox’schen Resultate an, der zugleich weiter und tiefer führen soll. Diesem 
Wege folgte ich unter 2, und an demselben lässt sich auch der eben ausgesprochene Satz in 
wenigen Zeilen folgern. 

* Vel. etwa Borer, Théorie des fonctions (Paris, 1898), S. 26 ff. 
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nalen Zahl, die einer algebraischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten ge- 
nügt, gegen die Zahl konvergiert. 

Es ist zu erwarten, dass die Untersuchung beliebiger algebraischer Differen- 
tialgleichungen, auch zu einem Gegenstück des LriouviLLE'schen Approxima- 
tionssatzes führt. Man kónnte daran denken, dass etwa folgender Satz besteht: 
»Eıne ganze transzendente Funktion nullter Ordnung kann keiner algebraischen 
Differentialgleichung genügen». Allerdings kónnte der Beweis oder die Wider- 
legung einer solehen Vermutung die Frage wesentlich kláren. 

Die Differentialgleichungen erster Ordnung einerseits und die linearen an- 
dererseits sind die einfachsten algebraischen Differentialgleichungen. Daher ge- 
lang auch bisher eben diese Spezialfálle mit Erfolg in Angriff zu nehmen. Aber 
auch eine gauz anders geartete Spezialisierung der Frage führt zu einigermassen 
befriedigendem Resultate, wenn man sich nämlich auf Potenzreihen mit rationalen 
Koeffizienten beschränkt und dafür beliebige algebraische Differentialgleichungen 
zulüsst. Ich will meine diesbezügliche Untersuchung in Erinnerung rufen und 
zugleich deren Ergebnis in etwas verbesserter Fassung aussprechen. 

4. Den ersten wichtigen Schritt in der Untersuchung der arithmetischen 
Eigenschaften von Potenzreihen, die einer algebraischen Differentialgleichung 
genügen, hat Herr Hurwırz! getan. Sowohl sein Resultat, wie das, was ich 
hinzuzufügen habe, wird am besten durch Vergleich mit einem bekannten EISEN- 
srEIN'schen Satze aufgeklärt. 

Es handelt sich um Potenzreihen von der Form 

8; 8 


So Si Zu ded N en NR 
(14) a mere ar ut ls 


wo s, und /, relativ prime rationale ganze Zahlen sind, t, ^ 1. Ist s,— 0, so ist 
tn—1. Der in Rede stehende ErsENsTEIN'sche Satz besagt: ist die durch (r4) 
dargestellte Funktion algebraisch, so gibt es eine ganze Zahl T von der Eigen- 
schaft, dass 7” durch t, teilbar ist. — Bezeichnet man mit p, den grössten Prim- 
faktor von £,, so lässt, wie leicht zu sehen, derselbe Satz sich noch auf die fol- 
gende, der ursprünglichen äquivalente Fassung bringen: 

Geniigt die Reihe (x4) einer algebraischen Gleichung so ist 

qux) log t, = O(n). 
Das grosse »O» bedeutet dabei das bekannte Laxpau’sche Zeichen für 


Gróssenordnung. Diese neue Fassung ist recht gekünstelt, aber lässt sich am 
besten zum Vergleiche mit folgendem Satze heranziehen. 


1 A. Hurwirz, Sur le développement des fonctions satisfaisant à une équation differen- 
tielle algébrique, Annales de l'Ecole Normale, 3? série, t. VI (1889), S. 327—532. 


Die Grössenordnung ganzer Funktionen, die einer Differentialgleichung genügen. 315 
Genügt die Reihe (14) einer algebraischen Differentialgleichung, so ist 
(I) log p, = O (log n), (II) logé, =O (n (log n)?). 


Die Tatsache (I), d. h. dass die grósste Primzahl p, im Nenner nicht schnel- 
ler wüchst, als eine gewisse Potenz von », ist von Herrn Hurwirz gefunden 
worden. Die Beschränkung (II) für die Gróssenordnung des Nenners wird hier 
das erste Mal ausgesprochen (meines Wissens), aber sein Beweis ist schon voll- 


ständig enthalten in meiner vorher zitierten Arbeit.! — Aus (II) folgt, dass etwa 
die Reihe 

SORTA 

> gni J 


n-—0 


wo die w, irgendwelche ungerade Zahlen sind, keiner algebraischen Differential- 
gleichung genügen kann, und dasselbe folgt für die Reihe 


grae 
n=0 
wo q einen rationalen echten Bruch bezeichnet (letztere ist die rechte Hälfte 
einer gewissen Thetareihe). Die Bedingung (I) gestattete hingegen für diese 
Reihen keine ähnliche Folgerung zu ziehen. 

Dieselbe Bedingung (II) bildet auch die Brücke zu der Frage, die ich in 

dieser Arbeit aufwerfen wollte. Aus ihr folgt nàmlich offenbar, dass wenn eine 
ganze transzendente Funktion | 


(13) ddr tr + Ona” = 


mit rationalen Koeffizienten a,, a,, . . . às, . . . einer algebraischen Differentialgleichung 
genügt, so isi 


- log |a, | A 
126) lim n (log n) = 


Dieser Satz steht zu der unter 3 versuchsweise ausgesprochenen Vermutung 
offenbar in Beziehung: nach dieser Vermutung sollte nämlich 


lim log lan | 


— oo 
pean lop. 


sein, was nicht viel mehr besagen würde, als das schon bewiesene (16). 





! A. a. O, vgl S. 531—538. Nur an S. 537 sind einige selbstverstiindliche Anderungen 


anzubringen. 
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Es sei noch folgende, mebr kuriose als wichtige Folgerung hervorgehoben: 
Wenn die Koeffizienten einer Potenzreihe rationale positive Zahlen sind und ihre 


Partialsummen aq,--a,c-4--::--- a5, 2" (n — 1, 2, 3,...) nur reelle Nullstellen haben, 


so genügt die Reihe keiner. algebraischen Differentialgleichung. — Man kann 
nämlich zeigen, dass unter den besagten Bedingungen (r6) nicht erfüllt ist.! 

1 Vgl meine Arbeit: Über Annäherung durch Polynome mit lauter reellen Wurzeln, 
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. 36 (1915, 2) S. 279—295 und die dort zitierten 
Arbeiten des Herrn Perrroyircu. 


SUR LES FONCTIONS À UN NOMBRE FINI DE BRANCHES 
SATISFAISANT A UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 
DU PREMIER ORDRE. 


Par 


J. MALMQUIST 


à STOCKHOLM. 


Dans un travail précédent! j'ai étudié les fonctions à un nombre fini de 
branches satisfaisant à une équation différentielle du premier ordre de la forme 


dy _ - 
dx E R(x, y), 


où R(x,y) est une fonction rationnelle de v. y. Un travail de M. Potya® m'a 
conduit à publier certains résultats que j'ai obtenus pour l'équation générale 


dy i { (dy UN i7 : dy mut. a IN 
(1) FE, UE t, 2| F, (y, t, x) (7. ur Fr, (y. L a) Ia i an Fm (y; t, c) y 


où F,, F,,... F,, sont des fonctions entières et rationnelles de y, ( et x, ¢ étant lié à 
x par une équation algébrique F (f, x) — o. 

Rappelons d'abord quelques résultats connus. 

On peut supposer que l'équation F(y',y,t,x) — o entre y',y est irréductible 
pour une valeur quelconque de z. De plus, si l'on fait, au besoin, dans l'équa- 


'! Sur les fonctions à un nombre fini de branches définies par les équations différentielles du 
premier ordre. Acta mathematica, t. 36, p. 297. 

* Zur Untersuchung der Grüssenordnung ganzer Funktionen, die einer Differentialgleichung 
genügen. Ce tome, p. 309. 
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tion différentielle (1) une substitution de la forme y —4---, où a est une con- 


Ri 


stante convenable, on peut supposer qu’il correspond à une valeur infiniment 
grande de y m valeurs infiniment grandes de y' satisfaisant à l'équation F(y',y,t,x)—0 
et s’obtenant par m séries de la forme 


— 
bo 
— 


y—ey t By +P Ê x), 


où a, 9 et les coefficients de $ sont des fonctions algébriques de x. 

Les points singuliers des intégrales d'une équation (1) se divisent en deux 
classes: les points singuliers fixes et les points singuliers mobiles. Les points de 
la premiére classe sont en nombre fini, mais ils sont en général des points trans- 
cendants. Les points de la seconde classe sont, d’aprés un théoréme de M. 
PAINLEVH,! des points singuliers algébriques. Soit y, la valeur pour z — v, d'une 
intégrale qui en z=x, a un point singulier de la seconde classe. Si y, —@ il 
résulte des équations (2) que le point a, est un pôle. Supposons ensuite que y, 
soit fini. Alors, y, satisfait à l'une des équations 


F, IOS %) S10), D (y, Los Xo) == (05 


D(y,t,x) étant le discriminant de la fonction F(y',y,t,x) de y', et t, étant une 
valeur de ¢ pour z— z,. De plus, l'intégrale considérée satisfait à une équation 
différentielle de la forme 


2 1 
(3) DU g(x) 8 (water, 2a), 


où g(x) est une série de puissances de x — x, qui satisfait à l'une des équations 
F,(y,t,a) o, D(y,t,x) —o, et où la série au second membre satisfait à l'équa- 
: s dy DT NEE 

tion algébrique F (5. y, t, zJ- o. On a ou bien 2>0o, u > x, ou bien 2 — 0,4 >t. 
Dans le premier cas, on aura 


Hu 


y — yo t € (x) DEC OS 
Dans le second cas, en posant y —g(x) +2" on aura une équation de la forme 


i102 
A dx = p, (2; M E To), 35, (OPE To) “0. 


* Leçons de Stockholm, p. 57 


js 
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Pour que x, soit un point singulier il faut et il suffit que w! > 1; alors, on aura 


rn 


y — 9(x) + e, (r — x)" + --., e, Xo. 


I y a une classe d'équations (1) particulièrement simples, introduite par 
Fucus, ce sont les équations à points critiques fixes, satisfaisant à la condition 
que les points singuliers mobiles sont des póles. Il résulte immédiatement de 
ce qui précéde que ces équations sont caractérisées par les conditions suivantes: 

1) F, est indépendant de y; il résulte alors des équations (2) que le degré 
de P, par rapport à y est au plus égal à 2»; 


- 


2) tous les nombres «' sont égaux à r. 


Nous démontrons maintenant le théoréme suivant: 

Théorème. Si l'équation (1) m'est pas une équation à points critiques fixes, 
toute intégrale à un nombre fini de branches et à un nombre fini de points critiques 
est nécessairement une fonction algébrique. 

Prenons une équation (3) telle que l'intégrale de cette équation qui pour 





vy —2, devient égale à g(x,) ait un point critique en z,. La série 


À 1 


y =(y—g(x)) “B\(y—g(x))", x—2, 


qui entre dans le second membre de cette équation (3), représente, pour une 
valeur quelconque de x dans le voisinage de x,, l'entourage d'un certain point 
de la courbe algébrique F(y',y,i,2)=o. Il existe une fonction rationnelle de 
y, y, soit 

z— R(y,y a) 


qui ne devient infinie qu'en ce point. Dans le voisinage de ce point, on aura 
i! 1 


z=(y—g(x)) " B\(y—g(a))" x), 35 (0| x) #0, 


les coefficients de ®, étant des fonctions algébriques de x. Si y est l'intégrale 
de l'équation (3) considérée qui pour x — v, devient égale à g(x,) — y, on aura 





^ DES) 1 


oF — (y —g(2) 5 vs — sc x 


aa 


jp its (d 
—g P vl: 2 x), B, (o x)#o 
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dans le cas où 470, et 


dz wee - 


us = (y—g(x) ^" $ re g(ax))" v 


oe ied 
— aS (. 2 a }, (0 +) #0 


dans le cas où 4— o. 
On aura un résultat analogue pour une intégrale quelconque quand x est 
situé dans le voisinage d’un point singulier fixe £, en supposant seulement que 


le point (s. 7 soit situé dans le voisinage du point considéré de la courbe algé- 


brique F(y',y,t,«) =o. Alors 


LEA NAE EURE 
(4) dm Zu ES (: 2) is So) <0 
si 24> 0, et 

dz Tee ee 3 
(4) ds ZU HIESS P % x), Vo +) <o 


Sic —0: 
Cela posé, supposons que l'équation (ri) soit satisfaite par une fonction y 
à un nombre fini de branches et à un nombre fini de points critiques. Alors 


est une fonction à un nombre fini de branches et à un nombre fini de points 
singuliers, car, à l'exception des points singuliers fixes £, elle ne saurait devenir 
infinie qu'en un point critique de y. Étudions lentourage d'un point i. $i |z] 
est suffisamment grand, z satisfait à l'équation (4) ou (4). Ori+u>o, W>o; 
par suite, on peut employer les raisonnements par lesquels nous avons déduit, 
dans le mémoire cité, certains résultats de M. Bourroux concernant la croissance 
des intégrales. On aura ainsi le résultat qu'il correspond à tout point £ un 


nombre r de telle manière que l'inégalité 


IsI «Iz — 5l 





a lieu dans un certain entourage de z — i. Comme § est un point singulier isolé 
et comme z a, d'aprés la supposition, un nombre fini de branches, on en conclut 
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que tout point S est au plus un point singulier algébrique de z et que z est une 


fonction algébrique. Par suite, y est une fonction algébrique. 


Le théorème démontré peut être complété par le théorème suivant: 

Théorème. Une équation (1) ne peut être satisfaite par une fonction transcen- 
dante à un nombre fini de branches et à un nombre fini de points singuliers que 
dans le cas où l'équation (1) se transforme à une équation linéaire 


dz 


dx Arne 


par une transformation de la forme 


y — a, 2? + a, 2 +. + Am; 


ou à une équation tinéaire et homogene 


de Az 
dx 
par une transformation de la forme 
n 
V , ! 
y= > a,2", n - n —m, 
y - — 9! 


A, B et a, étant des fonctions algébriques de a. 


Supposons qu'il existe une intégrale transcendante y à un nombre fini de 
branches et à un nombre fini de points singuliers. Il résulte d'abord du théo- 
réme démontré que l'équation (1) doit être une équation à points critiques fixes. 
Ensuite, il résulte d’un théorème de Poincaré! que le genre o de la courbe 
algébrique F'(y',y,t.x) — o doit être <1, car si o» r, l'intégrale générale est une 
fonction algébrique. 

Supposons que o— r. Alors, l'équation (1) se transforme à une équation 


z = a(z)V42* — 9.29; 


par une transformation qui peut s'écrire 


1 Sur un théorème de M. Fuchs. Acta mathematica, t. 7, p. I- 


Acta mathematica. 42. Imprimé le 3 mars 1920. 
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ou inversement 
dz 
SR Ins 2 2) 
y 1 dx’ , 
gx, 9, étant des constantes, a et les coefficients des fonctions rationnelles A, R, 
étant des fonctions algébriques de x. Introduisant-dans A l’intégrale y consi- 


dérée on aura une fonction z à un nombre fini de branches; elle est nécessaire- 


: dz 
ment transcendante, car on a inversement y — À, Eno z x). 


La fonction R,(z,z|x) devient infinie pour certains points (z', z) de la courbe 
z? —a*(42? —g,z—g,), soit z —g(x) une telle valeur de z. Il est évident que R, 
devient infinie pour le point correspondant, quel que soit z, à l'exception peut- 
être d'un nombre fini de valeur de x. Il est facile à en conclure que la fonc- 
dz 


da 
trairement à l'hypothése. Il suffit de montrer que z—g(x) a une infinité de 


tion y=R, | ‚2 |a) devient infinie pour une infinite de valeurs de x, con- 


zeros. La fonction u = — — satisfait à l'équation 


2—g(x) 





ds [aw T (ij a TE —s s) 


dont le second membre devient infini pour « — © de l'ordre 2 ou exceptionnelle- 
ment de l’ordre %/2. Si Ja fonction z —g (x) n'avait qu'un nombre fini de zéros, 
u aurait un nombre fini de points singuliers, d’après les résultats de M. BOUTROUX 
u et z seraient des fonctions algébriques. 

Par là, il est démontré qu'on ne peut pas avoir o — :; done, o — o. Alors, 
l'équation (r) se transforme à une équation de Rıccarı 


par une transformation 


ou inversement 


y= RíG x). 


Supposons en premier lieu que l'équation (r) ne puisse étre transformée à une 
équation linéaire. Alors, l'équation de Rıccarı n'aura aucune intégrale algébrique. 
dy 


Si y est l’integrale considérée de (1), z — n( Y 
(WERT 


:) est une fonction transcen- 


Sur les équations différentielles du premier ordre. 323 
dante à un nombre fini de branches. On voit comme précédemment que les 
fonctions =: z —g(v), où g(x) est une fonction algébrique, ont une infinité de 


zeros, et on en conclut que la fonction y — R,(z x) a une infinité de pôles, 
contrairement à l'hypothése. 

Il est donc démontré que l'équation (1) se transforme à une équation linéaire 
par une transformation z — À (y x) ou inversement y=R,(z|x). Si l'équa- 
tion linéaire n'a aucune intégrale algébrique, on démontrera comme précédemment 
que la fonction R,(z|x) de z ne peut devenir infinie que pour z= c, c'est-à-dire 
que R, est une fonction entière de z. On voit facilement que son degré est égal 
à m. Si l'équation linéaire a une intégrale algébrique, on peut supposer que ce 
soit z— o, c'est-à-dire que l'équation est homogène. Alors, on démontre que À, 
ne peut devenir infinie que pour z — 0 ou z — c. Par suite, À, aura la forme 


' Y . 
1= 4,2". A une valeur de y, il correspond n+” valeurs de z et n +n' 
yr —7 
dy : : ; ER: 
valeurs de da’ comme on le voit facilement, done n+n'=m. Le théorème est 
x 


done démontré. 


Les considérations précédentes s'appliquent facilement à l'étude d'un point 
singulier, soit z — o, d'une équation de la forme 


4 m d m -—1 , 
(5) Fa (B er iE) ee rm 


da: 








F,, F,, ... F, étant des fonctions entières et rationnelles de y, dont les coeffi- 
cients sont des séries de puissances de x. On aura le résultat suivant. 

Théorème. Supposons en premier lieu que l'équation (5) m'est pas une équa- 
lion à points critiques fixes et qu'il existe une branche d' intégrale, définie pour || € r, 
ayant un nombre fini de valeurs en chaque point et n’ayant d'autre point critique 
que x—o. Alors, cette branche aura au plus un point singulier algébrique en x — o. 

Supposons en second lieu qu’il existe une branche d'intégrale, définie pour 
|z| <r, et ayant en x — o un point singulier isolé non algébrique, dans le voisinage 
duquel un nombre fini de valeurs se permutent. Alors, l'équation (5) se transforme 
à une équation linéaire 


par une transformation de la forme 
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ou à une équation linéaire et homogene 


dz 
—— WAR 
dx 
par une transformation de la forme 
n 
d i 
y= > a,2, n+n=m, 
v=—n 


À 1 
A, B et a, étant des séries de la forme a" 33 (2), où u est un entier 71 et À un 
entier quelconque ou nul. 


L'ordre de croissance de la branche considérée dans la seconde partie de ce 
théorème est déterminé par l’ordre d'infinitude de la série A pour z=o.! Si 
cette série commence par la puissance x-0*^ l’ordre de croissance est égal à k. 
On peut obtenir une limite inférieure de ce nombre. Supposons d'abord que la 
transformation a la forme y — a,2" +a,2”—!+---+ am. On peut supposer que 
,,— I. En étudiant l’entourage de y— on voit facilement que — m? A est 


égal au coefficient de y dans le quotient po par suite, 4 est une série de puis- 
0 

sance de x, donc k est un entier qui est nécessairement >1. Supposons ensuite 
n 

que la transformation a la forme y — > a, 2". On peut supposer que qa; = I. 

y=—n' 
Par un calcul élémentaire on trouve que les termes de l'équation (5) qui sont 
: : . dy San: 
du plus grand degré m par rapport à 3E et y peuvent s'écrire 
T 


I fs Leni ! S lj m —1 TR 
- (fo mp py pena wa): 


— u! 


à n'(n'—1 Es E: nA) + n (n —1) wa y! ("+ T 


2 A n! / 2 


! Je dois à M. Pórya d'avoir posé la question concernant la croissance dont la discussion 
suivante donne la solution. 
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D 
A —n! 





onclut que À et satisfont à des équations du second degré dont les 


TU 


! 
: n F aan pedi. den 
ficients sont des series de puissances de x. L'ordre d'infinitude de ——" est 


m 
, si ce quotient devient égal à c pour z— 0o; par suite k est un entier 
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ON TWO THEOREMS OF F. CARLSON AND S. WIGERT. 


BY 


G. H. HARDY 


New ÜOLLEGE, Oxrorp. 


1. In this short note I have united a number of remarks relating to two 
theorems due in part to WIGERT and in part to Cartson.! The theorems belong 
to the same region of the theory of functions, and it is natural to consider 
them together. 


Ite 


2. I write z — x - iy —re/?. Then the first theorem is as follows.? 





‘The manuscript of the note (then entitled ‘On two theorems of Mr. S. Wigert’) was sent 
to Prof. MrrrAG-LEFFLER in 1917. I was at that time unaware of the existence of Mr. CanrsoN's 
dissertation (Sur une classe de séries de Taylor, Uppsala, 1914). This dissertation was given to 
me by Prot. Mivrac-Lerrrer in September 1919; and I found at once that Mr. Canrsox had 
anticipated not only Mr. Wrcerr's theorem of 1916, referred to in § 2, but my own generalisa- 
tion of this theorem and indeed the substance of most that I had to say. 

The note, however, contains somethiag in substance, and a good deal in presentation, 
that is new; and I have therefore agreed to Prof. MirrAe-LrrrFLER's suggestion that it should 
still appear. Except as regards SS 1—2, I have left it substantially in its original form. 

* Wicerr (Sur un théorème concernant les fonctions entières’, Arkiv för Matematik, vol. 
11, 1916, no. 22, pp. 1—5) proves a theorem which is less general in that (1) the angle is sup- 
posed to cover the whole plane and (2) f(z) is supposed to vanish for all positive and negative 
integral values of z. Caruson (L c. p. 58) proves a theorem which contains the present theo- 
rem as a particular case (but is in fact substantially equivalent to it). His method of proof is 
similar to that of the first two proofs given here. 

Wicerr (J. c.) refers to previous and only partially succesful attempts to prove his theo- 
rem, and gives a proof based on a theorem of PnRAGMÉx (‘Sur une extension d'un théorème 
classique de la théorie des fonctions’, Acta Mathematica, vol. 28, 1904, pp. 351—369). He deduces 
as a corollary a result relating to the case in which f(z) vanishes only for positive integral 
values of z; in this the number x is replaced by the less favourable number zm. I may add 


that a similar result, in which -z is replaced by the still less favourable number 1, was found 
2 


independently by Pórva (‘Uber ganzwertige ganze Funktionen’, Rendiconti del Circolo Matematico 
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If 
: : Bole 1 
(x) f(z) is regular at all points inside the angle — a <0 € a, where «> zur; 
(2) | {(z)|< Ae, where k <a, throughout this angle; 
(3) TTD TOT ONE 


then f(z) is identically zero. 


3. It seems most natural to deduce this theorem from those proved by 
PHRAGMEN and LinDeELör in Part III of their well-known memoir in Vol. 31 of 
the Acta Mathematica.) Let us suppose that /(z) is not always zero, and write, 
with PHRAGMEN and LINDELÖF, 


o . i() 
h (0) —lim sup log ie e M 
so that 
A(0) € k, -—— 


Then A(0) is continuous for — « < 0 < a.? 


Now let 
F(z)— de 


— sin 72’ 


so that F(z) also is regular inside the angle of the theorem; and let H(@) be 
formed from F(z) as h(0) is from f(z). Then it is obvious that 


(1) H (0) = h(0) — x |sin 0| € k— a|sin 6], 


except possibly for 6 — o. 
If 0—0,2-—z is real. We write 


[(z)-—wu(x)-iv(x) .F(x)-U(x)-2V (x). 


Let us suppose that x is not an integer, and that » is the integer nearest to z. 
Then 





only incidentally as a corollary of theorems of a somewhat different character and of the 
highest interest. = 

| EB. Puracmen and E. Linperôr, ‘Sur une extension d'un principe classique de l'analyse 
et sur quelques propriétés des fonctions monogénes dans le voisinage d'un point singulier, 
Acta Mathematica, vol. 31, 1908, pp. 381—406. 

* This follows from the argument of pp. 404—405 of PHRAGMEN and LixpELOF's memoir, 
This argument presupposes that the value of A(P) is not always — 9, a possibility ex: 
cluded by the theorem of p. 385. 


? 


CMT M 


On two theorems of F. Carlson and S. Wigert 329 


5 T—N : 
u (8 V (x) = ————v'(E, 
L (§,), (x) sin GAS (53), 


U (x) ER E cid n 


sin xx 
where £, and i, are numbers between n and x. It follows that 
| F(x) |< Con, 


where C is a constant and gy, is the maximum of |f'(x)| for n—1<a<n +1. 
But 


where the contour of integration is the circle |z — z|— r; and so 


|f) | AE, gn < Aer». 
Thus 
| Z(z)| « Be, 
where B is a constant. 
It follows that H(o)<k. Hence H(0) is continuous for 0— o, and (1) 


holds for all values of 0 between —« und «. Thus H(#)<o for 9 «0 € » and 
: a suc mod 
— y <Ü<—$,$ being the positive acute angle whose sine is E and ; the lesser 


of « and x — g. 


i 


But it is easily proved that this is impossible. Suppose first that « >=. 


Then Z(0) cannot be negative for — « «0 <«, since the length of this interval 
is greater than x.! There is therefore, inside this interval, an interval in which 


co» 


H(0) is positive.” This last interval must form part of the interval — 9 < 0 € p; 
and its length is therefore less than x. And this, finally, is impossible.‘ 


: : I 
Secondly, suppose that « —ta. If H(0) is not negative for — «0«-—m, 


we obtain a contradiction in the same way as before. If ZH(0) is negative for 
—a«0« In, it must be of the form Z cos 0 + M sin 0.* It is plain that L 


must be negative and M zero, and that H(0) must tend to zero as we approach 
an end of the interval, which is not the case. 


! PHRAGMÉN and | LINDELÓF, 7. c., p. 400. 
? Ibid., p. 399. 
* Ibid., p. 399. 
* Ibid., p. 403. 
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We have therefore arrived in any case at a contradiction, and the theorem 
is proved. It is easy to see, by considering a function of the form e-* sin sz, 


that it ceases to be true when « «cm. 


4. I shall now give an alternative proof of the theorem based on entirely 
different ideas. This proof is less elémentary than the first, but seems to me 
to be of some instrinsic interest. 

Suppose that w is positive, p a positive integer, o << ri, and p € 4 € p 4 1. 
Then it is clear that, under the conditions of the theorem, we have 


Ario “AID 
p j ; 
«J I I 7U 
n)(— wp = — | .— 2z)w*dz — —— | — — f (z)w*dz 
21 (n) 27:1.) sin nz 27:1.) sin Tz x 
1 2—i00 in 


the paths of integration being rectilinear. 


Let us suppose now that 4— p +2 and that p—. Then 


UE ) pal dro + i 

| | JV wedz| « uw | EEE E dy. 
sin zz = R cosh my ; 

kin an 





Also 





um E + iy) < Aexp|k V bp + =) 4 |< Bek tly, 


where B is a constant; and so 


tin 


| 2) w*dz | « C(we*)?, 


sin 772 


4—io 





where C is another constant. Thus the integral tends to zero if w is sufficiently 
small. We have therefore 


xim 
(x) Q (w) = wf(x) — w*f(2) + w*f(3) — +. = aij sn (Jude, 


for sufficiently small positive values of w. This formula is of course well-known, 
and shows that @(w) is an analytic function regular for all positive values of w. 
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Suppose now that —1<s<o. Then we can choose « and v so that 
o<v<—s<u<ı. And we have! 


1 1 Uti 
I 7U 
2 ws! O(w) dw = —— | ws! dw | —— — f (2)w*dz 
(2) ji (w) 2351 sin = ) ; 
n 0 ui 
x ES vraie 
I (4 
105-1 Q (w) dw = —- | w!dw | —— f(z) w*dz 
(3) | we) 27:1 sin zl : 
r 1 T 


provided only that these integrals are convergent. 
The double integral 


1 po doc 
Ab T w+s—1 ñ 
| | sin mae Van e 


Ü u—io 
is convergent, as may be seen at once by comparison with the integral 


1 o 


| | wits-1 et Mlyldwdy. 


. . 
0 —o 


Hence the integral (2) is convergent, and may be calculated by inversion of the 
order of integration. The same arguments may be applied to the integral (3). 
Inverting the order of integration, and combining the results, we obtain 


x 1t ioo v4 io 
ws! O(w)dw = —— | d MEN S POR | — fe dz, 
> 27171 | SIN zz 2 ts 27:1] SIN wz Z S63 
0 u—i® V—10 
or 
ao 
: T 
s—l —A M I as 
(4) | w*-10 (w)dw Hs). 


* 


0 


This formula has been proved for —1<s<o. It is equivalent to 





!'Dhis artifice is due to Metrix, from whose work the ideas of the proof are borrowed. 
See Hs. Meru, ‘Uber die fundamentale Wichtigkeit des Satzes von Cauchy für die Theorien 
der Gamma und der Hypergeometrischen Funktionen; Acta Societatis Fennicae, vol. 21, no. 1. 
1896, pp. 1—111 (pp. 37 ef seq.). 
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(5) [ra a + au? —---)dw= 


Ü 





= (427) 
sin zrt : 


where o<t<ı and a:—a(z) is an analytie function of z subject to certain 
conditions. In this form the formula was communicated to me some years 
ago by Mr S. RAMANUJAN, in ignorance of MELLIN's work. 

So far we have made no assumption as to the values of f(z) for integral 
values of z. It is plain that, if f(n) —o for n —1,2, 3,..., we obtain 


f(—s)=o0 (rs 0); 
so that f(z) is always zero. 


IT. 


5. Suppose that /(z) is an integral function of z such that 


(1) foe ect 
for every positive ¢ and all sufficiently large values of r, 
(2) Kal 


for every positive « and for a corresponding sequence of values of r whose limit 
is infinity. Then, following PriINGSHEIM,! I shall call f(z) an integral function 
of order ı and type y. This being so, the second theorem which I wish to 
discuss may be stated as follows. 

The necessary and sufficient condition that 


f(2) ao H a1,2 102. > 


should be an integral function of == is that there should be an integral function 


a(z), of order x and type o, which takes the values a,, a., as, ... forz —1,2,3,..- 

I may insert here a few references to the rather extensive literature connected 
with this theorem. The complete theorem is due to WIGERT?; but the second half of 
it, asserting the sufficiency of the condition, was discovered almost simultaneously, 
and by a quite different method, by Le Rov. Another proof of this part of the 


1 A. Princsueim, "Elementare Theorie der ganzen transcendenten Funktionen von end- 
licher Ordnung', Mathematische Annalen, vol. 58, 1904, pp. 257—342. 

? S. Wicerr, ‘Sur les fonctions entières’, Ofversikt af K. Vet.-Ak. Förhandlingar, Arg. 57» 
1900, pp. 1GOI—IOII, 

? E, ze Roy, ‘Sur les séries divergentes et les fonctions données par un développement 
de Taylor, Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, ser. 2, vol. 2, 1900, pp. 317—430 (pp 


350—353). 
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theorem has been given by LinDELör,! who deduces it, along with many other 
important theorems, from the ‘formules sommatoires of the calculus of residues. 
The whole theorem was rediscovered at a slightly later date by FaBer,? whose 
proof does not differ in principle from WiceErt’s. It has been further discussed 
by PRriNGsHEIM, who presents the whole proof in a particularly simple and 
elementary form. And, as explained in the footnote to $ r, it is a special case 
of much more general theorems to be found in Canrsow's dissertation. 


6. 'The proof which I give here stands in closest connection with the ideas 
of LE Roy. I begin by proving the following lemma. 

In order that a(z) should be an integral function of order 1 and type o, it is 
necessary and sufficient that a(z) should be of the form 


à I 


I zu 
(1) GI ara € v (7) du. 
[9 


where C is a simple contour enclosing the origin, and y M — q(w) is an integral 


function of w. 

This lemma is extremely easy to prove and very useful, but I do not 
remember having seen it stated explicitly. In the first place the condition is 
sufficient. For we may replace the contour by a circle whose centre is the 
origin and whose radius is e, and then 


[a(2)| = |a(re?) | € «.M e'*, 


«(2 
ONG 


where M is the maximum of | on the circle. 
In the second place the condition is necessary. For if 








is a function of the required type, then* 





! EK. LinpeLôr, Le calcul des résidus, Paris, 1905, p. 127. See also Quelques applications 
d'une formule sommatoire générale’, Acta Societatis Fennicae, vol. 31, no. 3, 1902, pp. 1—46. 

? G. Fazer, ‘Über die Fortsetzbarkeit gewisser Taylorscher Reihen’, Mathematische Anna- 
len, vol. 57, 1903, pp. 369—388. 

3 A. Prinesuem, "Über einige funktionentheoretische Anwendungen der Eulerschen Rei- 
hen-Transformation', Münchener Sitzungsberichte, 1912, pp. 11—92 (pp. 40—45). 

* See, e. g., PRINGSHEIM, L. c, p. 58. 
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yr! Jcn|— 0; 
so that 
p(w) = »2 RICA WEL. 


0 


is an integral function of w. Thus 


1 » 
N‘ ! <= & aL — E e?" (p i du 
Giz) = 0! en 2mi] wt! Zu 2i P Qu i 


C C 


7. We have now to show that f(z) is an integral function of = if and 


only if there exists a function of the form (1) which assumes the values a,, a5, ... 
LOIN ED 


In the first place, if such a function exists, we have 


(x) f,(2) — 1G) — a, = Dane" = mall Enr (Jeu 


alts 
I —2e" p u 
C 


if C is a contour enclosing the origin and |ze"| « 1 at all points of C. These 
conditions will be satisfied if |z| « 1 and C lies entirely to the left of the line 


| 


The only singularities of the integrand, other than the origin and infinity, 


(u) = log 





are the various values of log = and it follows, by a familiar argument due in 
principle to Hapamarp,! that the only possible singularities of f,(z) are the 
values of z for which log = is zero or infinite, that is to say the values o. r, 


and o. 

Let us draw a cut in the plane of z from 1 to c, say along the positive 
real axis. Then there is a branch j,(z) of f,(z), the so-called "principal branch, 
which is one-valued and regular in the cut plane and vanishes at the origin. 
If finally we can show that f,(z) is one-valued in the neighbourhood of z — x, it 
will follow that f,(z) is the only branch of f,(z), and so that f,(z) is a one-valued 


‘J. Hapnawanp, ‘Essai sur l'étude des fonctions données par leur développement de Tay- 
lor', Journal de mathématiques, ser. 4, vol. 8, 1892, pp. 101—186, 
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function with z — 1 as its sole finite singularity, that is to say an integral func- 
: I 

tionsof ———— - 

I—2 

Suppose then, to fix our ideas, that z tends to 1 through positive values 

less than 1, that C is a circle whose centre is the origin and whose radius is 


I : apf. + 
less than log BI and that ©’ is a concentrie circle whose radius is greater than 


log |: Then! 


where log = denotes, of course, the value of the logarithm which vanishes for 


z=1. It is plain that the last integral representents a function regular for 


Zee As 
AT 
“(or + 
log - 


is one-valued in the neighbourhood of z — 1, so also is f,(z). Thus one half of 
the theorem is proved. 


8. Secondly, let us suppose that f(z) is a function of the type prescribed. 
We have 


(1) E Ue dz 


the path of integration being a closed contour surrounding the origin, but 
excluding the point z — rz. It is evident that, if » >1,* we may deform this 
contour into that formed by (1) the right hand half of the circle 


lz]— e, 





1 Compare G. H. Harpy, A method for determining the behaviour of a function repre- 
sented by a power series near a singular point on the circle of convergence’, Proc. London 
Math. Soc., ser. 2, vol. 3, 1905, pp. 381—589. 

? The argument fails for 2 = 0 unless f(2)—0. Compare Wicerrs paper. 
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; being any positive number, and (2) the parts of the imaginary axis which 
stretch from the ends of this semicircle to infinity. 


x I 
Let us now effect the transformation 2 — e-", u — log 22 where that value 


of the logarithm is chosen whose imaginary part lies between — x and x. The 
contour in the z-plane becomes a contour in the «-plane formed by three sides 


of an infinite rectangle whose vertices are 


D 
D 
I] 
D 


and we have 
I 


An = —— | e" f (e—")du, 
2 7i | 
the integration being effected along this contour. It is obvious that the contour 
may now be deformed into any simple closed contour which encloses the origin 
but lies entirely inside the circle |w|— 27r. Finally, f(e-") is plainly regular 


except for w=o and u — + 2kai (k =1, 2, 3,...), and is therefore of the form 
I 
—U) — = by 
fle") = 9 (2) + win), 


where q(w) is an integral function of w and wv(u) is a power series whose radius 
of convergence is at least 27. And 


which proves the theorem. 


9. The preceding proof of WiaERT's theorem is of course less elementary 
than (for example) PRINGSHEIM’s. It seems to me interesting none the less on 
account of its almost intuitive character. It has the further advantage of 
lending itself very readily to generalisation, as I shall proceed to show. 

In the first place, the lemma of $ 6 may be at once generalised as follows: 

In order that a(z) should be an integral function of order 1 and type y, it is 
necessary and sufficient that a(z) should be of the form 


« 
C 
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where C is a contour which includes the circle | u| — y, and p(w) is a function 


I I 
regular for |w| < „(put not for |w| € - 
4 4 
To prove this we observe that a(z) — £€c,z" will be a function of the type 
required if, and only if, 
n Cr 
lim sup Vn!|c;|— y;! 


7 —9.00 


so that the radius of convergence of Yn!c,2” is precisely 7. The proof is then 
practically the same as that of § 6. 
We can now express 


f(2) = 12) — a, = Janz” 
1 


in the form (1) of $ 7. The possible singularities of f,(z) are now o, ©, and 


m . ; 
log <y. The latter values cover the interior of 


the values of z for which g 








the curve defined by the equation 


(1) 





log "|= 
Ei le: 


We suppose that o<y<zr and —ır<N<r. Then the curve defined by 
(x) has the polar equation 


— 
to 
— 
o 
gs 
| 





and consists of a single loop, enclosing the point r — r, 0 — o, and cutting the 
unit circle where 0 — +7. The function f(z) is regular outside this curve, and 
has a branch regular at the origin and at infinity. The curve may be the 
boundary of existence of the function: in this case the function is one-valued. 
But in other circumstances the function may have other branches of which o 


or co are singular points.? 


10. I shall now suppose that f(z) is a branch of an analytic function, one- 


valued and regular throughout the region exterior to the curve (2), including 


! See pp. 337—342 of PnixesuEm's paper in the Mathematische Annalen quoted above. 

2 The substance of these results is contained in the work of Le Roy and Lixperôr. Of. 
LE Roy, L c, and LixpELOór, Le calcul des residus, pp. 135—136. A less complete result is 
given by PniNcsuEIM: see p. 46 of his paper in the Münchener Sitzungsberichte already referred to. 
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infinity; and T shall show that in these circumstances there is an integral func- 
tion a(z), of oder r and type y, which assumes the values a,, a,, a,,... for 
5 ae 

We start from the formula (1) of $ 8, and deform the path of integration 
into one of the same general character as that used in $ 8, but so constructed 
as to leave the curve (2) entirely on its right. We may take the contour, for 
example, to be formed by part of the circle r — e-?, where 0 > y, and parts of 
the radii 0 — +4, where y «A «€ s.This contour transforms, as in $ 8, into a 
quasi-rectangular contour, which now lies entirely outside the circles |w| — 7 
and |w zx 2kz2|— y (k=1, 2,...). We thus obtain 


I 
= —— | e"f(e-")da 
An 2 Ti | K ) Ls 
where f(e-") is regular in the region exterior to the circles just referred to. We 
can express f(e-") in the form of a LAURENT's series 


o0 . EST oo 
y nu n y DID = n I 1 
> bu = > b„ur + D bu = p (5) + Wu), 


— o — 0 


the first series being convergent for |u|>y and the second for |u| « 2: — y; 
and plainly . 
e I 
(jp mm | ep | ) du, 
2 Ti u 
where now the path of integration is any closed contour at all points of which 
Iv] » y. 
We have thus proved the following theorem. 
The necessary and sufficient condition that f(z) = Sanz" should be a one-valued 
branch of am analytic function, regular in the region exterior to the curve 


[log j m c (o€ y «z), 


and including infinity, but not in any more extensive region of the same character, 
is that there should be an integral function a(z), of order x and type y, which assu- 
mes the values a,, Q,,... for 2— x, 2)... 

The function a(z) is, in virtue of WicERT's first theorem, unique. It is 
plain that the theorem ceases to be true if y>a. The critical curve then is 
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no longer a simple loop surrounded by an open infinite region, and there are 
infinitely many different functions which have the properties specified. 

The proof of the theorem which I have given seems to be that which is 
most in conformity with the general ideas of this note. But it can also be 
proved by an argument more on the lines of WIGErT’s note and depending 
upon the properties of the functions 


22 LT 


wr (2) — 12 + ANZ: st anes +... = | 


1h 


Chelsea, London, August 1917. 
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SUR L'ÉLÉMENT SIMPLE DE LA DÉCOMPOSITION DES FONC- 
TIONS DOUBLEMENT PÉRIODIQUES DE TROISIÈME ESPÈCE. 


PAR 


PAUL APPELL 


à Paris. 


I. Dans plusieurs mémoires insérés aux Annales de l'Ecole normale 
supérieure! (Troisième série, T. I, IT, III et V, 1884, s, 6 et 8), j'ai introduit 
une fonction de deux variables indépendantes w et z, 


; TED mnaz? ; 
^ A a K mn(n—1) - = e ODE 0 U 
(x) Yn (bee) A > e qu cotg „g (U z — 2niK'), 


n--— o 


(m entier positif) où les deux périodes w et w' sont désignées par 2 K et 2i K', 
avec 


q=e lan: 


Cette fonction de wu admet le pôle simple u=z avec le résidu + r, et les poles 
homologues dans les autres parallelogrammes des périodes, avec les résidus résul: 
tant des relations fonctionnelles suivantes. Cette même fonction considérée comme 
fonction de z admet le pôle simple z — v avec le résidu — 1 et les póles homo- 
logues avec les résidus résultant des mêmes relations. La fonction ;7j(w,z) 
admet la période 2 K par rapport à chaque variable. Elle vérifie, en outre, les 
deux relations 


1 Voyez également Comptes Rendus, 17 décembre 1883, t. 97, p. 1419. 
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_ ma zi 

AU @ ar 2iK') = € us Yon bs 2), 
mui 

4,6 22K', 2) — e À x, (u, 2) 


; i mut ey—m-—1 (m—y) aut 

ER Te K | my (>), > TAKE (n) (z 

2K | ne Jo (z) K € 9, (z) 
v=1 


| 
| 
| 
| 
| 


où gU? (zj désigne la fonction entière 
Vrzin= +0 mnazi 


(3) gem) (z) ys > e 67:85 gni) ban 


n=—a 


(9 03-1, 2:77 2, m ir). 


Cela posé, on suit qu'il existe deux sortes de fonctions doublement périodiques 
de troisième espèce, au sens d’HERMITE, les unes (A) ayant plus de póles que 
de zéros, les autres (B) ayant plus de zéros que de pôles, dans un parallélo- 
gramme des périodes. 

(A) Soit F(u) une fonction de troisième espèce, ayant m pôles de plus 
que de zéros: on peut toujours ramener cette fonction à vérifier deux relations 
de la forme 


maui 


(4) F(u+2K)=F(u), F(u+2iK)=eK F(u). 


Supposons que, dans un parallélogramme des périodes, elle admette des pôles 
du premier ordre a,b, ... | avec les résidus correspondants 4, B, ... L; on peut 
écrire alors la formule de décomposition en éléments simples 


! 


(4) F (u) = Ax, (wu, a) + By, (u, b) +---+ Lx, (u, d); 


"m m ‚m. 
les résidus ne sont pas indépendants des pôles; ils vérifient les m ‚relations 


(4) Ag (a) Bgm No) ge) EN 


(».220,1, 2, ... MI). 


(B) Soit F(z) une fonction de troisième espèce ayant, dans un parallelo- 
gramme, m zéros de plus que de pôles; appelons a, 5, .../ les pôles, A, B,...L 
les résidus. On amènera cette fonction à vérifier les relations 


mazi 


F(2+2K)=F(z), F(z+2iK)=e * F(z) 


— 
Cn 
— 
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et on aura 


(3) F(2) — — 14%, (a, 2)— Bx 


"m 


(b, z)—---— La, z) + G(2). 

G(z) désignant une fonction entiére vérifiant les relations (5), c'est-à-dire une 
fonction de la forme 

(5") Ce) = À,gt (2) + Alle) +--+ mag), (2), 


où les À sont des constantes. Les résidus A. 5... sont actuellement in- 
dépendants des póles. 


Tels sont les deux cas à envisager. C'est un fait remarquable que la méme 
fonction y,(w,z) serve d'élément de décomposition, dans les deux cas: dans le 
premier cas (A), w est la variable et z un paramétre qui coincide successive- 
ment avec les différents pôles; dans le deuxième cas (B), z est la variable et x 
un paramétre qui coincide successivement avec les póles. 

On trouvera un exposé de cette théorie dans le Traité des fonctions ellip- 
tiques d'HALPHEN (T. I, Chap. XIV, p. 467) et dans le Précis des fonctions ellip- 
tiques par ArPELL et Lacour (Gauthier-Villars). 

On a ainsi des méthodes générales de calcul pour les fonctions de troisiéme 
espéce. Ces méthodes permettent de retrouver et de rattacher à un méme point 
de vue les nombreuses formules isolées trouvées par HERMITE, puis les formules 
établies par BrEHLER dans son intéressante Thèse (Sur les développements en série 
des fonctions doublement périodiques de troisième espèce, Gauthier-Villars, 1879). 
Quelques-unes des formules que j'ai obtenues de cette façon ont été reproduites 
par HERMITE, dans un mémoire inséré au tome C du Journal de Crelle. 

Dans la Préface des Oeuvres d' Hermite, M. Emire Pıcarp partant des tra- 
vaux d’HERMITE sur les fonctions elliptiques, dit: 

»Je ne puis m'arréter sur toutes les questions qu'il a étudiées dans cette 
théorie. Que de Mémoires seraient encore à citer, renfermant des idées ingéni- 
euses et originales, sur lesquelles il revenait avec joie: décomposition des fonc- 
tions doublement périodiques de troisième espèce, à laquelle M. Arrerr devait 
apporter des compléments importants . . .» 

Ce passage, justifié par la constatation du rôle génial joué par Hermite 
dans l'établissement d'une théorie générale des fonctions doublement périodiques 
basée sur les méthodes de Cauchy, et dans la création de l'élément simple de 
décomposition des fonctions trigonométriques, elliptiques, et doublement pério- 
diques de deuxième espèce, peut conduire le lecteur à une opinion erronée. Je 
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ne crois pas manquer aux sentiments de reconnaissance et d'affection que j'ai 
pour mon maître HERMITE, en disant, que l'élément simple de décomposition 
4, des fonctions de troisième espèce a été établi par moi sans aucune indica- 
tion. Plus tard, aprés mes premiéres publications, HERMITE m'a confié un 
cahier manuscrit que j'ai analysé en conscience dans les Annales de l'Ecole 
Normale (Troisiéme série, T. III, 1886); ce cahier contenait seulement de nom- 
breux développements en série isolés; aucun élément simple ne s'y trouvait in- 
diqué; j'ai tenté, par des notations appropriées, de grouper les formules trés- 
intéressantes trouvées par HERMITE de facon à les rattacher à l'élément 7. Cet 
élément simple z,, est essentiellement une fonction de deux variables, à laquelle 
jai été conduit en m’inspirant du théorème de M. MrrrAc-LEFFLER. 

Aprés ces remarques d'ordre historique, je demande la permission d'établir 
certaines formules, liant entre elles des fonctions y,, d'indices différents m’, m", . . ., 
en ouvrant ainsi un ordre nouveau de recherches. 


IL. Cherehons d'abord une relation entre y, et 7,. Pour cela, considérons 
la fonction 


(6) Fu, v, z) — (0,2) zi (v, 2), 


oü w,v,z sont trois variables indépendantes. Considérée comme fonction de z, 
cette fonction admet la période 2K et vérifie la relation 





F(z + 2iK') = e K F(z); 


c'est une fonction de troisième espèce ayant, dans un parallélogramme, deux 
zeros de plus que de pôles. On peut prendre pour poles les deux points u et v; 





les résidus correspondants sont — 7,(v, u) et — y,(u, v). On a done 


(7) YAU, 2)31(v, 2) = xi (v, wu) x; (w, 2) + x, (U, v) xs (v, 2) + 
+ Po(u, v) g? (2) + plu, v) gCX(z) 


Potu, v) et q,(w,v) étant deux fonctions uniformes de u et v admettant pour 
chaque variable la période 2 K. 

On obtient une première expression des fonctions Y,(u, v) et q,(w, v) en 
donnant à z une valeur annulant soit g®) (z) soit g? (2). On peut aisément former 
les équations fonctionnelles que vérifient ces deux fonctions et s'en servir pour 
les déterminer. Quand on suit cette méthode, on est conduit naturellement à 
l'étude de la fonction de deux variables dont nous allons nous occuper. 
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III. Etude d'une certaine fonction de deux variables. Soit la fonction 


(8) Du, z) — gt? (2) x (u, z) — gQ (wu) y, (uw, 2). 


Considérée comme fonction de z cette fonction admet la période 2 K et se re- 
. 2mei 

produit multiplée par e ^ quand on y changez en z - 2; K'; d'ailleurs elle est 

entière, car les infinis relatifs à z se détruisent; on peut dire aussi, en appli- 

quant la formule de décomposition en éléments simples à la fonction de z 


gS) (2) x, (wu, 2), que l'on a 
gS (2) zu, 2) = Pla) zu, 2) + lage) + fau) gt G), 


ce qui montre que la fonction ® est entière en z, 
Du, z) = fy (wu) gt (z) + fí(u) g (z). 


Cette fonction (8) est aussi entière en u. En effet, considérée comme fonction 
de u elle semble admettre le pôle w — z et les points homologues; mais, dans le 


(1) (+ 
voisinage de «—=z, Ja partie principale du premier terme de (8) est it et 


celle du deuxième terme est 


(1) (+ 
ae Les fonctions inconnues f,(w) et f,(u) 


Le 


sont donc entières. Elles admettent la période 2X.  Formons la fonction 
Ou + 24 K', z) d’après (2). Nous avons 


ui 


(9) Du + 21K', 2) — ghi) [es X (u, 2) — = : p eK gne 


a ui ^o a ui 
=e* Qu, z) — E. (x Tek (ar 


mut z ui 


et { — TD SC) (2) (z 
+ 2 le i | gi (u) gË (2) 


A (ny a (2 
tok) (u) g? (2). 
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Mais on a 

[90 (2) = ag? (z) + 29? (2); 
« et p désignant les constantes 


— oW 2n? o. Ww 2n2t2n 
ln 29 rd : 
co 


La formule (9) donne alors 


fo(u + 24 K')gt?(2) + fi(u 27K) g?)(z) 


mui 


—e* [fo(w)gt? (2) + f.(u) 9 ()] 


- le (es Geel ales * + er anoo Job 2) 
— Let + &*)— aono ]ee o. 


D'où enfin, en identifiant les termes en g(?2(z) et g(P(z) 


mut mui 


ar qas K!) — e HT, u) — els +e Eales Us + ex J gov (w)| 


(10) 


ui 


| ur . 
|f. t + 2iK')=eK f. (u) — AT ih +eK jns igo]. 


Ces relations permettent de déterminer f,(u) et f,(u) par la méthode des coeffi- 
cients indéterminés. 


IV. Dans la formule (7) on peut supposer v =u; la formule doit alors être 
modifiée à cause des termes y,(v, u) et y,(u, v) qui deviennent infinis. On a, 
dans ce cas, 


— dya(u, 2) 


Aa + Vu) xi(u, 2) + Ay (u) g®)(z) + 4,(u) g9 (z) 


(7') (u, 2) = 
Wu), A,(u), Au) étant des fonctions de « vérifiant des relations fonctionnelles 
qu'il est aisé d'établir. 


V. On obtiendra des formules analogues à (7) et à (7') en appliquant la 
méthode de décomposition en éléments simples à des fonctions de z des formes 
suivantes 
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(11) %1(U, 2) (0, 2) 4 Qv, 2) 


ou, en général 
im le 


(r2) || BACH 2). 


t=1 


La fonction (11) de z s'exprime par les fonctions y,(u,2), 7,(v,2), 2,(w,z) et, 
en général, la fonction (12) de z est une fonction linéaire de Ymıtms+- m; (Ui, 2), 


OÙ 2—1,2,... FK. 


Paris 25 mars 1910. 


ton) 
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EXTENSION NOUVELLE D'UN LEMME DE SCHWARZ. 


Pan 
GASTON JULIA 


à Panis. 


On trouve dans les œuvres de ScHWARz (tome 2, page 109) le lemme suivant. 

Si f(z) est holomorphe pour |z|<ı et si, dans tout ce domaine (|z|<r) on 
a |f(z)|<1, avec /(o) —0, on a pour tout point z (o € [2| € 1) l'inégalité |f (22| € |z] 
sauf dans le cas où f(z) est une fonction linéaire ze’, auquel cas |f(z) | = |<]. 

On en peut conclure immédiatement que, hors le cas d'exception, |/'(o)|< 1 
sans égalité possible. C'est évident si f'(0) — o. Et si f'(o)--o on peut entourer o 
d'un cercle c assez petit pour que, z décrivant l'aire simple (C), z, = f(z) décrive 
aussi une aire simple (C,), à un seul feuillet, limité par une courbe analytique 
C, fermée intérieure à C et contenant l'origine. Cela permet de conclure que 
| f'(o)| € x ear 





to) 2, (1915. 











271 2 
[6 
Or ia I|- Done 
zt | 1zl| 
Idz| 20 
I er Rug x I 
Mos lz|- 27e E: 


o étant le rayon de C. 

Le lemme de Schwarz affirme que, hors le cas banal f(z) = ze", si z décrit 
l'intérieur du cercle |z| «o « r, son transformé z,— f(z) décrit une surface de 
RIEMANN toute entière intérieure à ce cercle |f(z)| <o, en supposant que z — o est 
un point invariant de la transformation. 

Si l'on suppose maintenant que, pour [2| x on a encore |/(z)| X 1, mais que 
le point £ invariant (f(2)— 2) n'est plus l'origine, mais un autre point intérieur 
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I 


au cercle |{|< r, on verra bien facilement que, si 2’ désigne le point symétrique 


[ut 


<< 0, 


D 


^ a 
de £ par rapport au cercle |z]=1, on aura, dans le cercle [zen 


e 





u 


3 12—{L | x : 
(o, étant la valeur constante de Ire Fi pour |z| ^ x, e, — [2 ]); la relation 


TTS 
I 

| | | 
Yu 


[fe —2|* 


quel que soit o « o,, sauf dans le cas où 





Celà veut dire que, lorsque z décrit l’intérieur d'un cercle quelconque C du 


faisceau défini par les 2 points cercles ¢ et 7' 


, cerele C intérieur à |z| & x, le 
point z,— f(z) reste à l’intérieur. du cercle C sans jamais venir sur ce cercle, et 
décrit une surface de RIEMANN simplement connexe contenant £, toute intérieure 
à C (hors le cas où f(z) est homographique). 

S'affranchissant de l'hypothèse qu'il existe un point Z invariant dans |z|<r, 
hypothése qui peut trés bien n'étre pas vérifiée, on envisagera un point quel- 


conque ¢ et son symétrique L' par rapport au cercle |z| — 1. Alors il est clair 


que, si 5, — f(Z) est la valeur correspondante à £ et L', le symétrique de 7, par 


rapport au cercle |z| — 1 (en supposant que £, ne soit pas sur le cercle), la fonction 


qui est nulle pour u —o (=) et qui pour [| < 1 est toujours <1. On a done, 
dans le cercle 
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qui est un cercle quelconque du faisceau (5,5) intérieur à |z| <1 
ON 
[ia — 2. 


sauf le cas oü f(z) serait homographique et conserverait l'intérieur du cercle 
|:| € auquel eas le signe < est à remplacer par =. 

Ce fait s'énonce plus simplement si l’on transforme par une substitution 
linéaire convenable l’intérieur de |z| « 1 en l'intérieur du demi-plan analytique 
supérieur (/(z) = partie imaginaire de z>o). On voit alors immédiatement que, 
si z, — f(z) transforme tout point z de ce demi-plan (/(z) » o) en un point z, du 
demi-plan (J(z,) » 0), si 3 est un point quelconque du demi-plan (7(Z)» 0) et 2, — f(Z) 


t- 


pour lequel 7(Z,) » o, en désignant par Z' et Z', les valeurs conjuguées de © et 7, 





on aura 
| f(z) — È 12235 
Fa »|«[z 2 | 
f(z) — 65 eSI 

tant que E als <o<z quel que soit d<1, sauf dans le cas où f(z) est une 


: SE D az+b : rue 
fonction linéaire du type RU conservant le demi-plan supérieur. Pour une 


telle fonetion on aurait toujours 


et d'ailleurs 


ixtension nouvelle du lemme de Schwarz. 


On a analysé précédemment comment se comportait dans le cercle |2| <1 
la transformation z, — f(z) lorsque cette transformation transforme en lui-méme 
l’intérieur du cercle en laissant invariant un point intérieur. Il peut arriver que 
la transformation ne laisse invariants que des points situés sur la circonférence du 
cercle |z| — r. Ici encore on peut analyser l'allure de la transformation dans 
le cercle. 

En supposant que ce cercle a été transformé dans le demi-plan /(z) > 0, 


2, — f(z) sera une fonction analytique dans le demi-plan supérieur; nous la suppo- 
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serons analytique et réelle sur l'axe réel:! elle transformera l'axe réel en lui-même, 
et tout point situé au-dessus de l'axe réel en un point situé au-dessus de l'axe 
réel. On a vu que, si £ est un point du demi-plan supérieur et 2, — f(2) son 
(RE 


f() == b, 


ES <o<ı (excepté si f(z) est homographique.) 


correspondant on à «|-— 2| lorsque z décrit l'intérieur et la cireon- 


* 














; 2 
férence du cercle C | 


e - 
\ 


Cela veut dire que, si z est intérieur à C ou sur sa circonférence, z, — f(z) 
51 
PTE 


est intérieur au cercle C, défini par = p. 








1 














Les cercles C et C, sont homothétiques par rapport à un point de l'axe réel; 
dans cette homothétie £ et 5, se correspondent. Le rapport des rayons de C et 
C, égale le rapport des ordonnées de ¢ et ¢,. Imaginons que ¢ tende vers un 
point v de l'ave réel, le cercle C conservant un rayon fini R; alors ¢, tendra vers 
:, de l'axe réel? (v, — f(z)). Il est visible que, sur l'axe réel, /'(z) est réelle et 
positive (non nulle); donc, ¢ et ¢, tendant vers r et r,, on conclut que le rapport 


ordounée de Z er : ; LE : ; : 
orcounee C9 $1 tend vers une limite bien déterminée qui est égale à f'(z). Il 


ordonnée de £ 

n'est pas difficile alors de conclure que, C tendant vers une position limite 7’ 
qui est un cercle de rayon À tangent en v à l'axe réel, C, tendra vers une position 
imite P, qui est un cercle de rayon Z/'(r) tangent en 7, à l'axe réel. Lorsque 
z décrit l'intérieur et la circonférence du cercle I’, z, — f(z) décrit un domaine 4, 
qui n'aura aucun point extérieur à Il',, mais qui, a priori, pourrait très bien avoir 
des points sur 7',. L'hypothése contraire, celle où 4, aurait des points extérieurs 
à I’, conduirait à une contradiction; envisageant en effet un cercle C infiniment 
voisin de I’ et situé au-dessus de oz, auquel correspondrait un cercle C, infini- 


* Cette hypothèse n'a rien de nécessaire, mais elle simplifie l'exposition. Nous donnerons 
en terminant des conditions de validité moins restrictives. 
* On peut toujours supposer r et r, à distance finie. 
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ment voisin de /',, C, devrait toujours contenir z, lorsque z est dans C; et ceci 
ne serait pas vrai lorsque z, serait voisin d'un point de 4, extérieur à 1',, donc 
extérieur à C,. On peut cependant affirmer que, lorsque z décrit l'intérieur et 
la circonférence de I’, z, décrit un domaine qui n’a, en commun avec J’, que le 
point 7, lorsque f(z) n'est pas homographique. On vient de voir en effet que, 
lorsque z décrit l'intérieur et la circonférence de I (qui est évidemment un cercle 
quelconque de rayon À tangent à l'axe réel en 7), z, décrit un domaine dont tous 
les points sont à l’intérieur ou sur la circonférence de 1',, tangent en r, à ox, 
de rayon Z,- Rf(r). Cela veut dire que la partie imaginaire de la fonction 


I à i Ar] 1 A 7 \ . 5 5 
C= est, à l’intérieur ou sur la circonférenee de I’, < à une certaine limite 
Irre 
negative qui est = r 
jor R, — Rf) 


f(2) — "i Rf (v) 
Or, lorsque z décrit l'intérieur de LI, on a 
I I 


le signe < étant remplacé par = quand z vient sur 7’. Donc, lorsque z décrit la 
circonférence l', on aura 





ig =a nt 


I EINST 
fG)—*" («—f() 
tout point intérieur à I’, et en tout point de I' sauf peut-être en z — vr. Or, en 
ce point, on à 





La fonction 1 | est une fonction harmonique et réguliére en 


Done 
I I 
———— = [r—24(z— v) * ---.] 
f()—*, (s—v)f() 
! Car évidemment le point ir »lorsque z; est dans /’,, est dans le demi-plan i( ) SS 5 ; 
A 4 ty ü 
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la quantité entre parenthèses étant régulière autour de z—r. Done 


I I À 


fa-—: @-ofe) f 
le second membre étant régulière autour de z — r. 


Done J Pom Pom 2 est harmonique et régulière autour de z — 7. 


Cette fonction, si elle n’est pas constamment — o sur I’ sera done < o à l'intérieur 


de I’ puisque, sur I’, elle est «o. On aura done en tout point intérieur à T° 


"asd 








Cette inégalité ne peut devenir une égalité end = — = | 
= B PT Verte 


est =o sur tout J’, alors la dite quantité est nulle dans tout I’, et évidemment 


i x I I ; 
f(z) est une fonction homographique: ; +z, x étant une con- 


fs)—*  (2—7)f(r) 








stante réelle quelconque. , 


Done, hors le cas où f(z) est homographique, on a, en tout point intérieur à I^ 


lle lei 


Cette inégalité est valable en tout point z situé au-dessus de ox, car on peut trouver 
un cercle 7’ tangent en r à ox et contenant ce point z. Et elle prouve, ce qu'il 
fallait démontrer, que le domaine Z, décrit par z, lorsque z décrit l'intérieur et 
la circonférence d'un cercle /’ tangent en v à ox, de rayon R quelconque, est 
intérieur au cercle /',, de rayon Rf'(r) tangent en r, à oz, sans avoir avec la 
circonférence de /', d'autre ‘point commun que r, lui-même. 
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Remarque. — Tout ce que nous avons dit reste vrai si nous supposons 
seulement f'(z) analytique autour de v (et réelle aux environs de z sur l'axe réel), 
sans la supposer analytique sur tout l'axe réel, en supposant toujours qu'à tout 
point z au-dessus de ox correspond un point z, au-dessus de l'axe réel ou sur 
l'axe réel. 


En particulier, si v est un point invariant f(r) — v, et si o «f'(v) € 1 TI, est 


i 
intérieur à I" ou confondu avec lui est 7, et intérieur à I’. 

En résumé voici comment on peut, avec des hypothéses presque aussi 
générales que celles que l'on fait pour établir le lemme de SCHWARZ, énoncer 
l'extension de ce lemme: 

Soit f(z) une fonction analytique à l’intérieur d'un cercle C du plan des z, 
qu'on peut toujours supposer être le demi-plan /(z)>o; supposons en outre: 

1° que tout point z intérieur à C soit transformé en un point z, = /(z) 
intérieur à C ou situé sur C, I[f(z)] > o en tout point Z(2) 50; 

2° qu'un point O du cercle C reste invariant: par exemple l’origine f(o) = 0; 

3° que f(z) soit holomorphe dans une petite region! autour de ce point 
(on ne suppose rien d'autre sur C ailleurs qu'en o). 

Alors il faut nécessairement que f'(o) soit réelle et positive pour que la condi- 
tion 1? soit vérifiée autour de l'origine. 

Tous les raisonnements qui précédent sont ici valables; en tout point intérieur 
à C, c'est-à-dire en tout point I(z) » o, onal Fal < 1 En l'égalité ne pouvant 
avoir lieu que si f(z) est homographique. 

Done, lorsque z décrit l’intérieur et le contour d’un cercle quelconque T° de rayon 
R tangent en o a C,z, décrit un domaine 4, dont tous les points; y compris les 
points frontières, (sauf o) sont intérieurs au cercle I’, tangent en o à C, et de rayon 
R,— Rf'(o). 4, est tangent en o à C. 

En particulier, si f'(o) € r, 4, est tout entier intérieur à J’, sauf en o où 
4, touche I. 








! Il suffit même de supposer que f(z), holomorphe dans €, admet, lorsque 2 tend vers 0, 
dans C, une dérivée première et une dérivée seconde finies et continues de façon qu'on puisse 
écrire 


e(z) étant holomorphe dans C et tendant vers zéro lorsque 2 tend vers o dans C. 


n 
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AUSZUG AUS EINEM BRIEFE DES HERRN BIEBERBACH 
AN DEN HERAUSGEBER. 


Frankfurt am Main 11. Mai 1919. 
Sehr geehrter Herr Kollege! 


Im zweiten und dritten Bande der »Mathematische Zeitschrift», dieses im 
Kriege neu gegründeten Deutschen Journals, habe ich zwei Untersuchungen ver- 
öffentlicht, bei welchen Ihre Z,(z)-Funktionen eine wichtige Rolle spielen. Na- 
mentlich die zweite dieser Arbeiten dürfte Ihr Interesse finden. Gibt sie doch 
eine Vertiefung des berühmten Picarp’schen Satzes, zu dem die Mathematiker 
so vieler Nationen Beiträge geliefert haben. So möchte ich mir denn erlauben, 
Ihnen in den folgenden Zeilen in Kürze meine Ergebnisse darzulegen und meine 
Methode kurz skizzieren, zumal ich nicht weiss, inwieweit die mathematische 
Zeitschrift im Ausland zugänglich ist. 

Wie Picarp im Jahre 1879 entdeckte, besitzen ganze transcendente Funk- 
tionen in jeder Umgebung des Unendlichen hóchstens einen Ausnahmewert. Sie 
nehmen also alle Werte mit hóchstens einer Ausnahme in jeder Umgebung des 
Unendlichen unendlich oft an. Ich habe nun gefunden, dass eine gleiche Aussage 
schon für Winkelrüume gilt, deren Oeffnung eine gewisse von der Ordnung der 
Funktion abhängige Schranke überschreitet. So nimmt z. B. die Funktion e* in 
der Halbebene X(z)>o keinen Wert vom Betrag Eins an, während sie in jedem 
diese Halbebene umfassenden Winkelraum nur noch den einen Ausnahmewert 
Null besitzt. Dies Beispiel illustriert meinen allgemeinen Satz: 

Jede ganze Funktion der Ordnung o > 1 besitzt in jedem Winkelraum, dessen 


Oeffnung RE übersteigt, héchstens einen Ausnahmewert; ist ihre Ordnung 


. I : : x I 
zwischen 1/2 und r gelegen : e < r}, so besitzt kein Winkelraum einer ^7 
2 T C 


S 


übersteigenden Oeffnung mehr als einen Ausnahmewert. 
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Die in diesem Satze enthaltenen Schranken für die Oeffnungen «x der 
Winkelräume in Abhängigkeit von o habe ich in der beistehenden Figur veran- 
schaulicht. 

Hinsichtlich der Methode meiner Untersuchung móchte ich mich auf die 
folgenden Andeutungen beschrünken. Ich stütze mich auf die scharfe Fassung, 
die P. Lévy! einem berühmten ScnorrKv'schen Satz gegeben hat: Der Satz handelt 
von dem Wachstum einer analytischen Funktion, die in |2| « 1 regulär ist und 
die Werte Null und Eins auslässt. Durch eine einfache Abbildung ziehe ich dar- 


aus den Schluss, dass 


1 
| f(2)| =O (s für jedes £o 


. E IT se . . . . 
ist, wenn f(z) für Jargz]|<«_ regulär ist und zwei Ausnahmewerte in diesem 


Winkelraum besitzt. Ein bekannter schon heute klassischer ausserordentlich 
fruchtbarer Satz von PHRAGMÉN und LINDELOF? 


x 
2 erlaubt es, hieraus den vorhin angegebenen Satz 
zu erschliessen. j 
7 Ich habe weiter gezeigt, dass die aus der 


Figur und aus dem Wortlaut des Satzes ersicht- 
lichen Schranken für alle Ordnungen die genauen 
sind. Namentlich mit Hülfe Ihrer Z,(z)-Funk- 
tionen habe ich Beispiele gebildet, bei welchen gerade die angegebenen Winkelränme 


JE RU SRL 


zwei Ausnahmewerte besitzen. Als Beispiel für die Halbebene erwähnte ich schon 
vorhin #,(z)=e?. Für or lässt 


Ei (2) "nu 


also eine Funktion der Ordnung o in |arg z| SEES ; die beiden Werte Null 
7 9 


z 


A IST : : 
und Eins aus. Für-<o<ı besitzt 
2 


4E, (z) 
die gleiche Eigenschaft in 


| arg z | <= 7. 


20 


! Bull. de la Soc. math. de France, Bd. 40. 
? Vergl. diese Acta, Bd. 28, 31. 
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5 i TM s 
Man móchte wohl nun erwarten, dass für o < E die Funktionen 





deren Ordnung ja dann = nicht übertrifft, in der durch die negative reelle Achse 


begrenzten Ebene zwei Ausnahmewerte besitzen. In der Tat sieht man leicht, dass 


(eV? +e V2) 


I 
2 


nur auf der negativen reellen Achse Werte zwischen Null und Eins (diese Gren- 
zen eingeschlossen) annimmt. Und weiter hat Wıman in seiner Arbeit! über die 
Nullstellen der £,(z)-Funktionen mitgeteilt, dass für «> 2 alle Nullstellen von 
E.(z) auf der negativen reellen Achse liegen. Es wäre interessant, wenn sich 
wirklich zeigen liesse, dass dies und meine weitergehende Vermutung zuträfe. 
Ich habe die dazu nötigen mühsamen Betrachtungen nicht ausgeführt, habe viel- 
mehr mit Hülfe der Harpy’schen P-Funktionen? die erwünschten Beispiele ge- 
wonnen. Setzt man für o >2 


P, (2) = il E 


- NE : I : : 
so ist dies eine Funktion der Ordnung =£ Man kann leicht sehen, dass man die 


Zahl « so wählen kann, dass die sämtlichen Null- und Einsstellen von 


1+uP,(z) 


auf der negativen reellen Achse liegen. Setzt man weiter 
Pe. @)=TI (++ à) 
1 


so hat man bei passend gewühltem « in 


I+tuP,(z) 





1 Diese Acta, Bd. 29. 
? The quarterly journal, Bd. 37. 
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eine Funktion nullter Ordnung, deren sämtliche Null- und Einsstellen negativ 
reell sind. Mit Hülfe der von Ihnen und anderen angegebenen Funktionen un- 
endlicher Ordnung, welche auf allen Geraden der Ebene mit eventueller Aus- 
nahme der negativen reellen Achse den Konvergenzwert Null haben, kann man 
weiter Beispiele von Funktionen unendlicher Ordnung bilden, die in beliebig 
grossen Winkelráumen zwei Ausnabmewerte besitzen. Das gilt z. B. für die 


LiInDELOF’sche Funktion 


ao 


> Er n 
Pots 2 lis (n + sl Pre 

deren Nullstellen sich nach LINDELÖF asymptotisch der negativen reellen Achse 

nühern. Man kann beliebig grosse Winkelräume angeben, in welchen die Funk- 

tion die Ausnahmewerte Null und Eins besitzt. (Vergl. LINDELÔF, Calcul des 

résidus S. 121.) (Vergl. auch den Schluss dieses Briefes.) 

Die Familie der Funktionen, welehe in einem Bereiche die Werte Null und 
Eins auslassen, gehört zu den von MoNwTEL sogenannten normalen Familien. Eine 
weitere neuerdings viel untersuchte normale Familie ist die, deren Glieder einen 
gegebenen Bereich schlicht abbilden, die also darin keinen Wert mehr als einmal 
annehmen. Besitzen schon alle normalen Familien viele verwandte Eigenschaften, 
so ist die Analogie gerade zwischen den beiden eben genannten Familien sehr 
gross. So habe ich denn auch in der schon eingangs erwähnten Arbeit im zweiten 
Bande der mathematischen Zeitschrift für die schlichte Abbildung von Winkel- 
räumen ganz ähnliche Sätze gewonnen. An die Stelle der Livy’schen Formulierung 
des ScHoTTKY'schen Satzes tritt hier für die in |z| « 1 schlichte Funktion f(z) 
die Pıcr’sche Verzerrungsformel 


Ln, doit aka 
SIMON ps (f(o) — o), 


die schon PLEMELI auf der Wiener Versammlung von 1913 ohne die Exponenten- 
bestimmung angegeben hat. Auch Pick gibt in den Leipziger Berichten von 1915 
noch keine Exponentenbestimmung. Dieselbe habe ich selbst erst in den Ber- 
liner Berichten von 1916 gegeben. Ohne Beweis gibt fast gleichzeitig GRONWALL 
dieselbe Verzerrungsformel in den Pariser Comptes rendus von 1916 an. Man 


: : . 2 e i a 
kann aus dieser Formel schliessen, dass eine Funktion f(z), die in [arg z | <a 


regulär ist und diesen Winkel schlicht abbildet für jedes <> o der Bedingung 


Ie olt?) 
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genügen muss. Die Verwendung des PHRaewÉN—LiNDELÓrF'schen Satzes führt 
dann wieder zu dem folgenden Ergebnis: Eine jede ganze Funktion der Ordnung o 


20— 


TO : : ; 
zt übersteigt, einzelne Werte 





nimmt in jedem Winkelraum, dessen Oeffnung 


mehrfach an. Die Funktionen 


z+ Ex), (2) 


aber bilden fir e» einen passend gewühlten Winkel der Oeffnung 2 I 
0 


S 


schlieht ab. Nur für Funktionen einer 2 übertreffenden Ordnung kann es also 


schlicht abbildbare Winkelräume geben. Alle Funktionen, deren Ordnung — nicht 


© | H 


übertrifft, nehmen in jedem Winkelraum einzelne Werte mehrfach an. 

Im Gebiete der Funktionen unendlicher Ordnung gibt es Funktionen, die 
beliebige Winkelräume einer an 27 nicht heranreichenden Oeffnung schlicht ab- 
bilden. Nach LinpeLör (Calcul des résidus S. 121) gehört nämlich zu jedem 
& 0 eine Zahl M, derart, dass im Winkelraum |arg z| < x — 


| F3(z)|< M: 
gilt. Daher bildet 
z+ F,(z) 


den Winkelraum |arg(z— M,)|<a—e schlicht ab, und nimmt überdies, wenn 
man nur M,>1 wählt, in demselben weder den Wert Null noch den Wert Eins an. 


Bieberbach. 
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an introduction to Cantor's transfinite numbers. Sec. ed. — VII--82 pp. 
8. 1917. Dol. 1.00. Cloth. 


Introduction. On classes in general. On simply ordered classes, or series. Dis- 
crete series: especially the type « of the natural numbers. Dense series: espec. the 
type 4 of the ration. numbers. Continuous series: espec. the type © of the real num- 
bers. Contin. series of more than one dimension, with a note on multiply ordered 
classes. Well-ord. series, with an introduct. to Cantor's transfinite numbers. Index. 


A. Hermann & Fils. 
Paris 1919. 

Bourroux, PIERRE, Les principes de l’Analyse mathématique. Exposé histo- 
rique et critique. T. 2: La géométrie algébrique. Extensions de l’algèbre et 
constructions logiques. Extension de l’algèbre: les développements en sé- 
ries. La méthode analytique en mathématiques. Analyse infinitésimale. 
Analyse des principes mathématiques. Analyse de la notion de fonction. 
— 512 pp. 8. 1919. Kr. 20: — 

Construction: Etude algébr. d. fig. Résolution d. triangles. La méthode d. coor- 


Bibliographie. 


-1 


données. La »géométrie» de Descartes. La »géométrie analytique» du plan. Les sec- 
tions coniques. Etude alg. d. courbes planes. La »géométrie analyt.» de l'espace. 
Etude d. surfaces et d. courbes gauches. L’algebre d. vecteurs. La »géométrie syn- 
thétique». Les transformations. — Progrès de la synthèse algébr. Déterminants. 
Nombres imag. Fonctions de variables complexes. La géométrie irréelle. Substitutions 
et groupes. La construct. logique d. mathématiques: la définition du nombre, la géo- 
métrie. La géométrie non-euclidienne. La logique algébr. — Premiers développements 
en séries. Propriétés fondament. d. séries à termes positifs. Critères de convergence. 
Séries à termes quelconques. La série de Taylor. Séries de puissances de plusieurs 
variables. — Analyse. La méthode analyt. en mathématiques. Les infiniment petits. 
Limites. Formes indéterminées.  L'intégration. Différentielles. Equations différentiel- 
les. Differentielles totales. Intégrales definies. Intégrales curvilignes. Integrales dou- 
bles et triples. Evaluat. d. longueurs, d. aires et d. volumes. Geometrie diff. Meca- 
nique diff. — La notion de continuité. Les ensembles. Analyse de la discontinuité. 
Analyse d. principes de la géométrie. — La correspondance fonction. Prem. principes 
de la théorie d. fonct. Fonct. analytiques. Singularités d. fonct. analyt. Classi- 
fication et étude gén. d. fonct. Fonctions period. Integrales d. équations diff. Appen- 
dice. Index. Errata. 


S. Hirzel. 
Leipzig 1919. 


Runge, C. Vektoranalysis. Bd 1: Die Vektoranalysis des dreidimensionalen 
Raumes. — VIII+195 pp. 8. 1919. Geh. M. 11: geb. M. 13: 


Vektoren u. Plangrüssen: Begriff d. Vektors. Addition v. Vektoren. Vektorgleich 
Beispiele d. Addit. v. Vektoren.  Vervielfült. eines Vektors. Numerische Ableit. 
eines Vektors aus anderen. Das äussere Prod. zweier Vektoren u. d. Degriff d. Plan- 
grüsse. Addit. v. Plangrössen. Die Ergänz. einer Plangrósse. Num. Ableit. einer 
Plangr. aus anderen. Das äussere Prod. v. drei Vektoren. Zusammenhang mit d. De- 
terminantentheorie. Das skalare Prod. zweier Vekt. Das vektorielle Prod. zwei. Vekt. 
Das äussere Prod. zwei. Plangróssen. Beispiele, Anwend. u. Übungsaufg. — Differen- 
ziation u. Integration: Differenziationsregeln. Krümmung u. Torsion einer Raumkurve. 
Krüm. u. Torsion anders betrachtet. Integrationsregeln. Anwend. auf die Beweg. eines 
Massenpunktes um ein festes Zentrum.  Flüchenintegrale u. Raumintegrale. — Vek- 
torfelder u. Plangróssenfelder. Die Umwandl. v. Flüchenintegralen in Raumintegrale. 
Anwend. d. Umwandlungstheoreme. Die Umwandl. v. Randintegralen in Flächeninte- 
grale. Einführung Krummliniger Koordinaten. Regeln f. d. Operator V. Anwend. 
auf d. Gravitationspotential. Der Greensche Satz. Der Zusammenhang zwischen ein. 
Vektorfelde u. seinem Wirbel. Scalares Potential, Vektorpotential u. Plangróssenpoten- 
tial. — Tensoren: Die affine Transformation des Raumes. Konjugierte Tensoren. Die 
in sich transformierten Vektoren. Drehungstensoren. Zu sich selbst konjugierte od. 
symmetrische Tensoren. Zusammensetzung v. Tensoren. Zerlegung in Drehungstensor 
u. zu sich selbst konjugierten Tensor. Die Masszahlen u. Einheiten eines Tensors. 


H 
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Tensoren aus weniger als drei Gliedern. Symmetrische u. antisymmetr. Tensoren. Rezi- 
proke Tensoren. Der Tensorbegriff. Umklappungen u. Drehungen.  Tensorfelder. Ten- 
sorintegrale. Kogredienz u. Kontragredienz. 


Macmillan & Co. Ltd. 
London W. C. 2 1918—1919. di 


FonsvrH, A. R., Solutions of the examples in A Treatise on differential equations. 
— 249. pp. S. 1918. 10 Sh. Cloth. 


GovzN, P., Elementary mensuration, Constructive plane geometry and Nume- 
rical trigonometry. — 169 pp. 8. 1919, 3 sh. 6 d. Cloth. 

Chapt. 1. Lines, surfaces, angles, drawing to scale, parallels. 2. Construct. a. 

area of rectangles. Carpeting floors a. papering walls. Rectangular prisms, their surface 

a. volume. 3. Bisect. of lines a. angles. Division of lines into equal parts. a. into 

parts in given proport. Circumscribing a circle ab. a triangle a. inscrib. a circle in a 


triangle. Construct. a. properties of parallelograms... Area of parallelograms a. right- 
angled triangles. 4. An import. property of the right-angl. triangle. Construct. of 
triangles... of a square... 5. Construct., properties, a. area of the rhombus... of a 
parallogram. .., of a trapezium..., of a quadriliteral... 6. Polygons, irregulary bounded 
figures... 7. The circle... right circular cylindres... the ellipse, solid circular rings. 


8. Pyramids..., cones, the wedge a. prismoid, irreg. solids, the sphere. 9. Proportionals. 
Similar figures. .., solids. .. segments... 10. Numerical trigonometry. . . Exercices. tables. 


John Murray. 
London 1919. 


Report of the British Association for the Advancement of Science. 1918. — XX 
+ 172 + 2. pp. 8. 1919. 


Norstedt & Soner. 
Stockholm 1918. 


Kgl. Tekniska Hogskolan, Stockholm. Historik och beskrivning rörande ny- 
byggnaderna jämte avhandlingar och uppsatser av Högskolans lárare. (Skrif- 
ter utgivna med anledning av inflyttningen i de àr 1917 färdiga nybygg- 
naderna.) — VIIL+520 pp. 4. 1918. 


Historik óver tillkomsten av de under àren 1913—17 uppfórda nybyggnaderna, 
av C. J. MaexELL. Beskrivning över nybyggnaderna, av E. LALLERSTEDT. Vattenbyggnads- 
laboratoriet, av W. Fenuenius. Förbränningsmotorlaboratoriet, av E. Husexpick. Kyl- 
tekniska laboratoriet, av E. HunENpick. Uppviirmnings- o. ventilationssystemet, av H. 
'TuroRELL. Teknisk vetenskap o. ingenjörsutbildning, av C, J. MaeNELL. — BARTHEL, 
Cum, Kulturer av jäsningsorganismer i sterilis. jord. BerGer, Frırz W., Bestämn. 
av normalspänningar för lut. mättband. Davınsson, W., Trafikfördeln. vid tvillinghissar. 
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Henriques, P., Den fórsta svenska läroboken i perspektiv. Heuwan, Carr, Elliptiska 
integraler i dynam. probl — Bidrag t. teorien f. sfäriska pendeln. Hormeerc, B., 
Alkal. sónderdeln. av halogensuccinamidsyror. KREÜGER, H., Undersókn. rór. hällfasthet 
o. elasticitet hos kopparträd 0o. kopparlinor. Laxczer, F., Om korrelat. syst., med 
tillàmpn. pa andragradsytor. Linpmarx, T., Nagra synpktr vid beräkn. av avtappnings- 
turbiner. LuxpHorw, O. E, Flygsäkerheten o. »lufthàlen». Marwqursr, J., Om singulüra 
stüllen t. diff. ekvationer av första ordn.  NompsrROw, H. F., Randvärdesproblemet vid 
parabeln 0. hyperbeln inom potentialteorien. Preiser, H., Allm. egenskaper hos ett 
syst. parallela ledningar m. variabla konst. — En metod att beräkna egensk. hos samman- 
satta telegrafledn. Rossors, A., Nagra riktlinjer f. anordn. av ekonom. ängpanneeld- 
städer. SCHLYTER, R. R:son, Undersókn. à dammbyggn. SELLERGREN, G., Torvfibern 
som spanadsimne.  SoNDÉN, K., Nigra tekn. uppgifter m. hygeniskt syfte, ett kapit. av 
»tillampad hygien». 


D. van Nostrand Company. 
New York 1911—1917. 
BAKER, ARTHUR LATHAM, Quarternions as the result of algebraic operations. — 
IX + 92 pp. 8. 1911. Dol. 1:25. Cloth. 


Pref. Mathemat. operations upon discrete magnitudes. Idiographs. Space idiographs. 
Multiplieat. of unit vectors. Quaternions. Kinds of quatern. Quatern. operators. Pro- 
ducts of quartern. Versors. Interpretation of vector equat. of the first degree. Applica- 
tions. Appendix. Functional symbols. 


Licks, H. E., Recreations in mathematics. With 60 illustr. — V + 155 pp. 8. 1917. 
Doll: 25 Cloth. 


Arithemetic. Algebra. Geometry. Trigonometry. Analyt. geometry. Calculus. 
Astronomy a. the calendar. Mechanics a. physics. Appendix, 


The Open Court Publishing Company. 
Chicago & London 1913—1916. 

Barrow, Isaac, The geometrical lectures of Isaac Barrow, translated, with 
notes and proofs, and a discussion on the advance made therein on the 
work of his predecessors in the infinitesimal calculus, by J. M Cnuirp. (The 
Open Court Series of classics of science and philosophy, No. 3.) — XIV + 
218 pp. 8. 1916. Dol. 1:00. Cloth. 

The work of Barrow’s great predecessors. Life of Barrow, a. his connection 
with Newton. The works of Barrow. Estimate of Barrows genius. The sources of 
Barrow’s ideas. Mutual influence of Newton a. Barrow. Descript. of the book from 
which the translat. has been made. The prefaces. How B. made his construct. Analyt. 
equivalents of B's chief theorems. Translation of Lecture I—XIII. Extr. from stand. 
authorities. Solut. of a test question by B’s method. Graph. integration by B’s method. 
Reduced facsim. of B’s pages a. fig. Index. 


Acta mathematica. 43. Imprimé le 23 avril 1920. 2 
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Boozz, GEORGE, Collected logical works. Vol. 2: The laws of thought. (1854). — 
448 pp. 8. Dol. 3:50. 1916. Cloth. 

An investigation of the laws of thought, on which are founded the mathematical 
theories of logic and probabilities, by Grorce BooLe. London 1854. — Preface. Nature 
and design of this work. Signs a. their laws. Derivations of the laws. Division of 
propositions. Principles of symbol. reasoning. Of interpretation. Of elimination. Of 
reduct. Methods of abbreviat. Conditions of a perfect method. Of secondary pro- 
posit. Methods in second. propositions. Clarke a. Spinoza. Example of analysis. Of the 
the aristotelian logic. Of the theory of probab. Gen. method in probab. Element. 
illustrat. Of statistical conditions. Probl. on causes. Probability of judgements. Con- 
stitution of the intellect. 


Cantor, GEORG, Contributions to the founding of the theory of transfinite num- 
bers. Translated, and provided with an introduction and notes, by PHILIP 
E. B. Jourpaty. (The Open Court Series of Classics of Science and Philo- 
sophy, No. 1.) — 211 pp. 8. 1915. Dol. 1: 25. Cloth. 
Preface. Table of contents. Introduction. Contributions to the founding of the 
theory of transfinite numbers. Article I (1895). Art. II (1897). Notes. Index. 


Carus, Paur, The principle of relativity in the light of the philosphy of science. 
With an appendix containing a letter from the Rev. James Bradley on the 
motion of the fixed stars, 1727. — 105 pp. 8. 1913. Dol. 1:00 Cloth. 


Introductory. On the absolute. Tricks of cognition. Comstock on relativity. The 
A Priori. On absolute motion. Absolute space. Ernst Mach. Objectivity. Primary con- 
cepts. Some physical problems of relativity. The principle of relativ. as a phase in the 
development of science. Conelusion. Append. 


MORGAN, AUGUSTUS DE, Essays on the life and work of Newton. Edited with 
notes a. appendices by Paizir E. B. JourDAIN. — 198 pp. 8. Dol. 1: 25. 
1914. Cloth. 


Editor's preface. Newton (1846). A short account of some recent discoveries in 
England and Germany relat. to the controversy on the invention of fluxions (1852). 
Appendix on the manuscripts a. publicat. of Newton and Leibniz. Review of Brewster's 
»Memoirs of the life, writings, and discoveries of Sir Isaac Newton (1855)». — De 
Morgan's view of Leibniz's character. Note by De Morgan on the character of Newton 
and on the actions of the Royal Society, written in 1858. 


RicHARDSON, ROBERT P., & Lanpis, Epwarp H., Numbers, variables and Mr. 
Russell’s philosophy. — 59 pp. 8. 1915. — Reprinted from »The Monist» 
of july 1915. 


SMITH, Davip EUGENE, & Mtkamr, YosHIo. A history of japanese mathematics. 
— V+ 288 pp. 8. 1914. Dol. 3. Cloth. 


Pref. The earliest period. The second period. The development of the soroban. 
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The sangi applied to algebra. The third period. Seki Kowa. Seki's contemporaries a, 
possible western influences. The Yenri or circle principle. The eighteenth century. 
Ajima Chokuyen. The opening of the ninteenth century. Wada Nei. The close of the 
old Wasan. The introduct. of occidental mathematics. Index. 


Rice Institute. 
Houston, Texas. 


Rice Institute, The book of tbe opening of the Rice Institute. Being an ac- 
count in three volumes of an Academie Festival, held in celebration of the 
formal opening of the Rice Institute, a university of liberal and technical 
learning, founded in the City of Houston, Texas, by WirLrAM MansH Rice 
and dedicated by him to the advancement of letters, science, and art. Oct. 
105: 11001912. Vol 1302. XE VII VI 100 pp? 4. 


1. Inscription. List of delegates. Program. Addresses of welcome and res- 
ponses at a luncheon given at the City Auditorium by the municipal government of 
the City of Houston. Programs of the concerts...  Toasts and responses at the sup- 
per given by the trustees at the Residential Hall in honor of the inaugural lecturers. 
Formal exercices of dedication. Luncheon at the Institute Commons. Congratulatory 
greetings a. addresses. Religious services in the City Auditorium. Portraits of the 
Founder. Architectural plan. The invitation to the festival. Facsimiles of some of 
the letters received: The University of Paris, of Oxford, of Cambridge, of Rome, of 
Aberdeen, the Pontifical Gregorian University, University of Oviedo, Harvard Univer- 
sity, University of Lemberg, The Royal Society of London, The R. Pruss. Academy of 
Sciences etc. etc. e 

2. The inaugurals lectures: The problem of the philosophy of history. The theory of 
civilization. The methods of extending civilization among the nations. Three inaug. 
lectures by Prof. R. Arrawma v CnEvEA. — Molecular theories and mathematics. Agg- 
regates of zero measure. Monogenie uniform nonanalytie functions: The theories of 
Cauchy, Weierstrass, and Riemann. Three inaug. lectures by Prof. Ewing Domgr. — 


The breviary of aesthetic, a monograph by Senator B. Croce. — Mutations in here- 
dity. Geographical botany. Modern cytological problems. The ideals of an experiment 
garden. Four inaug. lectures by Prof. Huco pe VmiEs. — Philosophical landmarks, 


being a survey of the recent gains and the present problems of reflective thought. 
Three inaug. lectures by Sir HENRY Jones. Photogravures of the above lecturers. 

3. The introduction of western learning into Japan. An inaug. discourse by Privy 
Councilor Baron D. Krkucur. — The study of poetry. An inaug. discourse by Prof. 
J. W. Mackar. — The system of the sciences. Principles of the theory of education. 
Two inaug. lectures by Prof. W. Osrwarp. — Henri Poincaré. An inaug. memoir by 
Senator V. VorrERRA. — The electron as an element. Compounds of electrons. The 
disruption of the so-called elements. Three inaug. lectures by Sir W. Ramsay. — The 
corpuscular theory of aurora borealis. An inaug. lect. by Cari STÖRMER. The gene- 
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ralization of analytie functions. On the theory of waves and Green's method. Three 
inaug. lectures by Senator V. VorrERRA. — Portraitures of the above lecturers and of 
Henri Poincaré. 


B. G. Teubner. 
Leipzig & Berlin 1911—1919. 


Brocu, WERNER, Einführung in die Relativitätstheorie. Mit 16 Fig. (Aus Na- 
tur u. Geisteswelt. Bd. 618.) — 100 pp. 8. 1918. M. 1:90 geb. 

Einleit. Ueberleg. Die Bewegung u. das Koordinatensystem. Der Bewegungs- 
zustand d. Athers. Aberration u. Dopplerprinzip. Die beid. Grundversuche. Die Relativi- 
tätstheorie. Ableit. d. Transformationsgleichungen. Physik. Bedeutung. d. Transformationsgl. 
u. d. ersten Folgerungen. Das Additionstheorem d. Geschwindigkeiten. Einige weit. wichtige 
Folgerungen aus d. Relativitätstheorie. Bedeut. d. Relativitütstheorie f. d. Physik u. Philo- 
sophie. Hist. Entwicklung d. Relativitätstheorie u. Ausblick auf d. allgem. Relativitätstheorie. 


Bowora, Rogerro, Die nichteuklidische Geometrie. Historisch-kritische Darstel- 
lung ihrer Entwicklung. Autor. deutsche Ausgabe bes. von HEINRICH 
LisBMANN. 2 Aufl. (Wissenschaft und Hypothese. IV.) — 207 pp. 8. 1919. 
geh. M. 6:40, geb. M. 7: 60. 


Die Beweise d. V. euklidischen Postulats. Die Vorläufer d. nichteuklidischen Ge- 
ometrie. Die klassische Zeit. d. nichteuklid. Geometrie. Nichteuklid.-hyperbolische 
Elementargeometrie. Neuere Wege u. Ziele. Einige Hauptformeln d. nichteuklid. (hy- 
perbol. Geometrie. Ueber einige Anwendungen d. absoluten (nichteuklid.) Geometrie 
auf die Lehre von d. Funktionen einer komplex. Veränderlichen. Namenreg. 


Czuser, EMANUEL, Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung. Bd 2. 
Vierte, sorgfalt. durchges. Aufl. Mit 119 Fig. XI+599 pp. 8. 1919. M. 


20: — geb. 

T. 2. Integralrechnung. Das bestimmte u. das unbest. Integral. Grundformeln 
u. Methoden d. Integralrechn. — Integration rationaler Funktionen. Integrat. irratio- 
naler Funkt. Integrat. transzendenter Funkt. — Wertbestimmung u. Schätzung be- 


stimmter Integrale. Erweiterung d. Integralbegriffs. Integration unendlicher Reihen. 
Differentiation durch Integrale definierter Funkt. Integrat. durch Integrale definierter 
Funkt. Das Doppelintegr. Drei- u. mehrfache Integrale. Kurvenintegrale. Integrale 
v. Funktionen einer komplex. Variablen. Analytische Anwendungen. — Quadratur ebe- 
ner Kurven. Rektifikat. v. Kurven. Kubatur krummflächig begrenzter Körper. Kom- 
planation krummer Flächen. Massen-, Moment- u. Schwerpunktbestimm. Die Sätze 
von Green. Das Potential. — Definition u. Haupteinteil. d. Differentialgleichungen. 
Differentialgleieh. erster Ordnung. Allgemeines. Integrationsmethoden für Differentialgl. 
erst. Ordn. Singuläre Lösungen gewóhnl. Differentialel. erst. Ordn. Geometrische An- 
wend. Systeme v. Differentialgl. Differentialgl. höherer Ordnung. Lineare Differentialgl. 
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Integration durch Reihen. Graphische Integration. Elemente d. Variationsrechn. Par- 
tielle Differentialgl. erst. Ordn. Part. Differentialgl. zweit. Ordn. Reg. 


Dreck, W., Nichteuklidische Geometrie in der Kugelebene. Mit 12 Fig. (Math.- 
Physikal. Bibliothek, hrsg. v. W. Lietzmann u. A. Witting. 31.) — 51 pp. 
8. 1918. M. 1: — 

Punkt u. Gerade i. d. Kugelebene. Die Beziehungen zwischen Punkt u. Gerade. 
Kongruenz u. Messung v. Strecken. Das Kugellineal. Der Winkelbegrif. Kongr. u. 
Mess. v. Winkeln. Ergänz.-, Neben- u. Gegenwinkel i. d. K-Ebene. Das Dreieck. Der 
Fundamentalsatz d. K-Geometrie. Das Parallelenaxiom. Merkw. Dreiecksreihen i. d. 
K-Ebene. Die Lehre v. K-Kreise. Flächenvergl. i. d. E- u. i. d. K-Ebene. Die Âhn- 
lichkeit als Sondergut der E-Geometrie. 


HoHENNER, H., Der Hohennersche Präzisionsdistanzmesser und seine Verbindung 
mit einem Theodolit. Einrichtung u. Gebrauch d. Instrumentes für die ver- 
schiedenen Zwecke der Tachymetrie. Mit Zahlenbeispielen sowie Genauig- 
keitsversuchen. Mit 7 Abb. u. 1 Tafel. (Abhandlungen u. Vorträge a. d. Ge- 
biete der Mathematik, Naturwiss. u. Technik. 4.) — 64 pp. 8. 1919. M. 
3: 20 geh. 


KOWALEWSKI, G., Einführung in die Infinitesimalrechnung. 3:e verb. Aufl. (Aus 
Natur u. Geisteswelt, 197) — 100 pp. 8. 1919. M. 1:60 kart. 


Häufungswerte u. Grenzwerte. Differentialrechnung.  Integralrechn. Historische 
Übersicht. 


Meissner, Orro, Wahrscheinlichkeitsrechnung. 1—2. 2. Aufl. (Math.-physikal. 
Bibliothek, hrsg v. W. Lietzmann & A. Witting. 4 & 33.) — 1:56 pp. 8. 
1919. -M. 1: —; 2:52 pp..8. .1919.. M.. 1: —. 

1: Grundlehren. Einleit. Grundlehren d. Wahrscheinlichkeitsrechn. Verwickel- 
tere Fälle u. Gesetzmässigkeiten. Die Anwendungsgebiete d. Wahrscheinlichkeitsrechn. 
Mathemat. Anhang. Antworten zu d. Fragen im Texte. Kurze geschichtl. Bemerk. 
üb. die im Texte erwähnten Mathematiker. 

2: Anwendungen. Vorbemerk. Ausgleichungsrechn. Statistik. Kollektivmass- 
lehre. Anw. d. Wahrscheinlichkeitsrechn. auf physikal. u. kosmolog. Fragen. Schlussw. 
Antw. zu d. Fragen im Texte. 


MÜLLER, Ewir, Lehrbuch der darstellenden Geometrie für Technische Hochschu- 
len. Bd. 2. H. 1. 2 Aufl. Mit 140 Fig. — VII+129pp.s. 1919. M. 5:40 geh. 
Kotierte Projektion u. Dachausmittlung: Darstellung v. Punkten, Geraden u. Ebe- 
nen u. Lósung d. sie betreffenden Grundaufgaben. Die Geländefläche u. d. Lósung der 
sie betreff. Aufgaben. Dachausmitttlung. — Normale Achsonometrie: Zeichnen normal- 
achsonometr. Bilder. Hauptsätze üb. Normalrisse rechtwinkl. Achsenkreuze. Lösung 

d. Grundaufgaben in normaler Achsonometrie u. Darstellung krummflüchiger Körper. 
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Perry, Jon, Höhere Mathematik für Ingenieure. Autor. deutsche Bearb. von 
ROBERT Fricke und Frirz Stcutine. 3. Aufl. — 450 pp. 8. 1919. geh. 
M. 20: —, geb. M. 22: 

Einleit. Kap. I. x". Kap. EL. e* und sin x. — Schwierigere Aufgaben u. Lehrsätze. 

I: Graphische Darstellungen u. Koordinaten. Begriff d. Funktion. Uebungen 
in Kurvenzeichnen. Gedämpfte Schwingungen. Analyt. Untersuchungen einfacher Me- 
chanismen. Die Gerade als Darstellung einer Gleichung.  Aufg. üb. die gerade Linie. 
Von d. Aufstellung empirischer Formeln. Berechnung d. Steigung einer Geraden. Be- 
eriff d. Differentialquotienten. Mittlere Geschwindigkeit, insb. bei freiem Fall. Grenz- 
wert d. mittleren Geschwindigkeit. Geschwindigkeit eines Eisenbahnzuges. Begriff u. 
Bezeichn. d. Beschleunigung. Best. d. Beschleunigung durch Rechnung. Differentiation 
d. Funkt. y — ax? Zweimal. Different. u. Differentialquotient von ax?.  Gleichform. 
beschleunigte Bewegung etc. etc, 

II: Das Zinseszinsgesetz. Differentiationsregel d. Exponentialfunkt. Aufgaben zur 
Differentiation u. Integration von e**. Techn. u. andere Beispiele zur Exponentialfunkt. 
Barometrische Hóhenmessungen. Harmon. Funkt. Differentiation u. Integration von 
sin x. Differentiation von cos x. Induzierte elektrische Spannung in einer im magnet. 
Felde rotierenden Metallschleife. Oberschwingungen in einer Wechselspannung.  Dre- 
hende Schwingungen unter d. Einflusse einer Richtkraft. Aufgaben. Kreuzkopfbeweg- 
ung einer Kolbenmaschine als Beispiel einer harmon. Funkt. etc. etc. 

III. Differentiation einer Funkt. f(x), eines Produktes a.f(x) u. einer Summe. 
Differentialquotient eines Produktes von zwei Funktionen. Diff. quot. eines Quotienten 
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SURFACE TRANSFORMATIONS AND THEIR DYNAMICAL 
APPLICATIONS. 


By 


GEORGE D. BIRKHOFF 


of CAMBRIDGE, Mass., U. $. A. 


A state of motion in a dynamical system with two degrees of freedom 
depends on two space and two velocity coórdinates, and thus may be represented 
by means of a point in space of four dimensions. When only those motions are 
considered which correspond to a given value of the energy constant, the points 
lie in a certain three-dimensional manifold. The motions are given as curves in 
this manifold. One such curve passes through each point. 

Imagine these curves to be cut by a surface lying in the manifold. As the 
time increases, a moving point of the manifold describes a half-curve and meets 


the surface in successive points, P, P',.... In this manner a particular trans- 
formation of the surface into itself — namely that which takes any point P into 
the unique corresponding point P' — is set up. 


This fundamental reduction of the dynamical problem to a transformation 
problem was first effected by Poincaré and later, more generally, by myself.' 
In order to take further advantage of it I consider such transformations at length 
in the following paper, which appears here by the kind invitation of Professors 
MıTTAG-LEFFLER and NóRLUND. The dynamical applications are made briefly 
in conclusion. These bear on the difficult questions of integrability, stability, 
and the classification and interrelation of the various types of motions. 


Chapter I Formal Theory of Invariant Points. 


$ 1. Hypotheses. 


For the present we shall confine attention to the consideration of a one- 
to-one, direct, analytic transformation 7 in the vicinity of an invariant point of 


1 Dynamical systems with two degrees of freedom. Transactions of the American Mathematical 
Society, vol. 18, 1917. 
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the surface S undergoing transformation. Hence, if w, v be properly taken 
coördinates with the invariant point at 4 —v-— o, the transformation may be 


written 
wu, =au+but+---, 
(1) 


OCU AVE 


where the right-hand members are real power series in u, v (i. e. with real 
coefficients), where »,, v, are the coórdinates of the transformed point, and where 


(L0. — vcs 0. 


— 
D 
— 


More generally, the notation (wz, vg) or Py (k— 0, +1, + 2,...) will stand 
for the point obtained by applying the kth iterate (power) of 7 to (u, v) or P. 

Furthermore it will be assumed that there exists a real analytic function 
Q(u, v), not zero for u —v — o, such that the double integral 


| | Q(u, v)du dv 
has the same value when extended over any region as over its image under 7. 
Following a dynamical analogy such a transformation will be called conservative. 
Aleo Q will be termed a quasi-invariant function of T. 

An explicit form for the condition that a quasi-invariant function must 
satisfy is well-known! and may be readily derived. If the double integral be 
expressed in terms of the new variables u,, v,, it takes the form 


| | Q(u, v) [s Durante 2. Ja dv,, 


du, dv, Ou, dv, 





. uv 


where the integration extends over the image of the given region under 7. 
Since the given region is arbitrary, and since by hypothesis the last written 


integral has the same value as | | Q(u,, v,) du, dv, taken over the same region, 


we infer that the two integrands are equal. But the Jacobian of u, v as to 
u,, v, is the reciprocal of the Jacobian of w,, v, as to u, v. Hence we obtain 


du, dv, Av, du, 
du 0v du dv 


(3) Q(u, v) — Q(u,, | 


1 Cf. E. Goursar, Sur les transformations ponctuelles qui conservent les volumes. Bulletin des 
Sciences Mathématiques, vol. 52, 1917. 
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Conversely, if Q{u,v) is a real analytic function, not zero for u—v—o, 
and if (3) is true, it follows at once that Q is a quasi-invariant function. 

If there exists a second quasi-invariant function Q' not a constant multiple 
Q' 


zero for u—v-— o. Moreover, if any quasi-invariant function be multiplied by 


of Q, it is clear that the ratio is an analytic invariant function of T, not 


such an invariant function, the product is clearly a quasi-invariant function. 
When a conservative transformation 7' has an analytic invariant function 
(not a constant), the transformation will be said to be integrable.' 
A transformation T remains conservative under a change of variables, say 
from u,v to u, v. The quasi-invariant function Q is thereby modified to a 
function Q obtained by multiplying Q by the Jacobian of u, v as to u, v. 


$2. Preliminary Classification of Invariant Points. 


We first make an evident and well-known preliminary classification of in- 
variant points which is wholly based on the nature of the linear terms in the 
power series for w,, v,. Under real linear change of variables these first degree 
terms are transformed among themselves without reference to terms of higher 
degree. Consequently the theory of linear transformations applies to these terms. 
According to this theory the classification depends largely upon the nature of 
the roots of the quadratic equation in 0, 


9? — (a 4- d)o - ad — bc — o. 
In the case at hand this equation is a reciprocal quadratie equation, i. e. 
(4) ad — bc — x. 
For if w= v—0, we have Q = Q, » o and also 


du du dv dv 
lg, —!=b, ~’=c, ——d. 
du dv Ou Ov 


Thus from (3) the stated equation (4) follows. The roots of this reciprocal 


( 
equation will be designated as o and : 





1 It should be observed that the definition refers to the vicinity of an invariant point. 
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bi 


There are the following three cases to consider. First, o may be real with 
a numerical value not unity; T can then be taken in the normal form 


m--n-2 


ab 
T \ 
= Vu um pr, 


mn 
m+n=2 


0 


bi 


| UT eres u 19 > Deo v", (o 7 cle 1), 


We subdivide this case according as o is positive (case I’) or negative (case I"). 
Secondly, o may be complex and so of modulus 1. With this case we group 
that case o— +71 in which the two elementary divisors are distinct. Here 7 
may be taken in the normal form 


- 
i il ; ; EM ve 10\ 
u =u cos Ü — v sin 0 + > DUAL (o — e WS 


[ 
^ 
| m+n=2 


IT. 


oo 
| v, =u Sin Ü + v cos 0 + > pan umen. 


m+n=2 


; 2 lod E 2 : B^ 
It is convenient to subdivide case II into the irrational case II’ when —— is 
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irrational, and the rational cases II' when 0 — o, and II" when zm with = 
not an integer. Case II" yields the case o=ı; and II", the case o — — 1. 


Thirdly, we have that case in which the two elementary divisors are not distinct; 
here 7 may be taken in the normal form 


[ee] 
LS Vote iq 2 fuat. v^, (o EXER 
m+n=2 
III. 4 
x 
2 
dv, = + v + du + > yh umen, (d # o). 
mtn=2 
We subdivide this case according as o — 1 (case III) or o — — 1 (case III"). 


If only linear terms are present in w,, v, we obtain the linear transforma- 
tions: 


I 
T. u,— QU, = V, (or^ +1), 


bi 


Jut u =u cos  — v» sin 0, v, = uw sin 0+ v cos 6, 


TII: WQ— EU, UV = +v+du, (d = o). 
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These may be regarded as furnishing a first approximation to the corresponding 
general types. According to our, definition all three linear transformations are 
conservative with Q — 1 a quasi-invariant function since areas are left invariant. 
Furthermore these cases are integrable with invariant functions uv, u?+v?, u? 
respectively. 

In the first case a point P will move on a hyperbola wv -— const. upon 
successive application of 7’ or T' ; (u, v being taken as rectangular coördinates); 
in the third case P will move along a pair of parallel lines #?— const. Unless 
the point P lies on the degenerate hyperbola uv — o in the first case, or on the 
pair of coincident straight lines w?— o in the third, P will recede to infinity 
upon successive application of 7Z or T_ı. When P lies on the degenerate hyper- 
bola in the first case, it will approach the invariant point (o, o) upon successive 
application of 7 or else of 7—;, and recede to infinity upon application of the 
inverse transformation. In the third case all points of the line u = o are invariant 
or are reflected into points of the same line on the other side of (o, 0), according 
as the + or — sign is used. 

On the other hand, in the second case the transformation is a rotation 
about (o, o) through an angle 0, and every point P remains at a fixed distance 
from (o, o) upon successive application of 7' or T_}. 

The essence of the distinction here existing is brought out clearly by means 
of the following fundamental definition: if a neighborhood of an invariant point 
can be so taken that points arbitrarily near the invariant point leave this neigh- 
borhood upon successive application of T (or of 71), the invariant point is 
unstable; in the contrary case the invariant point is stable.! 

Thus the linear transformations I, III are unstable in this sense, while 
those of type II are stable. 


$5. An auxiliary Lemma. 


Before proceeding to the consideration of formal series for uz, vx (k — 0, 
+1, +2,...), we will establish the following obvious but useful lemma: 
Lemma. The linear difference equation of the first order in y(k), 


y(k +1) — oy(k) = cl ke, 


1 See T. Levi-Civira, Sopra alcuni criteri di instabilità. Annali di Matematica, Ser. III 
vol. s, 19or. 
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(c, c, À real, and ; a positive integer or zero) admits a solution 
À* (real polynomial in & of degree 1) 
if À o0, and otherwise a solution 
4% (real polynomial in k of degree u +1). 
Suppose first that 47 c. Let us make the substitution y — 4*w, when the 


difference equation takes the form 


w(k + 1)— i w(k) = ; kee. 


v 


If we write 
w= wl) ku + aoû) ke =u +. + wit), 


we find that w will be a solution if the following conditions are satisfied 


© 
wu) + [ => | w) —o, 


— A wh) —)0ù 


v 


w + wil) +... + I 


On account of the assumption made, we see at once that these equations determine 
real quantities 2), w),..., w in succession, and lead to a solution of the kind 
specified. 





If 4=o a slightly modified argument applies. Here we write y — 4*w as 
before, and then 
w= w) kit + wi) ke + aus + DRM 


The conditions on the coefficients take the form 


C 
(+r) wO = 3° 


(u+r)u 
ee av 9) + u wh) =0, 


wo) U aoû) +... + we — 02 


These equations determine real quantities w®, w!),..., w in succession but 
leave wl+) undetermined, although it is to be taken real. 


-1 
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$4. Formal Series for u;, v;. Case I. 


By iteration one can obtain convergent series for vx, vx in terms of u, v. 
In case I the linear terms of these series are evidently ou, o-*v respectively. 
This fact suggests that higher degree terms may be similarly given an explicit 
form in £, and we shall show this to be the fact. 

If u,, v, are real series of the form I with oo (case I), ux, vx may be 


represented for all integral values of k in the form 


oo 
[ ZN \ ‚(k) m m 
Ur: o" wu t2 RAUB 
T m+n=2 
ite | 


oc 
oem SR V ap) m 4n 
Uk 9 U 2 ST uv, 


m+n=2 


where gp), , WW, are real polynomials in o^, 97^, k of degree at most m+n in these 
variables. 

Let us consider first the quadratic terms in the series for uz, vx. 

If in uz, v; we replace wu, v by u,, v, respectively, we obtain uwu;41, vei by 
definition. By comparison of coefficients in I, above, this leads to the equations 


(he — dE fe pe k k-rly-——ÀE —2,r(k 
enteo, DET, Peep. te ot, 


c — p— c 7 — pk k k+1) —g—k —2 hk 
WED d gU, RD m qe VO, VERI QT + qnt ut. 


The first three of these equations are obtained by comparing the coefficients of 
1), uv, v? respectively in uz4i(w,v) and wx(u,,v,); the second three are found by 
a like comparison of v;41(u, v) and vx(u,,v,). 

By considering ~®,, w®, with m+n—2 as undetermined functions of the 
index £k, it is clear that these six equations constitute six difference equations 
of the type treated in the lemma of $ 3. 

Moreover these equations suffice to determine these six functions fully for 
all integral values of k if their value is known for any particular &. In the case 
at hand we have of course gl), — y) — o for all m and n, since u, — u, % — v. 

According to the lemma we can find explicit solutions of these difference 
equations of a very simple type, namely constant multiples of o* for the first 
three equations, and of o—* for the second three equations. Also the six reduced 
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homogeneous equations obtained by removing the first term on the right in the 


six equations admit the following respective particular solutions: 
2k "ok. oth [2k 
DENT, DEN o? err ones. 


By adding real constant multiples of these solutions to the respective 
solutions of the non-homogeneous equations, we find a new set of particular 
solutions vanishing for b — o as desired. 


In this way we obtain the explicit values of gl, WwW for m n —2: 


Rs DE ee k _—_n-2k 
pa a Pao(@ E =) , qu T ff 11 (ol gu) , qu) ZI Pos (o 0 ) : 
= e—e = QUT ii LE 





N mA xsi — 9% 
it) — Vas (e (ae c ay essa o I) 3 ys Vea LOU) 
120 — p? , T 11 Q-!—1 E g !—p- E: 


12! 


We proceed to show that explicit expressions for mp, y) of the type 
stated exist also for m-- m -— 3, m+n — 4,... in succession. 

To begin with, we write the equations obtained by a comparison of the 
coefficients of uv" in wry1(u,v), ur(u,,v,) and wyi(u, ©), vx(u,,v,) in the 
respective abbreviated forms: 


(k+1) — pk m —n p(k) 
Pan 0 un xis 0 On d: P n? 


UE) — g—k yy m-—n yy) 
Um n o Y mn + D y an n alg Qu n° 


The expansions cf plu, and o-^v, in w;(u,, v,) and vz(u,, v,) respectively yield 
the first terms on the right in these equations. The second terms arise from the 
expansion of g) u" v^ and w wy in the same functions. Tbe last terms arise 
from the expansion of gÜ,utv and v ut v? respectively, with «+ 8 «mmn; 
thus Pmn E Qmn are linear and homogeneous in PY, vt) respectively, with 
real coefficients, polynomial in o, 0, Quy», Wu + v4 ed B). 

Suppose now that we take m+n=3 and assume that the explicit expres- 
- k p: : : i 
sions for pe (a + p — 2) are substituted in Prin, Qun. The above equations become 
linear difference equations in q(? , Ww. Furthermore, it is clear that these 


n 


equations, together with the fact that q (9, , Y vanish, determine these variables 
completely for all integral values of k. 


By a similar process to that employed in the case m 4- » — 2 we may arrive 
now at explicit expressions (9 ap») à = 
t explicit expressions for gl), y) in the case m+n—3. 
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In this new case we have a non-homogeneous part composed of more than 
one term. But each term is of the form c/*k“ occurring on the right-hand side 
of the equation of the lemma ($ 3), since the non-homogeneous part is a polynomial 
in o*, o—* of degree at most 2. 

If we add together the various particular solutions corresponding to each 
of these terms, as given by the lemma, we obtain a solution of each difference 
equation for m+n=3 in the form of a real polynomial in o^, o^, k, of at most 
the third degree in these variables. 

The corresponding homogeneous reduced equation has a solution gm = mE, 
If a suitable real constant multiple of this solution is added to the above parti- 
cular solution of the non-homogeneous equation, a new particular solution is 
obtained which vanishes for k — o. Solutions of this type are real polynomials 
in o^, 97^, k of degree at most 3 in these variables, and form the desired 
expressions. 

Proceeding indefinitely in this way we establish the truth of the italicized 
statement for m--m—3, m+n=4,... 

It is obvious that the coefficients in the polynomials pm), v® are them- 
selves real polynomials in the coefficients of the series w,, v,, save for divisors 
of the form 0*— o? where « and 9 are unequal integers. 

In the later discussion it is convenient to bring back the case I" (o <o) to 
the case I’ by means of the following remark: 

If w,, v, are real series of the form I with o « o (case I"), then u,, v, are of 
the form I' treated above. 


$ 5. Formal series for uz, vx. Case II. 


Next let us consider series of type II in the general case when # is incom- 
mensurable with 2;r. 


: 10 : : 
If u,, v, are real series of the form II with 5g irrational (case 11'), ux, vx may 


be represented for all integral values of k in the form 


oo 
fus =u eos kÓ — v sin k0 + > qU vm yn, 


mn 
m+n=2 


II. 


5 
. u , 
vi = w sin kÓ 4- v cos k0 + V QU) um pn, 


m+n=2 


where p® , V) are real polynomials in cos k0, sin E0, k of degree at most m+ n in 


these variables. 


t2 
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Let us introduce new variables 4, v, namely 
u=u+y-ıIv,v=u—V—ıdv. 


The equations II give series for «,, v, in terms of u, v, which are of the form I 
with o — eV —14. 

Now the lemma of $ 3 can evidently be extended to the case when 6, c, À 
are complex constants. Here of course the polynomial factors in the solutions 
are no longer real in general. Hence the same formal treatment of uz, v; is 
posssible as was made in case I' for u;, v;; in fact for the case at hand none of 
the divisors o^— o? are o so that the solutions are precisely of the same form. 
Thus uz, v, can be expressed as power series in uw, » with coefficients ga, 
QU) of wre” respectively, polynomial in o^, o^, k of degree not more than m+n. 

Recalling the simple relation between u, v and u, v, and utilizing the 
trigonometric form of o*, o—” we arrive at series u;, v; of the desired type, save 
that the reality of the polynomials q(? , ~ is not established. 

Although an inspection of the actual formulas employed would establish this 
reality, it suffices to note that, since uz, v; are real power series, the real parts 
of gy , Ww constitute real polynomials of the type required. 

In the rational case II, 0 — 0, series of type II are also of type I with 
o—1. Consequently the method of § 4 leads at once to the conclusion: 

If u,, v, are real series of the form II with 0 =o (case II"), uy, vx may be 
represented for all integral values of k in the form 


oo 
= (Kk) m ayn 
Uk ut} Prin #7 v, 
mne? 


TI 
on 
Y ^ 
v= v +> WH) ym yr, 


mn 
m+n=2 


where yp, , Ww are real polynomials in k of degree at most m+n— 1. 
The rational case #0 can be brought back to the case 0 — o: 


: : 0 4 
If u,, v, are real series of the form II with sa = ( 
are of the form II". 


There are series similar to Il’; in the general rational case, but we do not 


case II"), then ug, vq 


need to use them. 





1 This fact has been noted by C. L. Bovrox, Bulletin of the American Mathematical Society, 
vol. 23, 1916, p. 73. See also A. A. Bexxerr, A case of iteration in several variables, Annals of 
Mathematics, vol. 17, 1915— 1916. 
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$6. Formal series for uz, v;. Case III. 


Finally we have to consider case III: 
If u,, v, are real series of the form III with 9 =x (case III'), uy, vx may be 
represented for all integral values of k in the form 


oo 

— (4) m ayn 

uy = U + > Qu unos, 
mtn-2 
Ill’. 
on 

; Ir In hc) T ym 
Vi. v kdu-- Y yeu 2% 


l m+n=2 


where g%,, Ww) are real polynomials in k of degree at most 2 m-- n — 1. 


mn 


We propose to deal with this case by reducing it to the case II" as follows. 
Write 


HD U = 


and let us make this change of variables in the given transformation. We obtain 


ud, = uv+ Y p 


m+n=2 


Mm ,9m n 
mn V 0 


oo 
N) E / m m+tn 
Qu +duv+ €, „u v : 


m+n=2 


Now the right-hand member of each of these equations contains v as a factor. 
Hence, dividing the first equation, member for member, by the second, we find 


the equivalent equations 


U,= Ut $3 quu my 


m+n=2 


mn 
m+n=2 


oo 
— - u — 
v,—00-4 Wap um v^, 
"d G 


which is formally of the type II. Hence by our result in $ 5 we may write 
for all integral values of k 
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oo 
up auc 2 ph wm vn, 


m+n=2 


nD 
vy, = vd D Ue au" v", 


m+n=2 


where q(9 , w are real polynomials in k of degree at most m+n—1. 


nn? 'mmn 


Multiplying these two equations together, member for member, we get 


oo 


se H i 
Uj: Uk = UV +> gU) mn 


"mn 
m+n=2 


where #4), is a real polynomial in k of degree at most m+n—2. Compare this 
equation with that for w; as a power series in #, v, and so in u, v. The two 
series must be identical so that the exponent of v must be at least as great as 
that of w in every term. Hence z/? vanishes identically for » € m. Consequently, 
if we write 

9. => un mtn? 


we have u, expressed in the stated form. 
Likewise, if we compare the series for v; with that for v;, we are led to 


see that y) vanishes identically for » « m and to write 


V paco y Me m+n? 
so that v; is of the stated form. 

It may be observed that all of the series employed converge for w, v suf- 
ficiently small in absolute value. This fact justifies the method of formal com- 
parison employed. 

The case III with o— —1 is taken care of by the following remark: 

If u,, v, are real series of the form IIl with o — — x (case III"), u,, v, are of 
the form II". 


$ 7. Uniqueness of series for uz, vx. 


The following is easily proved: 
Lemma. Unless o is a root of unity, a polynomial in o*, o7*, k, o!, o7! 0, ... 
cannot vanish for all integral values of £,7,..., without vanishing identically. 
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If possible, suppose that the lemma is not true when there is a single 
variable k, i. e. suppose that there exists a polynomial in e, o-*, k which 
vanishes for all integral values of & without vanishing identically, although o is 
not a root of unity. 

In the first place we cannot have |o|? r. For in this case divide the 
hypothetical polynomial by the highest power of o^ which appears explicitly. 
. Let k take on larger and larger integral values. All of the terms of the modified 
polynomial tend to zero save the term formed by the coefficient of this highest 
power, inasmuch as o* becomes infinite more rapidly than any power of k. This 
coefficient is itself a polynomial in & which is not identically o. Hence it cannot 
approach o as Æ becomes positively infinite. But, since the hypothetical poly- 
nomial vanishes for all integral %, this is absurd. 

The possibility |o| «1 is disposed of similarly by dividing through by the 
highest power of o-^ which appears. 

Hence we have |o| — 1 and may write o —eV —10 where 0 is real. Here we 
fix upon the coefficient of the highest power of k which appears in the hypo- 
thetical polynomial. An argument like that made above shows that this coef- 
ficient must approach o as k becomes infinite through integral values. However, 
this coefficient is a polynomial in cos £0, sin 40; and x is irrational since o is 


not a root of unity. Hence kV can be made to differ from an integral multiple 
of 2x by nearly any assigned quantity ¢ for large integral k. Thus the coefficient 
polynomial must vanish when £0 is replaced by the arbitrary real variable ¢. 
This is impossible. 

A similar proof disposes of the case when two or more variables enter. 

An application of the lemma shows at once: 

The polynomials ga, , v® of §§ 4, 5, 6 are unique. 

In fact it is clear that the difference of two such polynomials with the 
same subscripts m, n vanishes for all integral k. But these polynomials are of 
the type dealt with in the lemma, and must therefore coincide. 


§ 8. The formal group for 7T. 


The various integral powers of the transformation 7' combine according to 
the rule 7; 7; — T;,;;, where k and / are any integers whatever. 

In the preceding sections we have been led to real formal series giving 7 
for all integral values of k in the cases I', Il’, II", III', to which all other cases 
were reduced. 
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The formulas 


(6) uj (ur, vj) = wxei(u, v), vy(ur, vi) = vri(u, v) 


hold for all real values of k and I. 

The content of this statement is wholly formal of course. 

In the cases IT", III' its truth is at once obvious. The equations (6) stand 
for an infinite number of ordinary polynomial relations between the coefficients 
pu, y), pu, WO, gern, (a) which are known to hold for all integral values 


mn’ ‘mn’ !mn? ' mn? 


of k and !. Since these coefficients are themselves ordinary polynomials in k, /, 
these relations hold identically. Similar reasoning, based on the lemma of $ 7, 
shows that the statement is also true in cases I', II'. 

From the italicized statement thus established it appears that we have to 
deal with a one-parameter continuous group of formal transformations and that 
k is an additive parameter for the group.! In treating of its properties we need 
a few of the general formal ideas for such groups. 

We shall write formally 


Óv| 


(7) du FF ee 


so that we have the following table: 


(I) du—uloge+:.:, du ——v log p +... 
(IE, óu— —0v4--, dv=Ou+t---, 


(8) (QI), óu — qui --, dv= Wy ui 


TS | d d? 
| (IT), du = (P2 Pu + Po s, du= du +... 


The series du, dv are real formal power series in uw, v. 
The series uy, vx satisfy the formal differential equations 


dvi 
dk 


d Uk 


(9) dr = dv(ux, Ux), 


— du(ux, vi), 
and the initial conditions u, — u, v, — v; conversely uz, vy are formally determined 
by these equations and. conditions. 








1 Tm" N 3 3 
C. L. Bourox observed these facts in case II", loc. cit. 
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To begin with, by differentiating the first equation (6) formally as to k 
and noting symmetry, we find 


d 1 
dk uy (ur, vi) = ag ere, v) = Tu un. Uk). 


Putting /— o and recalling the definition of du we obtain the first of the diffe- 
rential equations (9). The second equation may be deduced in like manner. 

The initial conditions wu, — u, v, — v are clearly satisfied. 

Conversely, if we write w;, v; as power series in w, v without constant term 
and with coefficients which are undetermined functions of k, and substitute in 
the differential equations, we get at each step linear differential equations of 
the first order in these coefficients. When joined with the condition that all 
of these coefficients are o for k=o, save the coefficients of uw in u, and of v 
in v, which are 1, these equations successively determine the coefficients. 

These facts explain the complete analogy between the classification of trans- 
formations 7' near an invariant point and the classification of differential equa- 
tions of type (9) at a point à» — 0v — o. This analogy was noted by PoINncARR.! 


$9. The invariant operator L(w). 


We shall now define the invariant operator L(w): 


_ Ow dw » 
(10) L(w) = du an Ov d 





It is clear the ZL(w(u, v)) is the formal derivative of w(ux, v;) as to k for k — o. 
Consequently L(w) is unaltered (formally) by a change of variables. The fund- 
amental property of this operator is expressed in the following statement: 

The necessary and sufficient condition that a formal series F be invariant under 
T is that L(F) —o. 

First, this condition is necessary. In fact, if F is an invariant series we 
have F(u;, vx) = F(u,v) for all integral values of &. Hence, by the lemma of 





! Sur les courbes définies par les équations différentielles, Journal de mathématiques, ser. 3, 
vols. 7—8, 1881—1882 and ser. 4, vols. 1—2, 1885—1886. The analogy was explained partially by 
means of a limiting process by S. Larrés, Sur les équations fonctionelles qui définissent une courbe 
ou une surface invariante par une transformation, Annali di Matematica, ser. 3, vol. 13, 1907. 

? This is the »symbol of the infinitesimal transformation» in the terminology of Lig. 
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7, this relation holds for all values of k. Differentiating as to k and taking 
— o, we find L(F)=o. 
Secondly, this condition is sufficient. For if L(F) =o we find, using (9), 


$ 
k 


d n voee ERROR OF (ux, vy) dex 
dpi NRL TES or ee Ov," "dE 


= L(F (ux, v%)) Ur 


Hence we infer that F(u;, vx) is a power series with coefficients independent 
of k. Putting k —o we get F(ux, vx) = F(u, v), and in particular F(u,, v,) = 
F(u,v). That is, F is invariant under 7. 


$ ro. Existence of invariant series. 


In $$ 2—9 the fact that T was assumed conservative did not enter, save 
that we made use of the equation (4). We shall now prove the following: 

Any conservative transformation T of the form I', II', II" or IIT leaves in- 
variant a real formal series F* defined by the equations 


(Ir) 





By multiplying together the equation (3) for u, v, for wu —u,, v—v,, ... 
for wu — uy 1, v = vy—1, We obtain 


du; Our 


du dv 
(3x) Q(u, v) = Qlur, vx) 

Ov, Ov 

du - “dv 


for any positive integral value of &. We employ the familiar rule for the 
combination of Jacobians in obtaining this result. Likewise (3;) holds for 
k =o and also for negative integral values of k, as is easily seen. 

Hence this relation (3x) will hold identically when the formal series for 
Ux, vx are substituted. This follows from the lemma of § 7. 

Differentiating with respect to k and setting b — o, we find 


— 
H 
l2 

— 


Pa Ü j Ü N 
o— 4, (Q9) 5, (909). 


u 
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Here we have employed the definitions (7) of du, dv and we have made use of 
the fact that the Jacobian determinant reduces to 


for k — o. Now consider the terms of a particular degree in Qdu and — Qov. 
These homogeneous polynomials p and g have the property 


dp | 0g 

du dv 
deduced from (12). Hence there exists a homogeneous polynomial r of degree 
one higher such that 


a Or Or 


P Go IT du 

The sum of the polynomials r of all degrees (>2) is the formal series F* 
required. 

From the equations (rir) we have immediately Z(F*) = o, so that by § 9 
the series F* is formally invariant under 7’. 

If a change of variables from u,v to U, V be made, the series F* for the 
new variables can be obtained by direct substitution. For, from the equations 
(11) we find 





aF*0U  aF*OV Quis re 
3U du (al ie oi Lot ji vor) 
O0F*OU  0F*0V Ov, Ot 
Douai À [ao3 + apo? |: 
ait. ; ; dv a . du 
Multiplying the first of these equations by ay” and the second by av’ and 


adding, we find 





0 F* Ou dv du dv 
Zi LL. JU 
ay =o shay eae ees 


But the quasi-invariant function for the new variables is the product of Q(w, v) 
and the Jacobian of uw, v as to U, V ($ 1). Hence the equation last written 
shows that F*(u,v), regarded as a formal series in U, V, satisfies the first 
equation (xr) for the new variables. Similarly the second equation (rr) is seen 
to hold in these variables. 
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From the equations (8) and (11) the explicit forms of the series F* are 


immediately evident: 
(lI) F*—=uv logo +: 


[ 
| | 6 
| 


(II), P*—-—-(u* 4 và) +... 
(13) Mr. I 
(TEL) p*--— ; Uno US Te 
3 
(ED), pe ura ee 


It is apparent that any formal power series in F* furnishes an invariant 
series. 

In order to determine to what extent the existence of formally invariant 
series for a transformation I', II', II", III’ is characteristic of conservative trans- 


formations we need to make a digression. 


$ rr. Factorization of formal series.! 


We consider formal series without constant terms. Such a series will be 
called prime when it cannot be expressed as the product of two others. Since 
the lowest degree of any term in a product is the sum of the lowest degrees 
for any terms in the factors, any formal series can be decomposed into prime 
factors in at least one way, and the number of such factors cannot exceed the 
degree of the initial terms of that series. 

Two factors, either of which can be obtained from the other by multipli- 
cation by a formal series with constant term, are regarded as essentially equi- 
valent. Since products and quotients of formal series with constant terms yield 
series of the same type, the propriety of this convention is obvious. 

By a linear change of variables any series G(u, v) can be given the form 
cv" + ---,¢#0, where the indicated terms are of degree at least n. Any pos- 
sible factor of G is readily seen to have the same prepared form. Also WEIER- 
STRASS’s factorization theorem holds formally, i. e., we may write G — E H where 
E is a power series with constant term c and H is a power series, v^ + ---, in 
which v does not occur with an exponent as large as m after the first term. 


1 1 
Now let us determine the formal series S(u*) in powers of u* which satisfy 
the equation Æ — o, and let us proceed at each step of this determination pre- 


' Of. W. F. Oscoop, Factorization of analytic functions of several variables, Annals of Mathe- 
matics, vol. 19, 1917— 1918. 
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cisely as though H(u,v) were a polynomial in u,v. The well-known method 
for doing so yields higher and higher terms of such series, with Y«=n. 

At first sight it might seem conceivable that this process breaks down at 
some point so that it is not possible to proceed further. But, since the process 
used involves only a finite set of terms of H at each stage, the same difficulty 
would necessarily arise if H were broken off at some advanced term. This is 


absurd since then we are dealing with a polynomial. Thus we obtain a contra- 
i 
diction. Consequently we can obtain formal series of the stated type in u“ 


which, when substituted for v, reduce H to o. The initial terms in these power 
series are at least of the first degree in w. 
Let w be any «th root of ı and consider 


Il Mi (v —S (o «»)] : 


e 


This product is precisely H, at least if H is a polynomial in u as well as in v. 
By breaking off H at an advanced term and employing a limiting process, we 
infer that the same is always true. 

The bracketed products involve only integral powers of u as well as of v, 
and are prime factors of G. Indeed, if such a product P is not prime, its 
component factors are of prepared form and may be decomposed as G has 
been. But any new series S so obtained must fail to reduce P to o when we 
write v — S. This is absurd. 

For a similar reason it appears that, if a prime series divides a product, 
the series must divide one of the factors. 

It follows that, as far as the fundamental theorems of decomposition are con- 
cerned, the situation for convergent series carries over directly to divergent series. 


$ 12. Condition for conservativeness. 


We are now in a position to prove the following: 

A necessary and sufficient condition that a transformation T given by real 
series I', II', II", III' (but otherwise unrestricted) be conservative is (1) that there 
exists a real invariant series F of lowest terms one degree higher than those of 
du, dv and containing each common prime factor of du, dv to precisely one power 
higher than it appears as a common factor in du, dv, and (2) that the formal 
power series given by the equal ratios 
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OF OF 
dw du 
Ou’ Ov 


converges. 

Before entering upon the proof, it may be observed that an inspection of 
du, dv as given by (8) shows that, in the cases I, II’, du and dv have no 
common factor. In these cases the condition (1) reduces to the condition merely 
that there exists a formal series F with lowest terms of the second degree. It 
will appear later that dw and dv admit of a common factor only in the extra- 
ordinarily special cases II", III’ when there exist curves through (o, o) made up 
of invariant points. 

We first prove the conditions mecessary. 

We take PF — F*. The equations (ir) show that this invariant series has 
lowest terms of degree one higher than the terms in du, dv of least degree, 
inasmuch as Q possesses a constant term. 

From the equations (rr) it follows also that the ratio series of the italic- 
ized statement converges to Q. It remains to show that F* contains the 
common prime factors of du, dv to a power one higher than these occur as 
common factors of du, dv. 

Let P^ be the highest power of any such prime P occurring in du, dv. 
By (11) we have 





ED : OFT pup 
du dv 
where either a or b is prime to P. 
: à O0 F* ONT ie 
If F* contains P to higher than the (k + r)th power, NUT and "do will 


contain P to higher than the kth power. This is in manifest contradiction with 
the equations last written. 

If F* contains P to a power m with o<m<k+1, and if we write 
F* = Pm@, we find 


4 3 
iG + poc En 
du du 


mG dP + pie — p**-np. 
dv dv 


: E t d j d 
Henee, since G is prime to P, both x and ao are divisible by P. At least 
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one of these partial derivatives is possessed of initial terms of lower degree than 
P, so that this possibility is likewise excluded. 

The statement under consideration is certainly true then unless, perchance, 
F* is not divisible by the prime factor P. We have merely to eliminate this 
possibility. 

]t was seen in the preceding section that we can write 


DE ell (v — 8 (our) ; 


when Æ is a formal power series with constant term, where S in an ascending 
power series in its argument, and where w stands for any nth root of r. 


1 
Now introduce the variable t= wu” instead of u. We have 


CE one 
Uitte Em 
Ore. : Eat )p* DIRE d 
while = is unaltered. Hence the partial derivatives dE and I are divis- 


ible by v — S(t). Let us effect a further change of variables from v, £ to w, z 
where w — v — S(t), z —t. Evidently one has 


OTE OF OR NOIRE cg redis, 
dw dv’ dz dt ‘ dv dt’ 











| F* )p* 
ee and oe are divisible by w. 


so that 
02 


) F* : : 
The fact that = is divisible by w shows that F* contains no terms in z 


alone and is divisible by w. 
Passing back to the variables v, 4, we infer that F* expressed as a power 
series in v, ¢ is divisible by v— S(t). It follows that F*(u, v) is divisible by 


v — S (u^) and by P of course. This completes the proof that the conditions 
stated are necessary. 

It remains to prove them sufficient. 

We may assume that an invariant series F* exists for which (11) holds in 
which Q is a convergent power series with constant term r. These equations 
follow at once from the second part of the italicized statement under considera- 
tion. Our aim is to show that 7 is conservative. 
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By direct differentiation and use of the formal differential equations (9) 











we obtain 
Quy Ou 
d du dv 
2Q (ur, vx) rng 
dk OU Ov | 
du dv 
dur; Our 
AQ (ux, Vx) , 0 Q (ui, vx) + 23, dd 
=; |‘ AN t E su (uis vi) + a 2 le vr) at 
| dur PUE êvx vx 
du dv 
0o u(ux, vx) 0 Ow (us, vy) dui PUE 
Zr dv du dv 
+ Q(ui, vr): ) u 
|| Oo m Pode, em) ots, n) 
qu dv ou 7 


But the first determinant in the final brace is the Jacobian of óu(ug, vi), vx 

with respect to w,v. This determinant may be broken up into the product of 

Jdu(uz., vx) 
Our 

of u;,v; as to u,v. Likewise the second determinant in the same brace may 


the Jacobian of du(ux, vi), v; as to uz, vx {which is and the Jacobian 


00 "T 5 
be expressed as the product of Sc) and the Jacobian of uz, v; as to u, v. 
k 


Hence we find that the right-hand member of the above equations reduces to 


dux Our 


à | 5 1 Ou dv 

ju; LO Quis vi) dur] + 5 —[Q (us, vx) dur] 
|Our OVE Ov, OVE 
du dv 


The first factor vanishes identically by (11). Hence the left-hand member of 
the above equation vanishes identically in k. Integrating formally we obtain 
(3x). For k=1 this becomes (3), which is precisely the condition that 7 be 
conservative with a quasi-invariant function Q. 

It is natural to call a transformation T of types I’, IT, II", III' formally 
conservative if there exists a formal series F satisfying the conditions in part (1) 
of the italicized statement. 

We may inquire precisely what condition the existence of formally in- 
variant series lays upon transformations 7 of these types. The ratio Q of the 
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italicized statement may or may not be convergent. If it is convergent, 


"n 


then | | Qv. v)dudv is invariant under T. If the ratio is not convergent, the 


double integral is only formally invariant. 
These considerations bring out the vitally close connection between conserv- 
ativeness and formally invariant series. 


§ 13. The formal vanishing of the Jacobian. 


To complete our treatment of formally invariant series we need to establish 
the formal extension of a well-known property of Jacobians: 

The Jacobian of two formal series in u,v without constant terms vanishes 
identically if and only if either can be expressed as a power series in the other or 
in fractional powers of the other.! 

It is immediately apparent that, if two functions A, B are so expressible 
one in terms of the other, their Jacobian will vanish identically. 

Suppose, conversely, that A and P are power series in u, v with vanishing 
Jacobian: 

JACOB 0A0B 
du dv dv du 


Both À and B are exact powers of base series for which it suffices to establish 
the functional relation. But the Jacobian for the bases also vanishes. Conse- 
quently we may confine attention to the case in which neither À nor B is an 
exact power other than the first. 

We begin by showing that À and B have the same prime factors. 

If this is not the case, suppose that À is divisible by a prime series P, 
while B is not. After a suitable preliminary change of variables, P is expres- 


1 
sible as a product of series v— S(ur) (§ x1). Now take new variables 


1, 1 
w= v—S(u), re 


The series À and B are power series in these variables without constant terms, 
and their Jacobian as to w,t is o by direct reckoning: 


! The presence of fractional powers means that the root indicated is to be formally 
extracted. 
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0A0B O0AOB 
— 18 


dw 0t — tw 


0 A. 


jt is divisible by w to a power at least as high. 


But A is divisible by w, and 


() 
Also E is divisible by w to a power at least one lower than A. Hence = 


is divisible by w. From this it follows that B is divisible by w. 

Proceeding to the original variables we infer that B is divisible by the 
prime factor P, contrary to hypothesis. 

Suppose that a prime factor P is contained p times in A and q times in B, 


and choose that factor for which ja o is as small as possible, and thus smaller 


p 


than for some other factor unless ^ is the same throughout. Except in this 


4 q . . * . L LH 
; = will yield a power series without constant term and not containing P. 
But the Jacobian of this series and A is easily verified to be o also. This is 


case 


q 
48 has not the prime factor P 


not possible by the argument used above, since Bu 


which A admits. 


= starts off 


with a constant term. But A and B are not exact powers so that we must 


We are thus forced to the conclusion that the power series 


have p=g. Consequently the prime factors of A and B occur with the same 
multiplicity in A and B. 


Now consider 
A — B (c4 €), (c & 0), 


where C is a power series without constant term. It is readily inferred that 
1 


q 
the Jacobian of C, B is o, and thence that, if C is an exact qth power, 3 is 
a power series with constant term. Hence we may write 

C = B1 (d + D), (d * o), 


where D is a power series without constant term. Proceeding in this way in- 
definitely we find 
A=cB+dBr+... 


This establishes the statement. 
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$ 14. The totality of invariant series. 


We may now prove the following: 
If F* is a qth power the most general invariant series is an arbitrary power 


series in peu. The inleger q is x unless all the prime factors of F* are common 
to du, Ov. 

The results of § 13 assure us that the most general invariant series can be 
represented as stated if the Jacobian of F* and any invariant series F vanishes. 
But we have L(F*)—0, L(F)=o, whence it appears that the Jacobian does 
vanish. 

If a <1 we may write F*— G4, and (11) gives 

0G 


0G 1 ; 3 
qGa-1 SER. = Qou, qGc 272 = — Qù v, 


so that all of the factors of G (and hence of F*) are common to dw and dv. 


$ r5. Conditions for Formal Conservativeness. 


At the very outset of the paper the condition (4) was obtained as a conse- 
quence of the fact that 7' was assumed to be conservative. There exist an in- 
finite set of similar conditions on the coefficients of higher degree terms in the 
power series u, and v,. These conditions may be found by use of the existence 
of invariant formal series. We illustrate the method in case I’. 

Since F* begins with a term wv log in this case, an invariant series P, 
also with first degree term wvlogo, can be written down without any other 
terms having equal exponents in w, v: 


oo 
F —uvlog o + > Fmnumvr, (m » n). 


m+n=3 


This series F may be obtained by writing F = F* + cF**? + ---, and choosing 
the arbitrary coefficients so as to eliminate terms with equal exponents. 
Moreover, it is easy to see that there is only one such series, since any 
invariant series can be expressed as in a power series in F* ($ 14). 
Now, when coefficients of w”v" are compared, the formal relation F(w,, v,) = 
F(u, v) gives a series of equations 
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dmn (01 n— TED (m + n3). 


Here P,, is a linear expression in the quantities /,; witha + 8 « m +n. Thus 
we determine Fm, for m 41-3; m+n=4,..., as polynomials in the coeffi- 
cients $54, Um, of the series for u,,v,. For m —n we have Pan 0% 

In the case I' the polynomials Pan in Pas, Wap (4 + B « 2n) vanish for n= 


Conversely, if these vanish we have a formally invariant series P, and 
formal conservativeness of 7 in consequence. 
Similar conditions for formal conservativeness can be found in the other cases. 


$ 16. Invariant formal eurves. 


Let f and g be two formal power series in a parameter {, without constant 
terms and not both identically o. Then we shall regard the equations 


as furnishing a formal curve through the point (o, o). If the series f, g converge 
for [{| small we have an analytic curve. 

Two curves of this sort will be regarded as identical if one can be obtained 
from the other by change of parameter t£ — /(r) where / is a formal power series 
in v or a fractional power thereof. 

A formal curve is regarded as real if the coefficients in / and g can be 
taken real. 

By means of T a formal curve of this sort is regarded as carried over into 
the formal curve 


u=u,(f(t), g(t), v—^w(f(t), g(t)). 


If this transformed curve is identical with the given curve wu = f(t), v — g(t) then 
the given curve is said to be formally invariant under T. 

The determination of the formally invariant curves is essential for our 
purpose. A fundamental division of types of invariant points will be made 
according as there do or do not exist curves of this sort given by real series. 
In cases I' Il, II", IIT the transformation 7Z will be called hyperbolic if 
real formally invariant curves exist, and elliptic in the contrary case. In cases 
II" or III", 7 is hyperbolic or elliptic according as 7, or T, (of type II") 
is one or the other. 
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If t, denotes the power series in ¢ or a fractional power thereof along the 
transformed invariant curve which relates its parameter and t, we have 


In virtue of the fact that the determinant of the coefficients of the first degree 
terms in w,,v, is not o (see (4)) we can show that the power series ¢, starts off 
with a first degree term in it. For suppose it commences with a term of higher 
degree. The initial term of one of the two right-hand members above will be «, 
where « is the lowest degree of any term in f or g. But the left-hand members 
will start off with higher degree terms, which is impossible. Similarly we may 
rule out the possibility that the initial term in £ is of lower degree than the 
first, by making use of the inverse equations 


f(t) = u—s(f(t,), g(t,)), g(t) — v-i(f(t,), g(t)). 


Hence /, is à power series in ¢ or a fractional power thereof beginning with a 
term of the first degree. 

If « is the degree of the lowest term in f or g (say in f), then from the 
corresponding equation (the first) we obtain on the left a series in £,, af? + ---, 
and on the right a similar series in t commencing with a term of degree not 
less than « and therefore of degree precisely « by the above. Extracting oth 
roots we conclude finally that ¢, can be expressed as an ordinary power series 
in ¢ with first degree term: 

t 1086 ee 


Having this explicit form of ¢ in mind, let us compare anew the two 
members of each of the pair of equations first written. We write 


f(t) = pte +, git)=gtt +=, 
so that |p| + |g| 4 o, and obtain 
por —ap + bg, qo** — cp + dq. 


It follows at once that o** is a root of the characteristic equation, i. e. that 
o*e = 0. 
If (0,0) is an ’ordinary point’ of the formal curve we have «= 1, o ='9*. 
By successive transformation of the invariant curve by 7', we obtain not 
only t, but parameters ¢,,1,,.... Likewise by the inverse transformation we 
obtain parameters ¢_;, t_2,.... These can all be obtained from the series for t, 
by iteration. 


28 George D. Birkhoff. 


$ 17. The formal series for {; and the formal group. 


Since the constant o* is an ath root of o, it is clear that, if we write 
r,(r) — t,(r), then we have z, = or+---. By iteration vr; may be defined for all 
integral values of k. Moreover, the methods used in $ 4 serve at once to show 
that 

Tr = of rd > qu ym 


m=2 


where g® is a polynomial in g* of degree at most m if o» r, and a polynomial 
in k of degree at most m — 1 if o — r. 
For all integral values of k and / we have obviously 


Tk (T1) = vig. 


Therefore, by the lemma of $ 7, this holds formally for all real values of k and J. 


We write : 
A | day 
T SEL OS 


and can then show (compare with $ 8) that the formal differential equation 


is satisfied, and, together with the initial condition v, — 7, wholly determines 
the series for r;. 


§ 18. The invariant operator L(wu, v). 


We shall define a second invariant differential operator: 
(14) L(u, v)— du dv— dvdu. 


It can be immediately verified that, if the variables u, v are changed to 
u,v, then L(u, v) becomes L(u, v) multiplied by the Jacobian of wu, v as to u, v. 
It is also obvious that, if w —f(t), v = g(t) is a formal curve, then L(u, v) is 
independent of the particular parameter chosen for the curve. 

The necessary and sufficient condition for the invariance of a formal curve 
u=f(t), v= g(t) under T is L(u, v) — o. 
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By definition of invariance we have for such an invariant curve 
f(t,) — uw), 9), g(&) = (0), g(0), 
and thence for integral values of k 
tr) = ux(f(t), g(0), gx) = ve (F(t), g(0). 


If we take k as an integral multiple k'« of « ($ 17) and write £ — v, v, —t,(r) 
(§ 17), we have in particular 


fere) = nef), ger), gie) = vieatf(v), go); 


for integral values of £'. 

Let the general series for wpa, tia, tm, be substituted in the last equations. 
All the coefficients are either polynomials in o*, o-^, k' (case I), or in cos #6, 
sin #0, k! (case II'), or in A (cases II", III). Hence, by the lemma of $ 7, these 
equations are identically true from a formal standpoint. 

Differentiating formally as to k' and setting b — o, we get 


(AERE dg. ER 
1:95 — «du (f, g), 429° = adv(f, g), 
whence at once L(u, v) =o. 
Conversely, let us assume that L(u,») is o for a formal curve u= f(t), 
v = g(t), and let us show that the curve is invariant under T. 
In this case we have 


df 


would), «(9d — 000, 9), 


: MUT Dude : 
where x is the sum of a polynomial in z and a power series in ¢. Now, since 


du, dv begin with terms of the first degree or of higher degree, both right-hand 
members have initial terms of degree at least as high as f or g. On the other 


df dg 
hand di and dt 


cannot contain negative powers of ¢ or even a constant term. Thus z({) is an 


are of degree one less than f and g respectively. Hence «(t) 


ordinary power series in ¢ without constant term. 


30 George D. Birkhoff. 
Define t; by the differential equation 


dt; 


dk — (ty), 


and the initial condition ,—t. Thus £; is formally determined as a power series 
in ¢ with coefficients analytic in k. 
For example in case I', du and dv are given by (see (8)) 


óu-ulogot:, óv— —vlogoc---. 


Hence an inspection of the above equations introducing z(t) shows that this 


à : 5 log o : 
function possesses a first degree term in {, ~~ f, « an integer. 
a 


Write then 
St s log o X 
f, — 2 qt, x(t) = 5 te mim, 
m=1 m=2 


and the differential equation gives 


on comparison of terms in ¢, (*,.. . Remembering the initial conditions 90 =r, 
po =o0,..., we find 


k 


Da ( ak x 
A) 2 + |) ss € € 
Pr) =e", gi ree ee). 


k 
Thus the successive coefficients are polynomials of increasing degree in o* 
. - > 
Likewise in case II’ these coefficients are polynomials of increasing degrees 
ko 


à ko. 
in cos —, sin 
[44 [44 


; and in cases II", IIT, polynomials in k only, since here x(t) 


starts out with a term of the second degree or higher. 


Consider now the formal series f(f;) and g(t;). Differentiating and using 
the definition of fj, we find 
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1f( df(t 
a) i en, (tz) = du( f(t k)s g(tx)), 





dg(t) d 
= Te alt x) = óv(f(tx), g(t)); 





These series /(f;) and g(t;) reduce to f(t) and g(t) for k=o. 
Consider next the formal series uz(f(t), g(t)), vx(f(t), g(t)). Differentiating 
and using (9) we find 





di Dr (H0, 9(0))  u[us(f(t), 910), xt, gt), 
E: 
(0] = vb f(0, 91d), v. (0, (ON. 





Also these series reduce to f(t), g(t) for k — o. 
Hence, if either pair of series in / be denoted by p;(!), q;(t), the differential 
equations i 


dp d qx 
"E — 9u(pe qu), = Ov(pr, gx); 


and the initial conditions p, = f(t), q —g(¢) will be satisfied. 
But, just as in an analogous situation earlier, these equations and conditions 
uniquely determine the series. Hence the two solutions coincide: 


f(&) — ux(f(0, g(), gli) = tft), g(0)- 


Taking k — 1, we conclude that the given formal curve is invariant under T. 


$ 19. Existence of invariant formal curves. 


When a formal power series in u, v without constant term is resolved into 
its prime factors in the sense of $ 11, each such factor evidently corresponds to 
a formal curve u—1^, v — S(t) where S is a power series in {. When the 
coordinates of this curve are substituted in the given formal series in w, v, it 
vanishes identically. Conversely, if the coórdinates of a formal curve render 
such a series equal to o, then it renders one and only one of the prime factors 
equal to o, and this formal curve must be the one corresponding to the factor. 

With these facts in mind we may prove: 

The totality of formally invariant curves for a conservative transformation T is 
given by the equation F — o, where F is any invariant series under T. 
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First, let us take any curve for which F=o. Now we have F(u;, vz) = 
F(u, v), and thence, by formal differentiation as to k and taking k — o, 


() ) : 

2n Ou +: 5 dv—0 
du a 

But we have also 
i] () 
On + a es =0 
Ou dv 


Combining these equations we find L(u,v)—o. By the preceding paragraph 
the formal curve is invariant. 
Conversely, for any invariant formal curve u= f(t), v — g(t) we have 


Mt) = ux(f(t), 9), g(tx) — vx (t), g(0), 
as we have seen. Hence it follows that 
F(f(tz), g(5)) = Elux(f(0, 90), vi (0), se) =F (CE), g(0). 
Now, taking k—k'a, t, —v, we may regard this equation as holding for all k’ 
($ 17). Differentiating as to k' and taking k'—o, we find 


du Ov Ov dt 


[oz at eren 


Unless dr =o we infer that zo. But F(f(t), g() is a power series in £ 


without constant term. Hence except in this case we have F(f(t), g(t)) — o, as we 
desire to prove. 

However, if we take the equations which state that w — f, v — g, and its 
iterates under 7' coincide (as written above), and differentiate as to &'(k — k'a«), 
we find for #4 — o 


df. À lg. 
at br = sul, 9), 79 = dv(f, g). 


Hence dr vanishes formally if and only if du(f, g), dv(f, g) vanish. In other 
words the given curve corresponds to a common factor of du, dv. But it has 
been proved ($ 12) that such factors occur to a one higher power in F. Hence 
we have F(f(t), g(é)) =o in this case also. 
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Applying the above condition to F* (see (13)), we perceive that in case I’ 
we have two real formally invariant curves so that 7 is hyperbolic, while in 
case Il’ we have a pair of conjugate imaginary formally invariant curves so that 
T is elliptic. 


$ 20. Invariant point curves. 


In an extremely special case the invariant point (o, o) may not be isolated 
but may lie on one or more analytie curves of invariant points passing through 
(0, 0). These curves can be determined as the solutions of the ordinary equations 


at, (0, 9) — 25, v, (0, v) — v. 
By iteration we get 


UE(U, Vv) =U, vu, v) =, 


which holds along these curves. Differentiating as to b, as we have often done, 
and setting k — o, we find 


QUU OSEE VIER 


along the invariant point curve. In other words the invariant point curves 
correspond to common factors of du, dv. According to 8 12 this means that 
the curve corresponds to a multiple factor of F*. 

Conversely, let us assume that F* has a multiple factor corresponding toa 
formal curve u — f(t), v —g(t), so that du — dv —o along the curve. By formal 
integration we get uz(f, g)— f, vi(f, g) =g, and the formal curve is an invariant 
point curve. 

There exist formally invariant point curves if and only if F* has a multiple 
factor, and these curves are them analytic curves given by the equations u, — u, 
DI. 


$ 21. Normal form. Case I. 


Under a formal change of variables from u,v to U, V such as 


oo oo 
T - Um 
(15) U=ut > Umnu™v, Va=vt> Vasu"v, 
m+n=2 m+n=2 


transformations of the type I’, II’, II", IIT' evidently maintain their type, and 
also remain formally conservative if they are so at the outset. 


Acta mathematica. 43. Imprimé le 19 mars 1920. 9 


34 George D. Birkhoff. 


We propose to develop a normal form for the transformation 7 in the 
cases I’, II’. In the other cases there appear to be an infinite number of invariants, 


and a similar normal form does not exist. 
By a formal change of variables (15), a formally conservative transformation of 


type l' may be given either the normal form 
yp y g 


(16) U,=oUeuv, y, Tig V e-cU! vi, (c 7 0), 
or the form 
(16) U, —eU, V,—- Y. 


We propose first to choose U, V so that 
àU — U[1- f(UV)]logo, 90V — —V [x4 g(U V)]log o, 


where f and g are power series in their argument UV. More explicitly written, 


these equations take the form 


QU . QU , ; 7 

ju UT ay 9v = U[x * f(UV)] log e, 
(17) y 

OV. 0 Vos 

aa ou + Tm dv — — V[r-g(UV)]log o; 


recall the equations 


and similar equations in V. 
By the first equation (8) the first degree terms on both sides of the above 
equations are the same. 
Equating coefficient of u” vo” in these equations, we find 
(m —m—r) Urn = Pan; (m »* n 4- x), 
(m —mn Inn On, (n $m +1), 


0— Patı,n + fon, 


O'S Qum + J2n+415 
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where Pmn, Qmn are polynomials in U,5, Vag, fy, g, witha+ß<m+tn,y<m+n, 
and where fex+1, gox+1 are the coefficients of (U V)* in f and g respectively. These 
equations are manifest as soon as the explicit series for U, V are substituted 
n (17). 

Let us compare second degree terms, so that m+n—2. The first two 
equations determine Un», V,, for m+n —2 uniquely. . 

Next let us compare third degree terms so that m --»-— 3. Here the 
quantities Umn, Vinn, excepting U,,, V,,, are determined by the first two equa- 
tions while f,, g, are determined by the second two equations. 

Continuing in this way we determine in succession Umn, Vmn: fj, Jp, save 
for U,, V,,, Ua, Vo3,... which can be taken arbitrarily. 

Therefore it is possible to determine formal series U, V so that (17) holds. 
In order to avoid complexity in our notation let us call these new variables 
u,v. It may be observed that the set of changes of variables (15) form a 
group. Accordingly, in accomplishing the desired normalization, we can compound 
any number of such changes of variables. With this understanding we may 
write 


óu-— u[r--f(uv)]log o, dv——v[r+g(uv)] log o. 


If Q denotes the formal quasi-invariant function, we have by (12) 


2 -[Qu(-4- N= 2 (Qv (91 


on substituting in the above values of du, dv. Here f and g are series in the 
product uv. 

It follows from the equation just written that Q must also be a series in 
the product uv. Suppose if possible that this is not the case, and let du" v" 
be a term in Q of minimum degree for which m zn. A term (m 4 1)d uw" v" will 
then appear on the left of the equation written. But no other term of equal 
or lower degree in which the exponents of u, v are unequal can occur on the 
left inasmuch as terms with unequal exponents are not present in f. A similar 
term (n--1)dw"»w" will occur on the right. If then the above identity holds we 
must have d — o, contrary to hypothesis. 

Thus if we write z— «v, and use accents to denote differentiation with 
respect to z we have easily 


[Qz(x f) — [Qz(x Fg) 
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By formal integration we get then {=g=h, where h a formal power series 
in z without constant term. Consequently we have 


du = ulı+ h(uv)] logo, dv——v[1+A(uv)] log o. 


When use is made of this fact, the formal differential equations (9) for w;, 
vx take the form 


du 


aE — vy [x t h(u;vr)] log o. 


dvi 
= ux + (us vi)] log o; "E — 


Y : ^ d (uy vi) : 
Hence, if we consider the product series u;7;, we have - dim 5 95 Noting that 
we have „=u, v, =v, we conclude u; v; — uv. 

If we substitute this value for u,v, in the differential equations, these 
become 


d Ur 
dk 


dv; 


— uj [x + A(uv)] log o — o, AG + vr [1 + h(uv)] log o — o. 


If we multiply these two equations by 


Q- (ith(uv))k ; gi thu v))k 


respectively, the left-hand members become exact formal derivatives. Integrating 
formally we find 


g-(Vth(uv)k qq, — const., oll+#(ue)* y, — const., 
where the constants are power series in u, » with coefficients independent of k. 


Employing the initial conditions u, — wu, v, — v, we get the following explicit 
formulas 


uy = ok u eh (u Uk, Uy = o-Eve,rluvk, 


for the given transformation after the change of variables determined earlier. 


If h vanishes identically, a reduction to the normal form (16) has been 
effected. 


In the contrary case we may write 


h(uv) — cul v! +-:-. 
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Dividing by c o and extracting /th root, we find 


1 
pio = uvp(uv) 


when p(wv) is a power series in wv with constant term r. If we define a further 
change of variables (15) 


U=uyp(w), V—v Vp(uv), 


we obtain immediately the first normal form (16). 
The normal forms are clearly of integrable type with UV invariant. 


It is apparent that, if 7’ is given by real series, the normalizing series U, V 
can also be taken real. 


I 


$ 22. Generality of normal form. Case I. 


The normalizing series U, V were not uniquely determined. The most 
general set U*, V* of such series is related to any particular set U, V as follows: 
The most general normalizing variables U*, V* in case I' have the explicit form 


(18) U* = Ue’(U v, PE Ve—-4(Q V) 


where À is an arbitrary power series in UV without constant term, and U,V are any 
particular set of normalizing series. 

Clearly we can pass directly from U, V to U*, V* by a change of variables 
(15). Since the invariant curves U =o, V =o are carried into U* =o, V* =o, 
we infer further 


U*— U(r+--:), VF=V(z+--:). 


Now the products UV, U*V* are invariant under 7T. Hence (§ 14) U* V* 
is given by a power series in U V, whose initial term is UV of course. By the 
aid of this result we may conclude that in the series for U*, V* only terms in 
U V occur in the parentheses. 

In fact, if we replace U, V, U*, V* by U,, V,, U,*, V,* respectively, the 
first of these equations gives 


oU*e" UT yo _ 0 U ecU! v! (x x ces) 
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On the left the exponential factor is a power series in U V with constant term 1 
inasmuch as U*V* is given by a power series in UV without constant term. 
Suppose if possible that a term d U"*! V" (m » n) occurs in the series for U* and 
let this terra be of the minimum degree. On the left of the equation last written 
the corresponding term of this type is od U" *! V", whereas on the right it is 
onm*l—^qUm*! y», The two terms to be compared cannot be equal so that a 
contradiction results. In this way the parenthesis in the series for U*, and 
likewise that in the series for V*, are seen to only contain terms in UV. 
We may now write 


U*=U(1+4(UV)), V*= V(r+2"(UV)), 


where 4', 4" are power series without constant terms. 
Replacing U,V, U*, V* by U,,V,, U,*, V,* respectively here, we get 


gU*ec U" Y^ — oU eeU' v! py + 1 (UV)], 


and also a companion equation. Bearing in mind the form of U*, we conclude 
at once c* —c, [* — 1 and then U*V* — UV. This yields the relation stated 
between U*, V* and U,V, as well as the additional result: 

The integer l and constant c are independent of the normalizing series employed. 

Thus / and c are the only invariants. In the case of the normal form (16!) 
we write | — oc, c — o for convenience. 

Conversely, it is at once shown that any change of variables from U,V to 
U*, V* yields normalizing variables. 


$ 23. Normal form. Case II. 


It has appeared earlier that cases I' and IT’ are of the same formal character 
in the complex domain. This is evident if variables 


U—=U+V—x 0, 9?—u—y-—ri»v 
are introduced in case II', when we have 


U,=out+:--, 9, 7$ Ue, (p—eY 16), 


Moreover in case II' we have g*1 for any integer ko. Consequently the 
same formal manipulation of the variables u,v is possible as for u, v. Moreover 
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changes of variables (15) of u, v yield changes of variables (15) of u, v. Keeping 
these facts in mind, we deduce without difficulty the following important result: 

By a formal change of variables (15), a formally conservative transformation of 
type II' may be given either the normal form 


U, = U cos (0 + c(U? + V2) — V sin (0 + c(U? + V?}), 
(19) 

V, —U sin (0 4- c(U* + V3)) + V cos (0-- c(U* + V2}), 
or the form 


(19!) U,— U cos 0—V sind, V,— U sin 0 4 V cos 0. 


Also, on account of the possibility of preserving the conjugate relation of 
the series a, » employed at every step of the formal work (so that w, v are real 
series), we conclude that, if T is given by real series, the normalizing series U, V 
can also be taken real. 


$24. Generality of normal form. Case I. 


Likewise in analogy with § 22 for case I’ we find: 
The most general normalizing variables U*, V* in case II' have the explicit form 


U* = U cos A4(U? + V?) — V sin A(U? + V?), 


(20) 
: V* =U sin A(U? + V2) + V cos A(U? + V3), 
where À is an arbitrary power series in U? + V? without constant term, and U, V are 


any particular set of normalizing series. 


$25. The integrable case. 


The formal series uz, v; used in the preceding part of the paper may con- 
verge. Suppose that these series converge uniformly for ||, |v], |] sufficiently 
small. By the definition of du, dv as derivatives of ur, v; respectively as to k 
for k— o, we see that in this case du, dv are given as convergent series. Conse- 
quently the formal differential equations (9) are of the ordinary type with du, 
dv analytic functions of u, v vanishing for u=v—o. It follows that ur, v; 
converge uniformly for [k|<K, an arbitrary positive quantity, if [uv], | v| are 
sufficiently small. It is then that we speak of uz, v; as convergent series. 
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A necessary and sufficient condition for the convergence of the series Ux, vy 
(as specified) is that the corresponding conservative transformation T be integrable. 

The fact that the integrability of T' is necessary is proved at once. In 
the convergent case the formal differential equations are of the ordinary type 
as noted above. Consequently the formally invariant function F* defined by 
means of the equations (rr) is an actual invariant function. That is, T is 
integrable. 

To prove the sufficiency is not such an easy task. Let F’ be the given 
invariant analytic function. Every invariant series can be expressed as a power 
series in F' or in fractional powers thereof ($ 14). In the latter case F’ is an 
exact formal gth power if the gth root is to be extracted. And furthermore 
this root is of course also given by a convergent invariant series. Hence, without 
loss of real generality, we may assume that the invariant formal series F* is a 
formal power series in F’ i. e. F**=y(F'). 

Now write 


du;  OF'(w',, vx) Olea ydus OF" (wz, v'x) 
ike LR 2 VAN EURE (Ur; UK) 
dk 0 v'y P EIE Our à 











Q(ux, vx) 


where Q is à quasi-invariant function belonging to the conservative transforma- 
tion 7’. The differential equations so defined, joined with the initial conditions 
w',— u', v', — v. determine convergent power series w';, v; which converge uni- 
formly for |k|< K (K arbitrary) if |w'|, |v'| are sufficiently small. These fune- 
tions define a conservative, integrable transformation T". 

Furthermore, 7" will be of the same type I’, I’, II" or III' as 7, except 
possibly that when T is of type II", 7' may be of types I', II' or III. For 
example, if 7 is of type I' then F* has an initial term uv log o (see (8)) of the 
second degree. Hence F' begins with terms of at most the second degree. But 
the initial terms cannot be of the first degree because of the relation F* = p(F'). 
Hence we have F' —cuv + ---, and, by introducing a constant factor in F', we may 
take c— logo. An inspection of the initial terms of the transformation 2! shows 


I E 5 £u 
then that uw’, = ou! + ---, v', = =D T, as desired. An entirely similar argument 


N 


holds in the cases II', III’. 
In all cases it is clear that either we can take the initial terms of F* to 


coincide exactly with those of P", or these terms are of higher degree in F* 


dq 


than in F'. In the first case dp for F'=o, while in the second case 


dip 


ip^? for F' =o. 


Surface transformations and their dynamical applications. 41 
Consider the formal series 
ur (u, v), v'u(u!, v), 


dq 
dF' 


Take case I' for example. Here u';, v'; are power series in w', v' with coef- 


where k'—k 





It is necessary to elaborate further what is meant. 


ficients polynomial in o^, o^, k. Since 


— era, 


we have 


o = g*(x + aF'k log o + ---). 


That is, 0“ can be written as o* multiplied by a power series in «', v' with co- 
efficients polynomial in k. A similar remark is true of o=* and k'. When these 
series are substituted in uj (wu, v'), v'x(u!, v), and the finite number of terms of 


', v are collected, new power series in w', v' with 


any particular degree in u 
coefficients polynomial in o^, o-^, k are formed. It is these series which we 
designate by w'x(u', v'), v'x(u!, v). 

Similarly in all of the other cases the new series w'j, vx are of the same 
form as the series for wz, vj. 


Now we have evidently 


dw, duy dp 


dk | dk dF' 





by a rule of formal differentiation which evidently applies to each constituent 
element of x and thus to the entire series. A similar result holds for v'y. 
Making use of these results, and also of the defining differential equations for 
wre, v, we find 


ode . IF dp give |... OF" dg 
dk dvydF’ * dk | OwypdF 


where the arguments in Q; F’ are understood to be w;,v;. But, from the 
relation F* —q(F'), it is clear that these differential equations for w'j, vx are 
the same as those for u;, vz. Also these two pairs of functions reduce to w', v' 
and u,» respectively for £ — o. 

Since such formal differential equations and conditions determine a unique 
power series in u,» with coefficients functions of & of the stated type, we obtain 
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the formal identities 
wy (u, v) = ux(u, v), v'e(u, v) = vx(u, v). 
In particular, the above Mina holds for £ — 1 and gives 


u'p(u, v) —wu (u,v), vp (wu, v) —=v(u, v), 


D 
d F' 2 
The noteworthy feature of these equations is that the only possible diver- 


where now E'— 


gent element appearing is #'. 

Now write y = 40) +k". Then wy (u,v), v'»(w, v) become convergent 
power series in u, v, k for sufficiently small values of these variables. A formal 
power series in u,v without constant term satisfying the two equations above 
dq(F)  dq(o) 


: Ji e CL PACE) ERBE \O 
Ton Sa 


Since these equations are of the ordinary analytic type, 


dy(F') 
dF' 





k" is a convergent power series. Consequently 


and, since F' is also, it follows that En 


is a convergent series, 


is a convergent power series in z. 


Finally then p is a convergent series. 

It follows that F* is given by a convergent series in the integrable case 
and thus, by the differential equations (9), that the series uz, v; are convergent. 

The simplicity of the integrable case is sufficiently evident from the fol- 
lowing fact: 

In the integrable case explicit formulas for uj, vx are at hand, namely 


^ Qd Uk, Ok d 
* u v 
(21) F* (uz, vg) = F*(u, v), k= | aie. = aa | Pe 


wo ( v wo a 


where the integrals are taken along the curve F* = const. 

The normal forms (16), (16') and (19), (19'), for cases I’ and Il! respectively, 
are integrable. If these normal forms can be obtained by means of a change 
of variables (15) in which the series U, V are convergent, the given trans- 
formation 7 is integrable. 

Conversely, suppose T to be integrable and of type I’. The series F* 
converges and by (8) can be written UV log o, where U, V are convergent series 
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of the form (15). If we introduce these new variables, which we call u, v for 
brevity, then wv is an invariant function. 

For the integrable transformation 7 in these variables, the convergent 
series du, dv must be of the forms wp log o and —vplog o, where p is a con- 
vergent series with constant term 1. In fact vÓw + uóv vanishes and the initial 
terms of du and dv are u log o and — v log o respectively. 

If a further actual change of variables (15) can be made which gives 7 
the form 


; 3 it , 
U, = gU eU, V, = à V e-^(q v, 


then an additional actual change of variables as in $ 21 yields the desired 
normal form. But U,, V, have this form if and only if 


OU — U(log o + A(U V)), JV — — V(log o + A(UV)), 
ie. if 
dU U 
du dvi! = j 
| au  "ag]?lege— U (loge + &(UV)), 





aV à V| 
v5, —v x p log o — — V (log o + A(U V)). 


We have then to find convergent series U, V, / which satisfy this pair of equa- 
tions, in order to establish the proposition under consideration. 
It is sufficient to satisfy the equations 





QU aU a 

"ou —v3,]?loge— U (logo + q(uv), 
a ON ee 

^ du — p log o —— Vlog o + p(uv)), 


with convergent series U, V, y, provided that U and V have initial terms « and 
v respectively. For, multiplying the first equation by V, the second by U, 
adding and integrating, we conclude that UV is a function of the product wv 
alone. Hence we have UV — uv +... Therefore uv can be expressed inversely 
as a power series in UV, and (uv) — A(U V) where h is convergent. 

But, by the same equations, U and V contain no terms in v and w alone 
respectively, since p has a constant term 1. Consequently we may write 
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U —ueM, V —mne-N, 


where M and N are convergent power series in u,v without constant terms. 
The equations above take the form 
0M 0M pluv 
Te (x e à = 
du dy p log o. 


)N IN à 
ON aN 1 s 7 que) — 


u —1 == 
Ju dv» log o 


If convergent power series solutions M, N and gy without constant terms can 
be found our proof will be complete. 

We observe in the first place that there are no terms in u,v with equal 
powers of u and v on the left. Hence, for any conceivable solution, the series 
development of 


contains no similar terms. But this property of a series is not modified if it is 
multiplied by a series in uv only but having a constant term. Hence 


Lol logre 
p log o + p(uv) 


is a similar series. The second term must consist precisely of those terms p'(uv) 


: af EE 
in wv alone found in 5 and we have 


Thus the only possible formal series p is convergent. 
When this particular y is substituted, the right-hand members above be- 
come power series in w,v without terms having equal exponents. Write then 


AD—NM Pan" v", (m =n). 
a-— 


m+n=] 


The equations for the formal determination of the coefficients P,,, show 
that these are uniquely determined and not greater numerically than the cor- 
responding coefficients in the right-hand members. Thus the desired convergent 
solution M, N, is obtained. 1 


Surface transformations and their dynamical applications. 45 


An entirely similar discussion can be made in case II’. 
In the integrable cases I', Il’, and then only, the normal forms (16), (16') and 
(19), (19') can be obtained by a change of variables (15), where U, V are convergent 


series. 


$26. The non-integrable case and the integrable case. 


Let two transformations 7 and 7" be said to osculate to the wth order if 
u— u, and v,—v, are given by series beginning with terms of at least the 
(a + ı)th degree; T; and 7", will also osculate to the wth order for any integral 
value of b. It is clear that the formal series for du, dv and dw, dv! agree to 
terms of the (u + ı)th degree. Conversely, if du, dv and dw’, dv! agree out to 
terms of the (u + 1)th degree, then 7 and 7' osculate to the uth order. 

Let T be a given conservative transformation of types I', II', 1I" or III 
with a quasi-invariant function Q and a formally invariant series F*. If Q 
and F* are convergent series agreeing with Q and F* to terms of the (u + 1)th and 
(u + 2)th degrees respectively, then there will exist a corresponding integrable trans- 
formation T with a quasi-invariant function Q and an invariant function F*, which 
T osculates to the uth order. 

The transformation 7' is evidently that defined by the equations 


du, _0F* dur — à F* 
Un sus MEAM Sic 


with initial conditions uw, — u, v, — v. 
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$ 27. The analytic invariant curves in case T. 


In the non-integrable as well as in the integrable case I’ the two real 
formally given invariant curves correspond to actual curves. A proof of this 
fact was first given by Poincaré (loc. cit.) and later by Hapamarp.! Our 
proof will be of a different character, and involves the hypothesis that T' is 
conservative. A similar method will be used later by us in treating more general 
cases. 





| Sur litération et les solutions asymptotiques des équations différentielles, Bulletin de la So- 
ciété Mathématique de France, vol. 29, 1901. 
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The two formally invariant curves in case I' may either be obtained from 
the equation F*— o or from the equations U — o, V —o where U, V are the 
normalizing variables of $ 21. In fact, when the transformation is in the normal 
form, these equations yield the formally invariant curves. 

In case I' the two real formally invariant curves give two analytic invariant 
curves through the invariant point. 

We commence our proof by choosing variables which osculate the normal- 
izing variables U, V to the uth order (u 7? 2). According to $ 21 we have then 


Il TH HET 
u, — guet? + o(u, v), SUE cuv + n(w, v), 


where c, 1) are convergent power series beginning with terms of the (u + 1)th 

degree or of higher degree. 

Our proof will consist of the following three steps: 

(x) the limits lim;-„ u.(e”*t, o), limz=s%x(o "ft, o) exist as formal power series 
u*(t), v*(t), and yield a formally invariant curve; 

(2) ux(g-^t, o), v;(g^t, o) are dominated by fixed convergent power series in ¢ 
for all k; 

(3) and hence these series converge uniformly to limiting functions of ¢ for |t] 
sufficiently small, namely to u*, v* respectively, which are thus the co- 
ordinates of the invariant curve V — o. 

A similar treatment of the invariant curve U =o can be based on the in- 

verse transformation 7'_,. 

Proof of (x). 
We have directly 


er LI 2 IM 
Ur = ou ek" Ut c) (at, v; k), R= o- "ve ku DET nt, v, k), 


where w(u, v, k),n(u, v, k) are convergent power series beginning with terms of 
the (w+ 1)th or higher degree. Furthermore, the first term on the right-hand ' 
side of either equation has evidently the property that when expanded in power 
series in u,v the coefficient of a term of the mth degree is linear in 9* or g—* 
and polynomial in k of degree less than the degree of the term. But u;, vy 
have the property that the coefficient of u"v" is a polynomial in o*, o7 ^, k of 
degree at most m + » (§ 4). Therefore the same is true of w(u, v, k), n(u, v, k)- 
Thus we obtain at once 
oo 


ux (o—*t, 0) = t + > p" (o—*, k)t", vi (o7 ^t, 0) = ame, k)t", 


neu-l n=utl 


Surface transformations and their dynamical applications. 47 


where pl, g^ are polynomials in o-^, k, and where every term involving k is 
affected with a multiplier 07^ raised to a positive power. 

It is thus seen that, inasmuch as o» 1, each coefficient of the series for 
ux(g-^t, o) and vi(o-^t, o) approaches a limiting value as k becomes infinite. In 
other words there exist limiting formal series u*, v*. Clearly u* is given by a 
series with first term ¢ and following terms of degree at least u + r, while v* 
begins with a term of degree not less than u +1. 


Now we have the formal identities symbolized by 


T (ux (o—t, 0), vx(9—-*t, o)) = (uxaa(97 7t, 0), vxa1(97^—t, 0)), 


where t' stands for of. By allowing k to become infinite we obtain the identi- 
ties symbolized by 


T (u* (t), v*(t)) = (u*(ot). v*(ot)). 


This is precisely the condition that « = u*(t), v — v*(t) be a formally invariant 
curve under 7. The parameter / on the curve goes over into of. 

Proof of (2). 

To establish (2) we begin by observing that, inasmuch as w; (wu, v), vx(u, v) 
are computed by successive substitutions, every coefficient in these series will 
certainly become positive, and as large numerically as it is originally, if «,, v, 
are replaced by any series in u,v with each coefficient positive or zero and as 
large numerically as the like coefficient in «,, v,. Such series can be taken of 
the form 





provided that X and L are sufficiently large positive constants.! 

Hence when we compute ux(u, v), vy(", v) for u — o-*t, v=o, taking «,, v, 
to be these modified series, we obtain power series in { which have positive 
coefficients greater than originally and so dominate the earlier series. Again 
these series will certainly be dominated by the sum 


ux (gt, o) + vx (ot, o), 


where «,,v, are the dominating series exhibited above. 


! The linear terms taken are clearly large enough. The coefficients of wun (m+ n 7.2 
in either series is at least as large as A Lm-^—2, which evidently exceeds numerically the 
coefficient of wnvn in u, or v, if À, L be chosen sufficiently large to begin with. 
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The sum 64 = uz + v; obeys the law of formation 


if Koj, 
On+1 = 00% —— 
k+1 TE Lo; 
with o, =o=u + v. 

But the sequence o; is itself obtained by the method of successive substi- 
tution. Therefore the dominating series o; is increased if we take 


00 


0, = ~— , 
! r— Mo 


ae K 
provided we take M to be positive and as large as = and Z. 


bi 


Under these circumstances we get the following general formula for ox: 


E 


6 
0; = - ? EUER 
mI 
vec ees 
= Ge 
The corresponding series in ¢ is then 
t 
E 
I 0 
r— M -———-—t 
0—1 


which is dominated for all k by the convergent series 


t . 
Mt 


OT 


Hence this same series dominates the original series u,.(0*t, o), v(0*t, o) for all 
positive integral values of k. Q.E.D. 

Proof of (3). 

With the aid of (1) and (2), established above, we can at once show that 
the power series u;(o-^t, o), v;(o—^t, o) must be approaching a limiting pair of 
functions uniformly for |¢| sufficiently small. | 

To this end we choose Æ so large that all of the coefficients up to the mth 
in both series (m arbitrary) differ by less than an arbitrarily assigned positive & 
from their limiting values, which exist by our result (x). The sum of these m 
terms never varies for greater k by more than a fixed e! if |t| be restricted. 
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But the remaining terms cannot exceed the sum of the corresponding terms 
of the fixed dominating series with ¢ replaced by |{|. Hence the sum of these 
terms is arbitrarily small if m is sufficiently large. 

The fact of uniform convergence is evident. 

Thus w*(t), v*(t) are not only formal series but these series converge to 
actual analytic functions which we denote by u*(t), v*(t). Consequently we have 
an analytie invariant curve uw — u*(f), v —v*(t). Since u*(t) begins with a term 
t while v*(t) begins with a term of degree at least « + r, this invariant curve 
has contact of order w at least with the w-axis at the invariant point, and 
corresponds to the invariant curve V — o. The parameter change under 7 
along the curve is £, —'ot. 

Evidently the existence of these two analytic invariant curves U — o, V =o 
establishes the fact that the invariant point is unstable in case I’. 


$28. A general property in case I. 
Introduce new variables of the type (r5) 
U —u—q(v), V—v—wv(u), 


where u— q(v) and v — v(u) are the analytic invariant curves of the preceding 
section. In the UV-plane the invariant curves are the axes. For the sake of 
brevity of notation we will let uw,» denote any set of variables which make the 
axes and the invariant curves coincide. 

When such variables have been selected it is clear that u,=o if wu — o, 
and that v,— o if v=o. Hence we have 


From this form of 7' we infer at once 


e—s« Tete, (ES er Y: 
for points near (o, o). Here e is an arbitrarily small positive quantity. Thus 
u increases numerically and v decreases numerically upon iteration of 7’, in 
such wise that the following result is obvious. 
If the invariant curves are taken as the axes in case I! by means of a prelim- 
inary choice of variables (15), every point of the region u? + v? < 0°? with ws o is 
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carried out of the region by iteration of T, while every point v £ o is carried out of 
the region by iteration of T_ı. The excluded points of the axes approach (o, o) 
under the same conditions. : 

These considerations show that there can exist no further invariant curves 


through (0, 0) besides the two analytic curves above obtained. 


$ 29. On the invariant series in case I. 


The treatment of invariant points in case I’ as given above is sufficient for 
the later parts of the paper. Nevertheless, there remains open the question of 
the actual existence of divergent formal series F* in case I’. Unfortunately I 
have not been able to answer this question. In the present paragraph upper 
limits for the coefficients of a particular invariant formal series are obtained. 

If the invariant curves are taken as the axes in case I' by means of a prelim- 
inary choice of variables (15) and if F denotes the invariant formal series having no 
terms with equal exponents in u,v save uv log o, then the coefficient of u” v^ in F 
does not numerically exceed Cm, 0°", where Cmn>o is the coefficient of ur v^ ina 
convergent power series. 

Before entering upon the proof of this statement, we note that in a series 
F with coefficients so restricted the terms in any power of u or of v form a converg- 
ent series. 

There exists such an invariant series F, for, by forming q(F*) as a power 
series in F* beginning with a term F*, we can eliminate the terms with equal 
exponents in F. Since the most general invariant series is a power series in F* 
in case I’, it follows that this particular series F is uniquely determined by the 
given condition. 

In order to effect a proof of the italicized statement we first write the 
equation Z(w,, v,) = F(u, v) in the form 


rlul, : e». v2» e» = PE, ev]. 


. à u 
obtained by replacing u,v by —, ov respectively. We have 
5 3 


bi 


[n u 
Uy FR od) = up, 2, ‚ev)=vg, 
S 


0 


N 
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where p and q are convergent power series in u and v with constant term 1. 
The equation above may be written 


FI, ev) — F(up, vq). 


9 


Likewise from the equation F(u.;, v_ı) = F(u, v) we obtain an equation 
v 
Flou, N =F(ur, vs), 


where r and s are convergent power series in 4, v with constant term 1. 
If Fun denotes the coefficient of u” vr in F so that F,, = log o, F4, = F,,— o, 
there results, by a comparison of coefficients in these two equations, 


Ia (Go I) = ee Fmy(o"™—" —1) = Oras 


where Pan; Qmn are linear homogeneous expressions in F,3 with « € m, 9 Xm, 
at+p<m+n. The coefficients of 7,5; in Pm» are polynomials in the coefficients 
of the series p, q with positive integral coefficients, while the coefficients of Fa, 
in Qmn are similar polynomials in the coefficients of the series r, s. Combining 
the above equations we obtain 


(ee =f Ona —2) = Prin + Qn 


For m#n the coefficient of F,, is positive. 
Suppose that p,q, r, s are replaced by a single dominating series, say 


lee. 
I— A (wu 4 v) 
Then P,,,Q,, takes a common form R,,,, and the modified equations 


Frn(o"—™ + pt —2) —2Hmn, (m 7 mn), 


define new positive quantities F,,, for m; n, at least as large as before in 
absolute magnitude. 
Along with these equations we consider the equations 


Goo zr) == Rn n» (m tn > 3); 
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in which the arguments F in Rn are replaced by G. These equations determine 
Gmn for m+n — 3, m t n — 4,..., in succession, provided that we take G,, —log o, 
G,,— G,,— o. These differ from the equations determining the modified values 


Finn only in that the divisors - (gr=m + pm" — 2) are replaced by the larger 


divisors o"*" —ı. Consequently we have 





’ 


Je n I CADET EL 

s CE code 2) 
2 

where the values m',n' written are for all the divisors explicitly entering into 
some one term of the complete expression for Fm». 

Now take these divisors in order beginning with m'— m, n'— n. The next 
divisor has m' X m, m' € n, m+n <m+n, and in general m', n' do not increase 
while m'4- » decreases by at least unity at each stage. 

For m' >n' we have 





pum =i om *» — rt (Gee 
; n'—m + m'—n! __ = = om —n'(x — gm'—n) S IM ? 
5 à 1 1 R E 5 = 
9 


and there is a symmetrical inequality which holds for n'>m’. Let us replace 
the factors above by these larger factors. If m m a superior limit for the 
product JI is therefore obtained by making m’ diminish by unity successively 
and keeping n =n until we have m' — n 4-1, and thereafter decreasing « and m’ 
alternately by r. Hence the product of the factors is less than 


2n(m — n) ;,2(n—1) 42(n—2) ... 
EE gne I 





7 \2(mtn) 
le) 
0 
and thus less than 


2m-cn genm 
x bi 


(0 p Gen) 
aa 
Ss 


Thus we have 


gu. ur Gn n 


, 
| F Ex = 02nm 


1 \2(m+tn) S 
pe 
9 


for m» n, with the same inequality holding for n > m. 
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It is clear therefore that | F»,| is restricted by an inequality of the type 
stated if the series 
GG uvre 
converges. 
The coefficients Gn» and G, are equal so that G,,, +Rmn is the coefficient 
of wu" v” in either 


a u x DU | or Rte vid d ae Vino Y 
I— A(u +0) 1— A(u + v) a en I— A(u + v) 





Moreover, it follows also from the equations of definition of G»A that the 
difference 





I u v A ee ON "ES at 
Gu. ev) le ur, ne —— ae OS TAGS | 


considered as a formal series, has no terms in w"v" for m+n>3, and so 
reduces to 
(0° — 1) uv log o. 
Furthermore, G is determined formally by this property. 
If we replace this last difference by 


D |H 


(g? — 1) (w+ v)?, 


which dominates it, a modified G series is obtained, satisfying the equation 


u 


U u Ne RE ne 0. ue ORE 
Gu, evr) — 2| e( 10 Saas I — Tal 


+ —(9?—1)(u+v)*, 


2 
and certainly dominating the former G series. This functional equation wholly 


determines the new series. 
But the functional equation 


fea =1| ga) +, en 
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admits of an analytic solution, namely 


It follows that G(u, v) = f(w--v) gives the solution of the modified equation 
for G, and thus that the original G series converges. Consequently the proposi- 
tion under consideration is fully established. 


$ 30. The case I". 


This case is easily disposed of inasmuch as T, is of the type I’ treated 
above. 
If we choose formal normalizing variables, 7, becomes precisely 


ul I Ly 
uU, = we", ©, eiu a 
g 


This is possible by § 2r. 
We have u,v,—uv. In case u,v, “uv, write 


U,V, = uv d q(u, v) t --- 


where 4 is a homogeneous polynomial in w, v of least the third degree in u, v. 
This gives 


Uy Vo = U,V, + 9 (u,, v) +--+: = uv + P(u, v) + "lev. ses 


Hence p(u, v) + (ow, - Z vanishes identically. This is impossible for any poly- 


SN 


nomial not identically o since o — 1. Thus we conclude that u,v, — uv, and 
accordingly that w, and v, are divisible by u and v respectively. 
We may now write 


v 


u, =oug(u, v), wv, Xx" o 


Here g(u, v) is a power series in u, v with initial term r. 
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The first of these equations gives u, — o* ug(u, v) g(u,, v,) whence, by com- 
parison with the normal form, 


g(u, v) g(u,, v,) = eculol 


Replacing u,v by «,,v, in this equation, we have 


g(u, v,) g(u,, V2) = eculvl 


so that, by a comparison, g(w,, v,) — g(u, v), i. e. g(u, v) is an invariant function 


€ uly! 


under 7,, and must be a function of the product wv only (§ 14), namely e? 
The form of the transformation 7 is now fully determined. 
In the case I" by the aid of a formal change of variables (15) the transforma- 
tion T may be reduced to the form 


cul yl I 


1 
Be Da 


where we may have c -— o, l — o» as in case T. 

This same reduction shows that the formally invariant curves under T' and 
T', coincide. 

In case I" there is a formally invariant function F* and two analytic invariant 
curves through the invariant point, these being the same as for T,. 

We can at once infer that the same property holds in case I" as is given in 
case I' by the italicized statement of $ 28. Hence there are no further invariant 
curves through (o, o). 

In the integrable ease these normal forms can be obtained by means of 
ordinary changes of variables (8 25). 


$ 31. An example in the hyperbolic case II". 


There are of course no real invariant formal curves in case II’ inasmuch 
. I 9 
as F* is of the form — —0(u*-- v?) by (x3). Thus the case I' treated above may 
2 


be regarded as the general hyperbolic case, while Il’ is the general elliptic case. 
The cases II", III' may be either hyperbolic or elliptic. 

In the hyperbolic case II" we can set up an example showing that the 
formal series F* may diverge and also illustrating other significant features. 
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The transformation 7 is the following 


U 


-- » 9,— uy (v + u). 
EET se qur on Ear. 


Uy 


This is evidently of type II" at the invariant point (o, o). Moreover, since the 
Jacobian of u,,v, as to u,» is r, areas are preserved, and 7 is conservative 


with quasi-invariant function Q — r. 
By direct iteration we find 


is 2 — (r+ ku) + (r+ = t oi 


I4 kw (r4 u) (r4 (E —r)u)* 
for all integral values of &. The expression for u; is of the type given in $ 5. 


To express v; in such a form we introduce the well-known function v/(z) = = 


We have, by means of the functional equation for I'(z) 
I 
Wz +1) EE sis W(2), 
so that 


+= + y" (z), 


where ı" stands for the third derivative of Y as to z. Hence we have 


—6u 
(rou): 








v" ]-— 4 pm). "(s py 2 a 
a esas 625 + à v 2 tv EE 


whence, by addition, 


k—1 


in [ri ku m 5 2 
eo: 








Thus we may write for positive integral values of k, and likewise for k a 
negative integer or o, 


vx = (1 + ku)? |: m [v (E e er v" : 
OU” u u 


* For a simple development of the properties of ¢(z) used here, see K. P. Wırnıans, The 
asymptotie form of the function 4(x). Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 19, 1912 
1913. 
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Now W(z) is given asymptotically by the series 


in the right half of the complex z-plane, in which B, denotes the nth Bernoullii 
number. By differentiating three times! we infer that w"'(z) is given by an 
asymptotie series, 





D ls N (—zr)"(2n +1)(2n +2)B, 
SP ae re EEE 
n=l 


in the right half of the complex z-plane. This series satisfies formally the 
functional equation for w'"(z) given above, although the series diverges of course. 

If replace v" by this divergent series in the expression for v; found above, 
vx becomes a power series in w,v with coefficients polynomial in k. Moreover, 
for k — 1, 2, 3,... the series involved must converge. In fact v; is then a function 
analytic at 4 — o, and therefore its asymptotic series is its power series expansion. 
Hence we have here the unique formal series for v; of the type considered 
in $ 5. 

By direct formal differentiation of these series for uz, v; and setting k =o, 
we obtain 


I I 
du=—u, àv —2uv— y" | 
: Gui" aL 


Moreover, since Q — r, we have for the invariant series F* by formula (rr) 


whence we get immediately 


N a T 
F* — — u®v — | | 
6 U 


This of course is a divergent formal power series in u,v. But it was seen 
in $ 25 that the series for F* converges in the integrable case. 


! See J. F. Rırr, On the differentiability of asymptotic series. Bulletin of the American Mathe- 
matical Society, vol. 24, 1917—1918, for a discussion of such differentiation. 


oo 
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Thus T is of non-integrable type. 

We note the very significant fact that if X" be regarded as a function and 
not as a formal series, we have here an actual invariant function, real and 
analytic for u>o, and asymptotically given by the formal series for F* for u 
small, so that this function is continuous together with all of its derivatives 
for u > o. 

At first sight this seems to leave available no similar function for # € o. 
Such a function is readily furnished as follows. The function W(r1—2) satisfies 
the same functional equation as ı(z), is analytic in the left half of the complex 
z-plane, and is given asymptotically by the same divergent series as t. Hence 
a similar invariant function F* can be obtained by replacing the function v/"(z) 
by the function — v/"(r— z). 

If the invariant functions for the two halves of the wv-plane are united we 
obtain a real invariant function, analytic save for w — o, continuous together 
with its partial derivatives, and given asymptotically by F* at (o, o). 

It is this general type of invariant function whieh probably exists in all 
cases. 

In the case I, I can prove the existence of a real invariant function, 
continuous with all of its derivatives and asymptotically given by F* at (o, 0). 
But this diseussion is omitted since the existence of an analytic invariant function 
is highly probable in the general hyperbolie case. 

We come now to the question of formally invariant curves. "These are 


rm 


obtained by factorization of F* ($ 19). Since v (") has an initial term 222, the 


curves are at once seen to be the curve wu — o taken doubly, and the formal 


I I à : : : 
Curve Doce "e. The latter curve also gives an invariant curve, analytic 
n 


for x #o such that » is continuous together with its derivatives of all orders in 
uatu=o. Half of this curve (4 > o) is that arising when by W(z) we under- 
stand the function wv/(z) introduced above. For « <o we get of course the other 


I I 
6u* ” al 

The analytic invariant curve 4? =o corresponds to a multiple factor of F*, 
and accordingly is an invariant point curve (§ 20). This is readily verified from 
the explicit formulas for w,, v,. 


half of the invariant curve v = I— 





It is also worthy of note that, for any point (v, v) not on either invariant 
curve and with %>o, u; increases for k — —r, — 2, 
we note that 


Also for k=1,2,..., 
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À I I 
F* — — uj) 0 + —;, v" | — 60% 
OU} Ur 


Hence as w; diminishes the expression in brackets increases. In other words 
any such point (u, v) leaves the vicinity of (o, o), both upon indefinite iteration 
of T' , and of T. A similar argument shows that the same is true for a point 
(u, v) with « € o. 


$ 32. Preliminary normalization in the hyperbolie ease II". 


We will consider first what may be termed the non-specialized case II". 
The characteristic feature of the case II" is that the invariant formal series for 
F* begins with terms of higher than the second degree. In general then we have 


FE = Guy u? a, u*v + a, ur? + aquo? +, 
where the roots of the cubic in s, 
Ay + 45,8 + 0,5 8* a9, 8 — 0, 


are distinct and at least ore of these roots is real. To each such real root s 
corresponds a real formally invariant curve v=su+---. In general therefore 
case II" is of hyperbolic type. We consider any such real formally invariant 
curve C. 

By a linear change of variables C can be taken tangent to a new u-axis. 
That is, we can make s— o in this way. The equation of C is now of the form 
p—q(u), where q(u)—au?+--. By a further formal change of variables (15), 
U —u,V =v—p(u), the formal curve C can be taken into the U-axis. It is to 
be observed that any such linear change of variables as well as a change of 
variables (15) leaves 7 of the same type II". Since V — o is the equation of the 
invariant curve, both V, and F* are divisible by V. 

If we do not make the above formal change of variables but make an 
actual change to variables which are the same to arbitrarily high degree u + 1, 
u,,v, are unaltered to terms of degree « + 1, Q to terms of degree u, and thus, 
by (11), F* is unaltered to terms of degree «+1. Consequently we may write 


v, 2 v[r----]- o(u, v), 


F* (2, 0) =vfa,,u* 4-a,5wv + a, 


e 
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where the brackets are polynomials in u,v of degree at most u —1 and where 
w, are power series with initial terms of degree at least u +1. 

Under our hypotheses a,, is not o, for in that case s — o would be a double 
root of the equation in s. 

By direct iteration of the formal series in their original form (8 2) we find 


uy = ud Kh (Poy U? + Pis UD + qv?) + 7, 


O0, k(w,u? +Y,uv + Wo20°) HAE 
Hence we find, on differentiating as to k and taking kb — o, 


OU = Pro u* + Pis UY + qu 0? + >, 
do = Uy + uuo + Wow? + --: 
Using the equations (11) and bearing in mind the fact that Q commences with 
a constant term 1, we see that 
Pro — ris (1 = — 2015, Por = 308» 
Woo = 0, U,—— 205, Us; — —4,5, 
These results may be summarized as follows: 
Let T be a conservative transformation of type 11" for which there are three 
formally invariant curves with ordinary points and distinct tangents at (o, 0). If 


variables u, v are properly chosen, any real formal curve of this sort can be made 
to osculate the v-axis to any order u>2. Under these circumstances we have 


Uy = U + AU + 24,,Uv0 + ::-, (a: * 0), 
v, — v[r1— 204, w —a449 + ---] - w(u, v), 


F*(u, v) — v[a, u* + a,uv + aq v? + ---] + n(u, t), 


where the bracketed expressions are polynomials of degree at most u — x and w, y, 
are power series with initial terms of degree at least u + 1. 


§ 33. Some inequalities in the hyperbolic ease II". 


Let us take variables u,» as above. We will take «>5 and also a,, » o. 
Furthermore u,» are taken to be complex, of small moduli, and such that 
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(22) R(u)>o, [v|<|wl, 


where (u) designates the ’real part of w’. 
The series for u, gives us at once 


(23) Ju, — u— a; u] < EO up, 


where EU is a definite positive constant. If we introduce a new variable 


CUR (23) can be given the essentially equivalent but more convenient form 


(23) Jz: —2 + a4 | « Z9 |z |a. 


Suppose now that we take v — o, Ji(z) > E, R a large positive quantity; in 
this case the inequalities (22) are satisfied. By iteration of 7 we obtain (z,, v,), 
(2, 9), .... Let us assume for the: present that 3i(z)» E, [er «|z |? for 
l=0,I,...,n—ı with n7» o. 

From the inequalities (23) for 2, 2,,2,, ..., “n-1 we infer 


|2: — 211 + a,, |< HO RT, CEE En) 


These inequalities show that the real part of z; diminishes by approximately a,, 
as [| increases by 1, while the imaginary component varies slowly. By combi- 
nation we obtain 


|zi— 2; + (L—3)2a4| < (— j) HOR, (ous <1), 
and thence 

Iz1> 12 + U—324|1—0—5 BOR. 
But, since z; has a positive real part, we have 


I2: + (—3)83|» 0— )84. 


whence 
IET : 
L—j<— pu -—5)a4]. 
di 
Replacing /[—7 » o by this greater value in the negative term of the inequality 
for |z;| we find 


E® R-1 
Iz» E = = 
Q1 





Ja + ( — j)a., |. 
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The polynomial of degree u, F = F*—y, has the same terms as those of 
the formal series F* out to terms of degree u + 1. Consequently if (22) holds 
we have 


|#, — F]|< E9|z[73. 
Thus, under the above hypotheses, we have 
| £L— Fia|« EG) |, (l= 1,2) Em) 


Moreover # =o since F is divisible by v. By combination we therefore obtain 
1 
| Fil< EAS az. 


j=0 
Using the preceding inequality for |z;| we find 


7-1 
[Pil < 80 Ns + jas 


j=0 


an 
< EON E AER |e 


j=1 


But this sum is less than 


co 
dn rg noftre ER 
Jer + na, |r! o zl. | 2L TES 
to ' = a 


where we have written » —|z;|t. The final integral which appears has evidently 
as greatest value 





inasmuch as z; has a positive real part. Thus finally we obtain 
(24) | Fi] < E92; 7", (Tr, 2,4 nn 


where E? is a definite positive constant which does not increase as À increases. 
Furthermore, from the explicit form of F we have 


IF. 112, P» E0]»,] 
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so long as (22) holds for (z, v). Thus we obtain 


Fi; 21 a 
LIES d | , (L[— 1.2 n) 
Combining this inequality with (24) there results 
Eo 
lol« polest, (USS 2 2 n). 


Since u —2 > 3 the second inequality (22) continues to hold until 9t(z;) < R. 
Our main result may be formulated as follows: 
5a 0, .) » Ro, and if v=o, then we have 


(25) lo € BO pun pr? < [uf 


for l=1,2,..., until R (7) SRE 
u 


It is evident that k (7) ultimately becomes less than R. 
7 


$54. Further inequalities in the hyperbolic case II". 


The inequalities of $ 33 are not sufficient for our purposes. It is necessary 
to evaluate uw; more precisely than we have done. 


To this end we write 


w= +alogu + Bu + -.: + xuf, 


where & is arbitrarily large. Also let @ stand for the series formed by the terms 


in u, which involve « only. We propose to determine real quantities «, 9, ..., % 


so that 
|20(4) — w(u) + a4,| € K |w [**1. 


This condition will be met if 


F [s] + a | + «log : + B(ü— wu) +--- + x(üt — ub) 
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is of the (k+r)th order in w. The term in brackets is a convergent power 
series in u without constant term. The following term is a similar series begin- 
ning with a linear term «a, «; hence « can be so chosen that the first two 
terms form a power series without constant or first degree term. The third 
term is a similar series with leading term 2fa,,u®; hence 8 can be so chosen 
that the first three terms form a power series beginning with terms of the 
third degree or higher. Continuing in this way we arrive at a determination of 
a, 8,...,% Which yields an expression w with the desired property. 

Suppose now that we introduce the variable w instead of the similar var- 


iable z= (§ 33), taking À B > R and choosing the principal value of log u 


in the expression w. It is clear that R(w) is large when X(z) is large and that 
the region 9t(z) > À corresponds to a region of similar character in the w-plane, 
with nearly vertical tangent throughout and crossing the w-axis far to the right 
of the origin in the w-plane. Hence, by DarBoux’s well-known theorem, the 
correspondence between these regions in the w-plane and z-plane is one-to-one 


: : w. 
and conformal. Moreover, in this part of the w-plane — is nearly r. 


From the definition of @ it appears that 
u, — «| « £9», 
and thence from tbe explicit expression. for F, 
Ju, — 4| « EO] F| |u|? 
when (22) holds. Further, we have 
lu, — 2| « EO EO [u|-?, 
when (25) holds, from which 


[0 (u,) — w(a)| < E99 | afer. 


If we recall the defining property of w(u) and take k<u—5, we get 
finally 


|0(u,) — w(u) + a4 | € EQ? |u |. 


Applying this inequality successively for the sequence of values (u, v) of 
$ 34 (when (22), (25) hold), we obtain 
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via lu EE, 


ler 5a) | «E02, Ex, 


un 4582. | « EO pee |: 


Thus in the complex w-plane each point w, wj, ..., w, in the region 
R(w) R' falls approximately at a distance a,, to the left of its predecessor. 
By the method used in $ 33 it is apparent that the sum 


SRE tlie haat m MN: 
ke | la +! 


and |w;— w + la,,| are of the order |w;|-^. Hence we have: 


Assume u>5,k<u—5,a,>0,W B > R, and v=o. Write 


w= - + a log u + Bu + -:: + xuf, 


where a, B, ...,* are suitably determined constants. Then we have 


(26) Lacs — w + la,, | € E99 [ro — la, |-* 


oue oso uei] x | \<r. 


I 
(UE T 


$ 35. The invariant curves in the hyperbolic case II". 


With the facts deduced in $$ 33, 34 in mind, we can readily prove the 
existence of an invariant curve. 
Let us take w, v as our variables where w is restricted to the region of 


the w-plane which corresponds to 9i B die 
Consider the two sequences of functions of w: 
20, W, (w + a5, 0), u, (w+ 241, 0), .--, 
05 (103 02:510) 5 WEP 20,150), >. 


According to the inequalities (26), (25), we have 
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Laos (w + Ta, 0) —w| € EB | w]-*, 


| oi (w + la,,, 0)] « Elu", 


w 
inasmuch as — approaches 1. 


* 


Thus, for R(w) sufficiently large and positive, the sequences w7, ©; remain 
bounded and define a closed set X of limiting functions w*(w), »*(w) analytic 


within the same w domain,' and restricted by the inequalities 
| w*(w) — w| < E09 off, |o*(w)| « E09 | w +2. 


Now we have 


T (wi (w + la,,, 0), vi(w + la,,, 0)) = (wi4i(w + laz,, 0), vi41(w + la,,, 0)). 
Thus the transformed sequences of functions have as limiting functions 
w* (w — a4,), v *(w—0;). 


In other words the totality X is carried over itself by T, the change of para- 
meter being w, =w—.q,,. 

Now let us suppose w and » to be real, with w sufficiently large and 
positive. The transformation from (w, v) to (w,, v,) is then a real analytic trans- 
formation, and the totality of curves specified above are analytic with the pos- 
itive w-axis as asymptotes. In fact these curves X have contact of order u — 2 
at least with the w-axis at c. 

Let us return now to the prepared real wv-plane of $ 32. The relation 
between w and u shows that in the real wv-plane the curves X are defined for 
u sufficiently small and positive, and are analytic curves with contact of order 
u—2 at least with the w-axis at (0,0). On account of the mode of definition 
of the curves in the complex domain the inequality |v| « ZU ||"? holds uni- 
formly for all of these curves. 

It follows that the totality X consists of only one curve. 

In fact, consider the region w>o bounded by these curves and the line 
u—d. If there were more than a single such curve, such a region would ne- 
cessarily arise and lie within the region 


o<u<d, |v| « EB Ju. 








* Cf. W. F. Oscoon, On the uniformisation of algebraic functions, Annals of Mathematics, vol. 
14, 1912— 1913, pp. 152—154. 
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By the transformation T we bave 


U — U + au? +... 


We see at once that this region goes into another which includes it. For, the 
upper and lower boundaries of the region bounded by the € curves are carried 
into themselves (the totality X being invariant), while the line u — d is moved 


to the right. This is impossible since |. Qdudv is invariant under T. 


Passing back to the original wv-plane, we infer the existence of an analytic 
invariant curve ending at the invariant point and having contact of order of 
u—2 with the corresponding formally invariant curve. When the curve is 
represented in the form v — qu) say, y is continuous together with its deriva- 
tives of the first u —2 orders for u — o. 

Now u is an arbitrarily large integer. By increasing « we cannot obtain 
further invariant curves, as is seen at once by a repetition of the above argu- 
ment as applied to the region between such curves. "Therefore, the invariant 
curve when represented in the form v — q(u) say yields a function p analytic 
for wo, continuous together with its derivatives of all orders for u — o, and 
formally coinciding with the formally invariant curve. 

All of the above only applies if a,,>o. But if a,,<o then the analogous 
quantity for T_, is —a,,. Hence we can arrive at the same conclusion if a,, <o 
by considering 7; instead of T. 

Clearly we can deal with the case u «o by merely rotating the axes in the 
prepared wv-plane through the angle x. 

Let us call a real function f(t) of a real variable ¢ hypercontinuous for t= t, 
if f(t) is analytic for £z £&,, |t —1,| «0» o, and continuous together with all of 
its derivatives for t —1,. Similarly a curve is hypercontinuous at a point if its 
coördinates can be expressed as hypercontinuous functions of a parameter f. 
With these definitions we can summarize our results as follows: 

In the case II" when there are three formally invariant curves with ordinary 
points and distinct tangents, one or all three of these will be real. To each such 
real formal curve corresponds a unique hypercontinuous curve through the invariant 
point which is invariant under T and has the corresponding asymptotic representa- 
tion at the invariant point. 

It is clear that the method above is not essentially limited to the discus- 
sion of real invariant curves but these are all we need to consider. 
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§ 


§ Extension to the general hyperbolic case II", II". 


30. 


It is easy to see that the above work admits of an extension to the most 
general case II". 

Suppose first we fix attention on any real formally invariant curve C in 
the case II" which has an ordinary point at (o, o). 

We can begin as before ($ 32) by taking a prepared wv-plane in which this 
curve osculates the u-axis to order u. 

The series for 4, can be taken to contain a term cu? of least degree p » r, 
where p does not increase indefinitely with uw. Otherwise, when the w-axis is 
made the invariant curve by a formal change of variables, it will be an invariant 
point curve, and such a curve has previously been observed to be analytic. 

The series in v, is divisible by » out to terms of degree 4 + 1 as before. 

The formal series F* consists of a polynomial of degree at most « divisible 
by » with a leading term cou? and a formal series with initial terms of degree 
at least «+1. 

Let us assume c » o and take 


Nu) » o, |v| € |«]?. 


Further let us introduce the variable z — u-?t!. We find easily that, for R(2) > R, 


1 
|z,—2-rt(p—zr)|«Z|z| >, 


where E is a suitable positive constant, and we can carry through a discussion 
analogous to that contained in 8$ 33, 34. 
Introducing next a variable «v, 


[04 


qp zeit 
url x UP? 


+... +4 log u + --- + ou“+ip, 


we can determine «, 9,...,6 so that 
| w(%) — w(u) + (p—x)e| € E'|u |**! 


as in $ 34, and can generalize the results there obtained. 
The existence of a unique invariant curve can then be proved as in $ 35. 
When the real formally invariant curve has a ’cusp’ at (o, 0), this can be 
reduced to an "ordinary point’ by a succession of changes of variables of the 
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type u = uv, v =v, and then an argument may be made like that carried through 
in $8 33—35- 

We will not stop to enter into details, but merely state the conclusion: 

In any case II" to every real formally invariant curve corresponds a unique 
hypercontinuous invariant curve with the corresponding asymptotic representation. 

In the hyperbolic case II", T, is of type Il". Hence we infer: 


: 21 1 : = 
In the hyperbolic case II'', 0 = Ee the invariant curves under T, are 


of type I1" and their images are invariant as a set under T. 


$ 37. A general property in case II". 


In case II" under the restrictions of § 35 every point of the region u? + v? < 0? 
not on one of the real invariant curves is carried out of the region by iteration of T 
or T4, while every point on one of these curves approaches the invariant point 
(0,0) by iteration of. TT and is carried out of the region by iteration of T_ı, or 
vice versa.! 

There may be either three real invariant curves, or a single such curve. 

Let us consider the first of these subcases. Here the neighborhood of (o, 0) 
in the plane is divided into six parts, bounded by ares of the invariant analytic 
curves. These six regions evidently go over into themselves under 7 or T_ı. 
Let us consider a particular one of these regions, and let us first take tangents 
to the corresponding arcs of the two invariant curves at (0,0) as axes. The 
hypereontinuous invariant curves have equations v — g(u), u — v'(r) referred to 
these axes. 

Make the further change of variables 


U=u—vb),, V=v—p(u). 


The right-hand members of these equations are continuous together with their 
partial derivatives of all orders in u,v, analytic except for u=o or v=o. In 
the new variables the invariant curves appear as the U- and V-axis, while the 
region under consideration becomes the first quadrant in the U V-plane. 








!1 It is apparent from this result that no other invariant curves through the invariant 
point can exist. 

Levi-Civrra (loc. cit. proved that certain nearly points are carried away from the invariant 
point in this and other hyperbolic cases, showing that the point is unstable. 

See also A. R. Cicara, Sopra un criterio di instabilita, Annali di Matematica, ser. 3, vol. 
II, 1905. 
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This further change of variables is formally of the type (15) so that we 
have (see $ 32) 


U,=U[z+a,, U+2a, V+...], V,=—V[r—2a,, U—a,,V+---]. 


The factors in brackets are analytic for U » o, V >o of course. We can readily 
show that these factors are continuous together with all of their partial derivatives 
for Uo: 

In fact consider 


as a point (w, v) approaches the invariant curve U — o. By the ordinary rule 
for the evaluation of an indeterminate form the limit will be given by 


Qu, dw(v,) dv, 
du dv, du 


at the point in question. Hence the first bracket, and likewise the second bracket, 
are continuous functions for U>o, V>o. By successive steps of like nature 
all of the partial derivatives of the brackets may be Shown continuous. 

In the subcase under consideration there is a third real invariant curve in 
the second and fourth quadrants obtained by factoring formally 


F* —UV[a4 U t a, V +]. 


We see that a,, and a,, are of the same sign (say positive), for this third 
invariant curve is given by 


a, U -- a4, V +---=0. 


Returning to the explicit form of U,, V, above, we infer that U(V) increases 
and V(U) diminishes under iteration of T'(7'_;) for any point in the first quadrant. 
If (U, V) approaches a definite point (U, V) with U » o(V » 0) within the region 
J* + V* € 0°, this point is necessarily invariant under 7. But, inasmuch as there 
are no multiple factors of F* and thus no invariant point curves in the case at 
hand, there will be no invariant point in this region except (o, 0). Thus the 
first part of the italicized statement holds in this case. 

The part of the statement which deals with the bebavior of points on the 
invariant curves is obviously true in all cases. If it was not we should have 
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isolated invariant points on these invariant curves lying arbitrarily near to (o, o), 
and this is impossible. 

We have next to discuss the subcase where there is a single real formally 
invariant curve. Let us take this curve into the U-axis by a transformation like 
that made above. We have then 


U, =U +a,, U* 204, UV +3a,V°+---, 
V, —V[r—2a;U —a,, V +-:-], 
where the brackets stand for a type of functions similar to those in brackets 


above. 
Here one has 


F*—y [22 UE a, U Per dos VASE =]. 
The quadratic form in brackets is definite since there are a pair of conjugate 


formally invariant curves with distinet conjugate directions. 
We find 


GV puestas USED Pa, VE | 


- : : IK : : : 
This equation renders it apparent that rz — tan-! p varies continually in one 
sense under indefinite iteration of T or of T_, as long as a point and its iterates 


remain near (0,0). If lim z — o or x, approaches o, and the formulas for 





y 
U 
U,, V, show that | U| and |V | vary in opposite senses. In this case | U | increases 
and the point cannot remain near (o, 0). 

Moreover the point cannot remain near (0,0) in the contrary case. If 
limz-770,: the above equation shows that V approaches o; in fact the 
variation in v is of the first order in V. The variable U must likewise tend to o. 





y 
But the geometry of the figure in the plane makes it clear that U- —; must 
1 


7 


approach tan v indefinitely often, at the same time. If we recall that U 
approaches this value also and employ the formulas for U,, V,, we find readily 


— 2a,, tan t—a,, tan? v 


-= tan v 
du +24, tan T + 3a,, tan? v 





whence 
3 tan r (a;, + a,, tan v + a, tan? r) — o, 


which is impossible. 


-I 
bo 
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$ 38. Extension to a more general ease II". 


The same property holds in the most general hyperbolic case. 

The kernel of the method of proof employed in § 37 depends on the use 
of a function which increases or decreases upon iteration of 7. This method 
can be applied to a somewhat more general case than has been treated above, 
namely that in which all the real directions of formally invariant curves at (o, 0) 
are distinct. It is this case which we treat first. In dealing with the most 
general case (§ 39), however, we are obliged to employ less direct means. 

Suppose that the property fails to hold, so that there are real points not on 
an invariant arc which remain in an arbitrarily small neighborhood of (o, 0) 
under indefinite iteration of T (or of T_,, if not of T). 

There will then exist such points in some one of the regions into which the 
invariant arcs divide the vicinity of (o, o), and it is upon such a region that we 
fix attention. For the present we assume there is more than a single real 
invariant curve. 

By a change of variables U=u— v(v), V —v—q(u) ($ 37), the region 
between the invariant boundary ares may be taken into tbe first quadrant, in 
such wise that the invariant ares become the U- and V-axes. The variables U, V 
are analytic in u,v, save for u — o or v=o when U, V are continuous together 
with all of their partial derivatives. Furthermore we have 


; 
U,- Use (v5) es r,-rhi-(u-v;p*-]. 


where UVH is the homogeneous polynomial of lowest degree m>3 in F*, and 
where the brackets stand for functions analytic for U +o, V » o, and continuous 
together with all of their partial derivatives. The factors U, V in U V H correspond 
to the invariant axes. The factors of H are either real linear factors « U -- V («2 0) 
or complex linear factors, since there are no real invariant curves in the first 
quadrant of the U V-plane. Hence H is of one sign, say positive, near (o, 0) 
and of the order m —2 in VU? 4- V?. 


From the above equations and the facts stated we have 


U,V—V,U=UV [mH +---]>0; 


r 


In consequence 7 — tan”! ,, varies continually in one sense upon iteration of 7 


or Of 7'_,, and must approach a limit. 
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Ana 7U : : Ä 3 
This limit must be o or—. In fact since there are no invariant points 
2 


near (0, 0) (invariant point curves correspond to multiple factors of F*), the 
corresponding point would necessarily approach (o, o) in the contrary case. If 


r > o denotes the corresponding ne the fraction 


U 
/ OH 
y-Y v —(4+1 nis 
Usi lios Une AA Su 
H4UTT + 


can be made nearly equal to r with negative denominator and numerator; this 
is easily seen geometrically. Hence we have (compare $ 37) 


oH 

eye — 

: av 
lim Deren] = 


Te 
A+U TG 


TL 


: 
along this direction, whence H =o for per. This direction will correspond to 


a real formally invariant curve, which is absurd. 
Also this limit is not o, for the formulas for U,, V, show then that |U,|, 
|V,| will vary in opposite senses and the point will recede from (o, o) along 


the U-axis. Similarly the limit is not = 


This completes the discussion when there is more than one real invariant 
curve. The argument is easily modified to meet the case of a single such curve 
(compare § 37). 

The property of § 37 holds therefore if the real tangent directions of the formally 
invariant curves are all distinct. 


$ 39. Extension to the general case IE", II". 


We propose to deal in outline with the general case II. As before, we 
assume the property not to hold, and show that a contradiction results. 

The region under consideration is bounded by two invariant ares which may 
or may not have the same tangent direction. An argument like that used above 
may be partially applied. If we form the difference w,v — v,u, it is given by a 
series beginning with a constant multiple of the homogeneous polynomial of 
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lowest degree in F*. But for directions within the region making this polynomial 
vanish there must be an even number of equal factors «u + 9v, since if there 
were an odd number there would be at least one corresponding real formally 
invariant curve and thus an invariant curve within the region, contrary to 
hypothesis. Hence w,»—v,w preserves a constant sign save near these critical 
directions. 

Moreover, if, under iteration of T, a point moves away from the vicinity 
of such a critical direction, it rotates in a constant sense about (o, 0) to the 
vicinity of the next following critical direction (compare $ 38). 

Since there are only a finite number of such critical directions, there will 
then be points remaining in the indefinitely small vicinity of one such direction 
under indefinite iteration. It is upon such a critical direction and its neigh- 
borhood within the region under consideration that we now fix attention. 

Let us take this critical direction along the positive w-axis, and make the 
change of variables. 


in the new variables the transformation T then is readily found to have the 
form II" 


W,— b v9. 


The series F*(w, uv) is of course formally invariant, and in general the same 
methods of formal reckoning apply as earlier. 


The first distinction to be noted is that the invariant integral | | Qdude 


becomes | la quid; the new quasi-invariant function @Q is analytic but 


vanishes at (0,0). The second distinction is that the line i — o in the uv-plane 
is evidently an invariant point curve corresponding to the invariant point (o, 0) 
in the w»-plane. 

Also there are infinitely many points @>o in the uv-plane which remain 
near (o, o) under indefinite iteration of 7, and yet do not lie on an image of an 
invariant curve in the wv-plane. 

The formal differential equations (9) in a, t; are clearly 


- d$ OF* |, di óF* 
p hie RTE dE 


vr 


where by F* is meant the series F*(u, uv). 
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In the wv-plane there are also certain critical directions, finite in number, 
along which the points above referred to cluster. In fact w,v— v,u has the 
same initial terms as 


- = v— 
7 Ou dv 


lp eas 0F* 

E at |: 

As before, the lowest terms here form a homogeneous polynomial in 4,v of one 
sign or zero for à »o. 

Repetition of tbe reasoning and further like changes of variables can now 
be made. It may be observed that the invariant point curve 4; — o introduced 
at any stage is either eliminated by a further change of variable, or corresponds 
to the new ü-axis. Consequently the extraneous invariant point curves are either 
4 —0 or 4 —0 and v=o. 

Since there are only a finite number of formally invariant curves and the 
changes of variables used lower their order of contact, a stage must finally be 
reached at which either (r) there is no formally invariant curve not of extraneous 
type or (2) there is only one such curve. In case (2) it is clear that we may 
assume this curve to have an 'ordinary point’ at (o, o) with tangent direction 
distinct from that of an extraneous invariant curve; the changes of variables 
employed separate formally distinct curves and eliminate a ‘cusp’. One further 
change of the same type will then make i; — o the only extraneous invariant 
curve. 

Let us begin with case (r) when 4 — o and v=o are extraneous. 


Since | | Q(u,v)dudv is an invariant integral it is clear that points 


Q(u,v)—o go into points Q(u,v) —o. Thus Q — o gives a set of real analytic 
curves invariant under T. Such curves are necessarily individually invariant 
inasmuch as ü=o is invariant. But there are no such curves save ij =o and 
v=o. Hence we have 
Q(u,v) — wv" R(u,v), ((>o,m>o), 
where R(o, 0) #0. 
Also F* =o yields formally invariant curves so that 


F*¥ =uPviG(u,v), (p»l-c- x, q » m « x), 


where G is a formal power series with constant term. 
Now by the formal differential equations (9) for this case we have 


ES lam dv; 
uiv; FRS ^ Eur G], uv? E Wax 


up D G] 
- 3 1 ] 
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Thus the series for w,, v, have the form 
à --up-vo-m-l[gc4 A], © + up —vw—"[— pc + B] 


respectively, where A and B are power series without constant terms. Under 
iteration of T or T' ; either | 4| increases and |v| decreases, or vice versa. Con- 
sequently a point which remains in the vicinity of (o, o) will approach a limiting 
point on the %- or v-axis, distinct from (o, 0). 

For definiteness suppose the point to lie in the first quadrant with c» o. 
Such a point will then approach a point of the positive @-axis near (o, o) under 
iteration of 7T. But the series above show that for such a point 


Av = 
Far nv (K > 0). 


Thus v decreases less rapidly than if 


dv 
pub 0s 

when by integration we find v — ce-*", Hence ü cannot approach a limit as v 
approaches o but must increase indefinitely. 

The case when only 4 — 0 is extraneous admits of similar discussion. 

Case (1) is now disposed of. Let us consider case (2). 

By a formal change of variables of the type employed in $ 37 we may take 
4&-—0 as the invariant point curve and v=o as the other invariant curve. 
Formally then we are essentially in case (1r), above disposed of. Indeed if the 
invariant curve is analytic no modification is required. 

If the hypercontinuous invariant curve is not analytic there can be no 
corresponding factor of Q, i.e. after the new change of variables we have 


Q (v, v) =u R(u,v), (L» 0), 
where Z(o, 0) » o. 


Moreover, after this change of variables, v only occurs once as a factor of 


F*. For a multiple factor gives an analytic invariant point curve ($ 20). Thus 
we have 


F* —urv G(u,v), (p»l-4 1), 


where G' (o, 0) #0. 


1 
-I 
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Consequently we have here 
4, = u[r + curl + ...], +, — v[r— cpu? 3 + ---], 


where cz o. The brackets stand for functions continuous together with all of 
their partial derivatives (see $ 37), and with the asymptotic representation in- 
dicated at (o, o). 

But the points remaining near (o, o) under indefinite iteration of 7' or 7'. , lie 
approximately in the direction of the a-axis; otherwise, before the above non- 
analytic. change of variables was made, we might have removed the invariant 
curve by another change of variables, and thus have arrived at case (1). 

As a result |u| increases and |v| decreases. The above formulas demon- 
strate this fact. This possibility is excluded since there are no invariant points 
near (o, 0) not on à — o. 

Thus ease (2) is also disposed of. 

Since in case II", 7, is of type II" we may state: 

The property of § 37 holds in the most general hyperbolic cases 11", II". 


$ 4o. The hyperbolie case Lil’, III". 


The non-specialized case III’ is of hyperbolic type as appears from an 
inspection of (13). If we assume that the coefficient of v? in F* is not zero, 
we obtain a real formally invariant curve with cusp at (o, 0). 

Now by the change of variables (see $ 6) 


U—= UV, DV, 


T takes the form Il". By the use of the methods of $ 32—39 we can infer. 

In the hyperbolic case III' to each real formally invariant curve corresponds a 
unique hypercontinuous curve which is invariant under T and has the corresponding 
asymptotic representation at the invariant point. 

In the hyperbolic case III" the invariant curves under T, are of type II' and 
their images are invariant as a set under T. 

The property of § 37 holds in the hyperbolic case III. 


$ 4x. Invariant curves and the hyperbolic case. 


We aim finally to show that a certain kind of converse to the above can 
be found: 
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If T is a conservative transformation I', II', II", III' for which (o, 0) is an 
invariant point, and if there exists an invariant continuous arc ending at (o, 0) for 


. v 5 IR 2 . . . . D . 
which tan! remains finite, then the invariant. point is hyperbolic and the invariant 


arc is an arc of a hypercontinuous invariant curve obtained above. 

If the invariant point can be proved hyperbolic the remainder of the state- 
ment can be demonstrated at once. In fact all points not on one of these hyper- 
continuous ares leave a definite vicinity of (0, 0) under both 7' and T_4, ac- 
cording to the general property developed above. But the invariant arc is 
carried into part of itself either by T or T_;. Therefore it must consist of 
points on one of the hypercontinuous arcs. 

Let us take first the general case when 7 is of type I’ or II' at the in- 
variant point (o, o) and let us suppose if possible that 7' is elliptic at that point. 


Let «, 9 be the upper and lower limits of tan E along the curve. These 


are invariant under T' of course. Hence the lines through (o, 0) in these direct- 
ions are carried into curves tangent to these respective lines at (o, o). Thus 
we have the phenomenon of invariant directions, which is absurd iu case IT. 
Hence 7 is of type I’, and (o, o) is a hyperbolic point. 

If T is of type II" every direction through the invariant point is invariant. 
It is necessary here to have recourse to a more elaborate argument to show that 
T is hyperbolic. 

For definiteness we assume that 7 carries the invariant are into part of 
itself. Define « and 9 as above. If «=? we can find a line » — cu which 
intersects the invariant arc infinitely often near (o, o). But the image of this 
line lies on one side or the other of the line near o, at least near (o, o), since 
T is analytic. Thus it is apparent that the total area between the line and in- 
variant arc on the same side of the line is carried over into part of itself by 7T, 
which is absurd. Hence there is only a single limiting direction, i. e. « — 8, 
and the invariant arc does not meet the corresponding line » — cu near the 
invariant point. 

This direction corresponds to the real tangent direction of a formally in- 
variant eurve. Indeed the arguments employed in $ 38 show that points not 
approximately in such a real invariant direction from the invariant point are 
rotated into such a direction under iteration of 7, provided that the point re- 
mains near (o, o) as is the case for a point of the invariant arc. 

This formally invariant curve which has a real tangent direction will cor- 
respond to a real formally invariant curve in general so that we have the hyper- 
bolic case II". 
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There remains the possibility, however, that we have an even number of 
formally invariant curves with real tangent directions but not with all coef- 
ficients real. Here further consideration is required. 

Take the straight line from (o, o) in the limiting tangent direction as the 
u-axis and write 


u=u; DUT 


as in § 39. The v-axis in the wv-plane is a line of invariant points under T, 
and the invariant are approaches (0, 0) in this new plane. But this invariant 
are does not cross the line of invariant points of course. 

Repeating the argument above we infer that this arc approaches (o, 0) in 
a definite limiting direction in the «v-plane. But it was established in $ 39 that 
such a limiting direction can only be along a real tangent direction to a for- 
mally invariant curve. Hence again we argue that the invariant are has the 
direction tangent to à — o or to a formally invariant curve, when another change 
of variables as above is in order. 

At each stage these changes of variables diminish the number of real co- 
efficients in the series for the formally invariant curve, until at last the first 
coefficient is not real and there is no invariant direction. This is impossible 
by our argument for case (1), $ 39. 

Similarly the case III’ is disposed of. 


Chapter III. Elliptic invariant points. Stable case. 


§ 42. Existence of closed invariant curves in the stable case. 


In the integrable elliptic case there is a family of closed analytic curves 
F* = const. about the invariant point, each invariant under T but not of the 
type above considered since these curves do not pass through the invariant 
point. Such an invariant point is stable of course. 

A somewhat analogous property can be established in the non-integrable 
stable case. Let us understand by a closed curve the boundary of a simply con- 
nected open continuum in the finite plane, while regarding that plane as com- 
pleted by the adjunction of a ’point at infinity’. 

In the stable case there exist an infinite number of invariant closed curves sur- 
rounding the invariant point and lying within any prescribed neighborhood of it.” 


1 Compare the method of proof with a proof given by H. Poincaré, Les methodes nouvelles 
de la mécanique céleste, vol. 3, Paris, 1899, pp. 149—151. 
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Choose any arbitrarily small neighborhood of the invariant point. It is 
then possible to find a second neighborhood r < 0 <d such that any point of 
this latter neighborhood remains within the first under indefinite iteration of T'. 
This is the direct statement of the property of stability. 

Now the open region » < 0 and all of its images under 7 include (o, o) as 
an inner point and overlap. Let us speak of a point P as occluded by this set 
of regions if it is possible to draw a regular closed curve lying entirely within 
the set and enclosing P and (0,0). The set of occluded points X is evidently 
an open simply connected continuum containing all of the set of regions. 

The image continuum 3, is also made up of points 3; the curve enclosing 
P and (o, o) is carried into a curve enclosing P, and (o, o), lying within the set 
of regions, and so P, is occluded, i. e. is a point of 3. 


Now 3 cannot contain points not in 3, since then | | Qàua» would be 
v 


larger over € then over 3,. Hence Z, coincides with 3. The boundary of X 
is therefore an invariant curve lying in the arbitrary neighborhood ó € r € d and 
surrounding (o, o). Since d is arbitrary there is clearly an infinitude of such 
curves, invariant under both 7 and T';. 

Conversely, if there is an infinitude of such invariant curves about (o, o), that 
invariant point is clearly stable. 


$ 43. Some fundamental properties in the case Il, / — 1. 


The cases I’, IT,  —1, may be regarded as constituting the non-specialized 
case of an invariant point. In the second of these cases we have the first pos- 
sibility of stability. The discussion of this elliptic case IT, / — 1 which we shall 
make (both in the stable and unstable case) will be based on certain properties 
established in the present paragraph. 

Let us choose variables a, # which osculate the normalizing variables U, V 
of $ 22, formula (19), to the order u(u » 2). We will then have 


us wu, =u cos [0 + c(u? + 2*)] — » sin [9 + c(u? + 23)] + P(u, v), 
27 
v, =u sin (0 + c(u® + 23)] + v cos [0 + c(u* + 22)] + Q(u, v), 


in which P,Q are given by convergent power series which begin with terms 
of the (u + r)th or higher degree. 


We shall assume c > 0 for definiteness. It is clear that in the contrary case 
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T_, wil be of this same form with —c replacing c, so that our assumption is 
no essential restriction. 

The particularly simple integrable case P — Q — o affords a clear insight as 
to the character of 7. Circles with (o, o) as center are rotated into themselves 
through an angle 0 + cr?, increasing with or decreasing with the radial distance 
r according as c» o or c<o. 

This special ease shows clearly the vortical nature of the transformation T' 
in the neighborhood of the invariant point. 

It will be convenient for us to introduce polar coördinates r, y. In these 
variables the equations above take an equivalent form 


(28) r,—r-R(r,g), p=p+0+ cr 4 S(r, q), 


where 








ie — Vr* + 2r(P cos (p + 0 + cr) + Qsin (p +0 + e13)) + P? € Qt —r, 
(29) | — P sin (p + 0 + er?) + Q cos (p + 0 + er?) 


E jl 2 
S tan r+ P cos (q + 0 + cr?) + Q sin (p + 0 + cr?) 





Since P,Q are analytic power series in r beginning with terms of degree u. +1 
or higher, and with coefficients analytic in y with period 27, it is apparent 
that R, S are continuous functions of r, p for r >o, expansible as power series 
in r with coefficients analytic in ~ of period 27. The first of these will begin 
with terms of at least the (u + r)th degree in 7, while the second will begin 
with terms of at least the uth degree. 

These same considerations show that R, S admit continuous partial deri- 
vatives in r, y of all orders. 

The coördinates r, y will be regarded constantly as rectangular coordinates 
in an rg-plane, so that the r-axis corresponds to the invariant point, and tbe 
half plane r>o to the wv-plane. Two points for which the coördinates r are 
the same, but for which the coördinates q differ by a multiple of 27, are 
called congruent. Two congruent points represent the same point of the wv-plane. 

Suppose now that we have a point in the ry-plane and a direction at the 


point given by 2, which is the reciprocal of the slope. The corresponding 

1 : 19: aa: 

reciprocal slope at the transformed point under T is then given by aan This 
1 


quantity may be computed by means of (28) and has the value 
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dq .,48 

dy, dr ue * dr 
dr, NE dk 
dr 


? 


where the indicated differentiation is directional in character. 
From this equation there results 


ar +e 
dq, deg NS dr LE | dr} dr - 
(Urdu p ER 

dr 


If we evaluate the directional derivatives on the right in terms of the partial 
derivatives of A, S, we perceive at once that 


























dios [Oo s di er 2 
dr dr | üqpdr E dh iB * lar [. 
ds u—1 dp 
PEU f+ zm l 
and thence 
dq, _ ap — Cr TES HI 
DIUI hr rt us | 
dq vi a 
as long as dr | er say. 
That is, we may write 
dq, dq —onr M pL (se | 1 
(30) s Dar el 2er + yà I+ ael it 
dq 


where | z| € // as long as is restricted as stated. 








dr 


ds at any point in the »y-plane 


Let us term the small sheaf of slopes 


for which 


(31) p < 





the barred angle. When (3r) is not satisfied, the left-hand side of (30) is positive. 
Our conclusion may be formulated as follows: 
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In the rq-plane the transformation T leaves r unaltered to terms of order w+ x in 
r, increases p by 0 + cr? to terms of order u, and rotates any direction not in the 
barred angle in a negative sense. 

An entirely analogous discussion of 7', shows that, if & be taken small 
enough in defining the barred angle, we have 

In the rq-plane T_, rotates any direction not in the barred angle in a posi- 
tive sense. 

A quantitative discussion of the amount of rotation of directions can be 


based on (30) and a similar equation for S 
Ly 


In particular we note that 

Under iteration of T (T 1) any direction at a point is ultimately rotated into 
or past a barred. angle negatively (positively) if r remains small. 

If possible assume this statement not to be true. 

In the first place we must have limr—o. For in the contrary case there 
is a rotation of definite negative amount occurring indefinitely often, and the 
statement must hold. 
d« 


P the inequality (30) gives 


If we let 2, 


Ap'>2ar;, (a > 0), 


as long as r remains small and y' does not lie in the barred angle. At the same 
time the formula (28) for r, shows that 


| 42) < bre, (b » 0). 
Consequently we have 


b 


& p" 


AT 
2a 


4g 





Hence r diminishes as g' increases not more rapidly than if 


dr b 


zv =O Al 


dp 2a 


But a direct solution of this differential equation establishes the fact that ' 
must increase indefinitely and be of order at least r!=" if r is to approach zero. 
This is in contradietion with the hypothesis that the direction is not rotated 
into or past the barred angle. 
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Thus we see that the stated property holds for 7T. In the same way it 
may be proved for 7'_1. 

The following property is also useful: 

Given an arbitrary positive K, then for any point (r, p) with o<r<o (0 suf- 
ficiently small) we have 

Pn > p+n0 + K 

for n>N until r, > d. 

From the equations (28) we get the inequalities 


jr, —rl<c'rt, p,—p>0+c'r?, (oc Tae 
From the second of these inequalities there results 
LE 
(uq n0 c" Dr} 
j=0 
as long as r,r,,...,r,_1 are less than d. It suffices to prove that the sum on 
the right exceeds c before r,>d, provided that r is sufficiently small. Now 
from the first inequality we deduce 
p—1 
a tele e Dre: 
j-4 


If 7, and r, are the maximum M and minimum m of rj, this yields for u>3 


p—i 
M—m< c'M 7}, 
j=q 
whence 
p—1 
y MU m. 
2 om I u) 
j=Q 


Consequently, if r is sufficiently small and varies to a relatively much larger 


(but still small) value or to a relatively much smaller value, the corresponding 
p—1 r 

sum Dr} is very large and exceeds EU 
j-4 


Surface transformations and their dynamical applications. 85 


$ 44. Nature of the invariant curves. 


Let us define a regular neighborhood of an elliptic invariant point (o, o) as 
a neighborhood such that any radial direction in the rg-plane is rotated through 
a negative angle by 7’, and through a positive angle by 7'.,. 

Probably a hyperbolie point cannot lie in a neighborhood of this kind. 

The reasoning of $ 43 shows a regular neighborhood of this type to exist 
mnBeases LI, Tr. 

The elliptic case does not arise in the general case II" or IIT. But a 
direct computation shows that, in case II’, / finite, and in what may be termed 
the general elliptic subcases II" and III', a regular neighborhood exists. 

Throughout such a neighborhood we can evidently construct a barred angle 
through each point of the neighborhood such that directions outside the barred 
angle are rotated negatively by T' and positively by 7 ;, and ultimately are 
rotated into or past the barred angle. 

In a regular neighborhood of an elliptic invariant point of type IT, l=1, 
any invariant curve enclosing the invariant point meets every radius vector through 
the invariant point in only one point. If the barred angle in the plane be drawn 
at the corresponding point the curve lies entirely within it on either side in the vi- 
cinity of the point. 

In order to demonstrate this fundamental property of the invariant curves 
we make use of the rp-plane employed above. 

Let us suppose first that the invariant curve L under consideration is de- 
fined by means of an inner simply connected open continuum I’ containing 
(0, o) in the wv-plane. 

If the first italicized statement is not true consider the continuum of points 
accessible from r — o along a perpendicular line y = const. in the ry-plane without 
passing a point of the invariant curve itself. 
This open continuum /'* forms all or part of 
the open continuum I’ bounded by the in- 
variant curve L and r=o (see figure). The 
boundary of L* is evidently a closed curve 
made up of points of L and open segments 
of lines p = const. 

If Fr and T* coincide then either the 
first property is true or there exist one or 





more boundary segments y — const. of [' and 
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L*. Now either I'* lies to the right or to the left of such a segment. In the 
first case the tangent to the boundary makes an angle - with the g-axis. An 
application of T. will carry this segment into another with tangent argument 


greater than = But, on account of the form of the boundary, any tangent 


: : 7 7t Sieh : 
argument must be intermediate between — - and 2: 8° that this is not possible. 


z 


In the same way it may be concluded that I’, I'* cannot lie to the left of such 
a segment y — const. Hence there is no such segment, if I’ and I'* coincide. 
In this case of coincidence every radial line must meet I’ only once, as we 
wished to prove. 
Let us now turn to the case when the two continua J’ and 7'* are distinct. 
Consider the part I’ of I” accessible from r — o along a regular simple curve 


in I’ (such as MN in figure above) with tangent argument never less than — - 


This part of I evidently includes /*, but can only coincide with I’* if there 
are no bounding segments p = const. of 1'* which have a part (see region ¢ of 
figure above) of J’ on the right. By the transformation 7'.; which increases 


every tangent argument which is equal to z and does not diminish to 3 any 


greater argument, the points of I’ are carried into points of I which are still 
accessible from r — o along an auxiliary regular simple curve in I’ with tangent 


argument greater than —, namely along the image of the auxiliary curve. Thus 


TT 
2 
the continuum I, forms part of 7. Hence I, coincides with I, since T is 
conservative. 

Consequently 1* has no boundary segments q — const. with part of 7’ on 
the right. Similarly we can exclude the possibility of boundary segments 9 = 
const. of ['* with part of T to the left. Hence L* coincides with I. The 
first italicized statement has previously been demonstrated in this case. 

It is now easy to show that the invariant curve lies within the barred 
angle in the vicinity of any one of its points. 

Suppose for example it lies partially above the upper right arm of this 
angle. By sufficient iteration of T_, the direction of this arm rotates positively 
past the vertical, and it is intuitively clear that the radial line ri = const. through 
this point will meet the invariant curve more than once, contrary to what has 
been proved above. 

If the invariant curve is defined by means of an outer continuum, essentially 
the same argument leads us to the same conclusion. 
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$ 45. Rotation numbers. 


Consider any closed set of points defined by an angular coórdinate 7 of 
period 27. Let us suppose a transformation given which takes each point of 
the set into a definite point v,, in such wise that if P precedes Q (i.e. the v of 
P is less than the 7 of Q) then P, precedes or coincides with Q,, and also such 
that 7, varies continuously with +. In particular if P and Q are the same point, 
represented by angular coördinates r, r' differing by 2/7, then v,, r,' differ by 
2lz also. 

Consider now the difference v; — r for all points P. If v increases through 
all the values of the set by 27 so does 1x. It follows that we have 


a < c, — « « bm, (D 9 <a® + 2x) 


In fact suppose r; — r is a minimum for r — :* and let zr vary by 2x from this 
minimum. Since 7; increases but only by 2x altogether we have at the 
maximum Of 7; —7 

Op nr me 4 


which establishes the statement. 
There is a number « such that for every k 


a? bU» 
Ur 
Ea as k 
3 Pare F aU) DU) ad BO : : 
For, if this is not the case, two intervals | = 2 7 | will fail to have a 


common point so that for instance 


bU) gD 
Yos | 


, 


whence 
IM < ka, 


But, since r; — r <b for any v, we have successively 
Det <0"), toy <br... TE — Tue OU), 


whence by addition 
Tir — v € LU. 
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Also since r;— r > a for any v we get similarly 
TIE — t > ka. 


These two inequalities and the inequality written above are contradictory. 

The number « will be called the rotation number of the transformation 
r,—[](v)). Evidently « measures what may be regarded as the mean angular 
advance of the points under this transformation, inasmuch as we have for any 


r and k 
|a —ı — ka | € 2s. 


Since ke lies on the interval (a, 6) some points advance more than ke, 
and some by less than ke. 

When vr, — f(r) is a one-to-one transformation, then its inverse has evidently 
the negative rotation number — «. 


Tee cis rational, say Xu ENDE p,q relatively prime integers, then we have 
27 27 q x 


and hence 
aM < 2pm <b. 


Consequently r,— 7 is exactly equal to 2px for some v. It follows that, 


if Tap there is at least one point P for which r increases by precisely 2px 


upon g iterations of the transformation. 


$ 46. Rotation numbers along invariant curves. 


Returning now to the invariant curves about an invariant point in the 
elliptic ease IT, /— rz, it appears that for each such curve there is a definite 
rotation number, for 7' yields a one-to-one, continuous transformation of each 
such curve into itself which preserves order. 

If such an invariant curve has a rotation number commensurable with 22, say 
2 PTT 

5 
points, invariant under T 


, tt is made up of a finite number of analytic arcs ending at hypercontinuous 
q* 


* Introduced by Poixcaré (loc. cit. 8 8), 
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For mark off the invariant points under 7, on this curve about (o, o). 
There exists at least one such point by the remark proved in $ 45. The invariant 
curve near these invariant points forms then invariant curves in the sense 
of $ 4r. These points are thus hyperbolic and the invariant curves are 
hypercontinuous at the invariant points. But, by indefinite iteration of 7, or 
T 4, the part of the arc is carried into all of itself, since there are no invariant 
points on the arc save at its end points. 

There are only a finite number of isolated invariant points on the invariant 
eurve under 7, or else the limit invariant point would have a non-analytic 
invariant curve of the type excluded in § 41. 

Thus the statement is proved. 


If two such invariant curves have one or more points in common, the rotation 
numbers of the two curves are the same and of the form ae These common points 
and arcs are finite in number and invariant under Ty. 

If two invariant curves have points in common, but nevertheless are not 
coincident, there will be one or more continua included between them. Since 
the invariant curves are each cut only once by a radial line y — const. in the 
rg-plane, these continua are of the form 


f(q) <r <g(p), PSPSG" 


where f,g are continuous functions of y with f<g for q' «q « q" and f — g for 
9—9'orq-qg'. 

Evidently the transformation 7' carries any continuum of this type into 
another of the same type, included between the same two invariant curves. By 
further repetition of T this continuum is carried into others which cannot all be 


distinct inasmuch as | | Qdudv has the same value for any of them, and the 


total value of this integral taken over the complete neighborhood of the invariant 
point is finite. Thus after q iterations the original continuum is carried into 
itself, and its two boundary ares are carried into themselves. The end points 
of these ares are therefore invariant under T',. 

Tf these invariant points are rotated p times around the invariant point 
by T,, clearly the rotation number belonging to either invariant curve is To? 
This demonstrates the first part of our statement. 

Moreover it has been seen above that on such an arc there are a finite 
number of invariant points and invariant point ares of the specified type under 
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T,. Any point of an invariant arc terminated by invariant points will approach 
one end or the other under indefinite iteration of 7, or of T_y. 

If two such invariant curves are entirely distinct from one another, the rotation 
number of the one further removed from the invariant point is the greater, and both 
rotation numbers exceed 0.' 

Consider the two curves in the rg-plane. Since T carries a line q = const. 
in a regular neighborhood into a curve cut by any line ~ — const. at most once 
we see that y, for the outer curve exceeds 9, for the inner curve, and both are 
greater than the initial y by more than 0. Hence we can affirm that y, along 
the outer curve exceeds y, along the inner curve by a definite amount d, and 
that this y,, in turn, exceeds the initial y by at least 6 + 6. 

This fact shows at once that the rotation nnmber of the outer curve is at 
least as great as that of the inner curve. For, points initially with the same qp 
on the two curves are taken into points such that the y of the outer curve 
exceeds that of the inner curve by at least ö under indefinite iteration of T. 

To establish our statement that the outer curve has the greater rotation 
number it is thus only needful to exclude the possibility that their rotation 
numbers are the same. 

If the two rotation numbers are the same and rationally related to 2x, 
then for some g the transformation 7, will have a rotation number 2pz (p an 
integer), so that there will exist points on both curves which are carried into 
themselves by this transformation, y being increased by precisely 2pz. 

Suppose now that we follow the transformation 7, by a rotation in the 
uv-plane through 2p complete negative revolutions. The resultant transformation 
will evidently be conservative with the same invariant area integral as before, 
and the two curves will appear as invariant eurves with the rotation number o. 
It is also evident that by this resultant transformation points on the outer curve 
have their coördinate g increased by at least ) more than the increase in the 
like coórdinate of the corresponding point on the inner curve. 

Construct a curvilinear quadrilateral in the rg-plane as follows. One vertex 
will be an invariant point of the inner curve under the resultant transformation 
and a second vertex the corresponding point on the outer curve. A third vertex 
will be the first invariant point on the outer curve with greater f, and a fourth 
the corresponding point of the inner curve. The quadrilateral will then consist 
of the two radial segments q — const. through the two pairs of corresponding 
points, and the two ares of the invariant curves included between them. 


The assumption c > o is still made. This entails no specialization of course. 
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Consider the image of this quadrilateral under the resultant transformation. 
The invariant points remain fixed, but the two sides y = const. are carried into 


a . . 7U 
curves with tangent argument which is everywhere less than —, the argument 
2 


before the transformation. In the image quadrilateral then, the curvilinear side 
through the invariant point on the inner curve lies to the right of the point, 
while the opposite side through the other invariant point on the outer curve 
lies to the left of this second invariant point. Consequently the quadrilateral 
has been taken into part of itself, the two sides formed of ares of the invariant 
eurves being carried over into part of themselves. This is impossible of course 
with a conservative transformation. 

It is still easier to dispose of the case when both rotation numbers # are 
assumed to be equal but not rationally related to 2x. Here again if a point on 
the outer invariant curve has a coördinate q not less than that of a point on 
the inner invariant curve, then, under indefinite iteration of 7’, it will always be 
true that the coórdinate of any image of the first point will be greater by at 
least Ô than the coórdinate p of the like image of the second point. 

Choose now a positive integer q such that g96' is less than some integral 
multiple of 27, say 2p;t, by a quantity less than 0. It is always possible to do 
this precisely because 0' is incommensurable with 2x. Every point on the inner 
invariant curve will then be advanced by less than 2px under 7,. On the 
other hand, since the transformation 7, has a rotation number gW!, it is always 
possible to choose a point of the inner curve which has its @ coördinate increased 
by at least q0' under T,. The corresponding point of the outer curve then has 
its g coördinate increased by at least as much as gÓ'--Ó i.e. by more than 
2pz. Hence the rotation number of the outer curve under 7, is at least as 


great as ER This is impossible. 


$ 47. On rings of instability. 


If C, and C, are invariant curves in a regular neighborhood of an invariant 
point in the stable case II', there may either be further invariant curves on the 
ring C,C, or not. If there are, the ring C,C, may be subdivided further into 
similar rings. Thus the neighborhood of the invariant point is divided into an 
infinite succession of rings of instability (reducing to single invariant curves in 
the integrable case). Each ring of this sort is bounded by two invariant curves 
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C' C" and has no invariant curve upon it other than C' and C". We shall only 
prove: 

Let C',C" be entirely distinct invariant curves forming the boundary curves 
of a ring of instability. Then for amy c0 an integer N can be assigned such 
that a point P' exists within a distance e of any yoint P of C' (or C") which 
goes into a point Q' within distance e of any point Q of C" (or C\inn<N 
iteration of T (or Ty). 

In the contrary case points P and Q exist for which no point P' can be 
found for some Q' and any N. Consider a small circle with P as center and of 
radius e in this case. By iteration of T this region is carried into others, all lying 
partly within the ring, but not extending to C". Consider the open continuum 
lying outside of C' and occluded by all of these regions. This continuum is 
carried into all or part of itself by T. But it cannot be carried into part of 
itself. Hence the boundary curve is invariant under 7. But this curve is distinct 
from C" as well as C', since it does not approach within distance « of the point L. 
Such an invariant curve does not exist in C' C" by hypothesis. 


8 48. The other stable elliptic cases. 


In the case IT, Z#1 but finite, the fundamental equalities (28) may be 
replaced by 
n—rtR(rq), q— 96er Sr, 9), 


where A, S have the same character as before. Hence we see that a regular 
neighborhood of (o, o) exists in this case. Here the arguments made above for 
the case II', /— r, apply without modification. 

This is also true in the general elliptic subcases II", 111! (see § 45). 

In the case II', l finite, in the general elliptic subcases II", III', and, more 
generally, whenever there exists a regular neighborhood of an elliptic invariant point, 
all of the properties of invariant closed curves established in case JI', l — x, continue 
to hold. 

It is highly probable that an integer analogous to 7 in the case Il’ can be 
defined in all elliptic cases and that, if the notion of regular neighborhood be 
generalized appropriately, such a neighborhood exists when / is finite. When 
= o it appears possible that an invariant linear family of series @+cH 
exists. 

The formal and analytical questions to be answered here are extremely 
important and interesting. 
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$49. Invariant curves and the function F*. 


In case IT, /— rz, the invariant closed curves investigated above are closely 
like the curves F — const. where F is a polynomial in u,v obtained by breaking 
off F* at terms of high degree u. 

To see this let us employ the variables u,» osculating the normalizing 
variables of $ 22 to high order. The formulas (28) and (31) show that the tangent 
directions along the invariant curve in the rg-plane have a slope less than 


e 
1,2, If the slope exceeds this magnitude the invariant curve will not lie 


within the barred angle at the corresponding point of the invariant curve. 


On the other hand F* is given by — - Ou? + »°) out to terms of degree w+ 1. 


Combining these results and observing that u is arbitrary, we find: 
In the stable case II', | — x, if F stands for the polynomial in u,v formed by 


the terms of degree less than u in F*, then | F' — F"| « k|F'|? at any points P', P" 
of an invariant curve. 
Evidently similar resulls hold in any case I1', II", III", III" when a regular 


neighborhood. exists. 


$ 5o. Remark on the integrable elliptic ease. 


In the integrable elliptic case there is a family of closed analytic invariant 
curves F* = const. about the invariant point. 


BJ 


i area integra u, v)dudv is invari inder an integra 
Since an ar tegral | | Q(u, dud ant under 7, tegral 


u 


of the form 
| | P(6,7)dodr 


remains invariant, where o is a parameter varying from curve to curve, and 7 
an angular parameter varying from o to 2;r as each curve is described. But 7 
has the form 


so that 
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Consequently along any particular curve 


B Bi 


fre, Lor — | Po) 


A Ai 


Thus, it | Plo, nar be taken as proportional to a modified parameter, the 


equations for 7' take the form 
0130) 7. — 71.00), 


where g is an analytic function of o for 67 o. 
A noteworthy special feature of this case now appears: 
In the integrable elliptic case if any invariant closed curve of the analytic family 


- 2pm ; 
F* — const. has a rotation number P7. then T, leaves every point of the curve 


invariant. 

It is obvious that the integrable case is not the general case, inasmuch as 
such an invariant point curve will not exist in general. 

It would be a vital advance to be able to determine the distribution of the 
invariant curves in the non-integrable case by analytic tests. This appears to 
be possible only in the case of a rotation number commensurable with 27, when 
the invariant curve is hypercontinuous. 


Chapter IV. Elliptic invariant points. Unstable case. 


$ 5r. Existence of « and w points. General case. 


In the unstable case a neighborhood of the invariant point (o, o), of the 
form r X d say, can be so taken that, under indefinite iteration of T' or of T_,, 
points arbitrarily near (0,0) leave this neighborhood. It has previously been 
pointed out that this property holds for both T and 7_, if it holds for either 
($ 42). We restrict attention to such a neighborhood D. 

Let us fix attention upon w points which remain in D under indefinite 
iteration of T and upon « points which remain in D under indefinite iteration 
of T_,. The two sets of points are clearly closed sets. 
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An c point is evidently carried into an w point by 7’, and also by T_, if its 
image under T, lies in D. Similar results hold for « points. 

For an unstable elliptic point the point set of «(w) points has a connected subset 
A(Q) extending from r =o to the boundary of D.! 

Take a very small neighborhood r < 9 of (o, o). Under iteration of T. , N 
times (N large), some point of the image extends out to r — d, by virtue of the 
instability. Within this image we can draw a curve from r — o to r —d which 
remains within D under N iterations of 7 of course. This curve cuts any closed 
curve about (0,0) in at least one point. By a limiting process, in which N 
becomes larger and larger, we see that at least one w point lies on any such 
curve. Similarly an « point lies upon it. 

It is then intuitively evident that the italicized statement holds, inasmuch 
as a point « lies upon every such closed curve in D which encloses the invariant 
point. 

The following is evident: 

The connected sets A(2) are carried into parts of themselves by T_ı (T) and 
into all of themselves together with a part outside of D by T (T. 4). 

Let us term an unstable invariant point regular if there do not exist closed 
invariant curves in D of which it is a boundary point. 

The regular case embraces the general unstable elliptic case for / finite 
and indeed any case in which the invariant point is surrounded by a regular 
neighborhood. Consider for simplicity the general case II, /— r. Here r— o 
functions as an invariant curve in the rg-plane of polar coórdinates. If another 
invariant curve has a point in common with this invariant curve (i. e. with 
r— 0) the rotation number is @ of course and commensurable with 27 ($ 46), 
and this is impossible in case II' by definition. 

In the regular case the set A (£2) connected with r=o tends uniformly to 
r =o under iteration of T_ı (T). 

Suppose if possible that this does not hold for the set 2. There exists 
then a quantity d >o such that for » indefinitely large the set 7,(9) does not 
lie entirely within r «ó. Now any point of 7,(4) is an w point which remains 
in D under n iterations of T_, also. Therefore, recalling that 2 and its images 
are connected with r— 0, we see that any curve within r <0 and surrounding 
r=o has on it at least one point P which remains in D under indefinite iter- 
ation of T and n fold iteration of T_, (» arbitrarily large). Hence, by a lim- 
iting process, we conclude the existence of a point of type w and « on this curve. 





1 That is, a chain of a (or w) points, each point arbitrarily near its successor, extending 
from r — o to r = d, can be found. 
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Thus we arrive at a set of points AQ common to A and 2, and connected 
with ro, which reaches out at least to r — ó. This set is clearly carried into 
itself by T and forms the inner boundary of an open continuum. Thus the set 
A® forms a closed invariant curve within the scope of the definition. 

However, in the regular case for a sufficiently restricted region D such an 
invariant eurve does not exist. Thus we have reached an absurdity, so that 
the italicized statement under consideration must be true. 

An obvious consequence of this property is that the content of the set of 
A(2) points connected with r — o is o. 

We easily infer the following fact to be true: 

In the irregular case there exists a connected set of points AQ reaching to 

=o from r—0 0 if 6 is small enough. The set A(2) tend uniformly toward 
the set AQ under indefinite iteration of T 4 (T). 

Although the introduction of « and « points was not necessary in the study 
of the unstable hyperbolie points, it is instructive to note that the above de- 
finitions hold there (and even in the stable elliptie case). In particular the 
«€ points are the points on the analytic invariant curves tending toward (o, 0) 
or at least not away from (o, o) under iteration of 7’. Similarly the « points 
lie on the invariant analytic curves which tend toward (o, 0) on iteration of 
T_ı or at least do not tend away from it. Thus the sets A and 2 are analytic 
curves. 

In general these two sets have only a finite set of points in common and 
the points A(2) tend uniformly toward (o, o) under iteration of T_, (7). This 
is the regular case. The irregular case arises when invariant point curves are 
present. These constitute the points 44. 

Thus our methods in the hyperbolic case have revealed the precise nature 
of the « and w points — these fall along certain analytic branches ending at 
the invariant point. In the following paragraphs we shall extend the idea of 
branches to the unstable elliptic case. 


$52. Further study of the regular case IT, 2 finite. 


Let us confine attention to the rp-plane of polar coördinates and let us 
fix attention upon any point Q which belongs to the set A(Q) of points «(w) 
connected with r — o. At least one such point Q lies upon r—d. Let X denote 
the set of «(w) points connected with Q for r^ 00, where d is an arbitrarily 
small quantity depending on the point of X to be obtained. 
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If a continuum abutting on r—d has the property that all of its points 
are accessible from r— d along regular curves without double points and with 


tangent argument greater (less) than —7, its boundary will be said to be left- 


handedly (right-handedly) accessible. Thus the curve of the figure below ending 


at Q is right-handedly accessible with MN an auxiliary curve with tangent 
argument less than ==. With this definition we have the following: 


In the case II‘, | finite, the continuum of points accessible from r — d. along 
a regular curve to the left (right) of the set > of «(w) points is right-handedly (left- 
handedly) accessible, and its boundary extends below r — d. indefinitely far to the 
left (right) (see figure). 


r-d 
M Q 


7-20 


Take first / — r. The proof of the first part of this statement follows the 
line of argument already employed in $ 44. If it is not true, there will exist 
above X and on its left regions inaccessible from r — d along regular curves 


without double points and with tangent argument less than 2, Since T', 


rotates vertical lines positively such regions will be carried into similar regions 
toward r=o by iteration of T. ;. This fact stands in contradiction with the 
existence of an invariant area integral. 

In particular the point Q is the point furthest to the right of the con- 
tinuum so defined. 

If now the second part of the statement fails to hold, the set 3 does not 
extend indefinitely far to the left. Thus we have a connected set * extending 
from r—o to r=d for which ¢ is limited. But it has been shown that under 
iteration of T. , the range of variation of y along such a set increases indefinitely 
($ 43). Hence an image exists which will cross X from left to right. Here we 
allow the use of congruent images. But this shows that 8 must be extended 
further to the left, since it contains all connected « points. This is absurd. 

The properties stated in § 43 extends at once to the general case IT, 7 
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finite, so that our statement is true in this case also. It is probably true when- 
ever a regular neighborhood surrounds the invariant point. ) 

Definition. An unstable invariant point is branched of «(w) type if a con- 
tinuos curve C from r —d to ro can be drawn in the uv-plane with no a(w) 
points on C which. are connected to the invariant point by «(w) points. In 
the contrary case it is unbranched. 

For the elliptic unstable case II', 1 finite, of a(w) branched type, the sets 
A (9) fall into a set of closed connected branches extending indefinitely far to 
the left (right) with lim r=o for lim 9 — — co (+ ©), but only a finite distance to 
the right (left). 

Consider first the set S and its congruent sets in the branched case. These 
divide the region r «d into component continua and their limit points. The 
continuous curve from r=d to r — o in the wv-plane which exists in the branched 
case becomes a continuous curve lying in one of these continua and approaching 
the line r — 0o. Since each of these continua lies to the right of an initial point 
such as Q this auxiliary curve extends only a finite distance to the right and 
infinitely far to the left, approaching r— 0. The analysis situs of the figure 
now renders it clear that each lower boundary curve of one of these continua 
tends uniformly toward r — o as p becomes negatively infinite. 

But the set X cannot cross the auxiliary curve and its congruent images. 
Hence X forms a closed connected set of « points having the properties specified 
for the branches. 

Two « points A and B connected with r — o through « points will be said 
to belong to the same « branch if no auxiliary curve C can be drawn between 
these points to r— o. Otherwise two such points belong to different branches. 
If B lies to the right of C and A to the left then we will say that the B branch 
lies to the right of the 4 branch. 

A branch clearly includes all « points connected with one of its points for 
200! 

It is apparent that if the A branch lies to the left of the B branch and 
the B branch to the left of another branch, then the A branch lies to the left 
of this branch also. Thus there is a cyclic ordering of the branches. 

The existence of a single auxiliary curve C ensures the existence of an 
infinitude of distinct branches, occurring in congruent sets. Such branches have 
clearly the form specified, inasmuch as these lie between congruent curves C. 

By the transformation T any « branch is carried into a part within r<d 
and certain other portions outside. However, there is clearly an « branch of 
the image wholly within »<d. If there were more than one, these branches 
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together with the parts outside of r<d would enclose an area, and this area 
would tend toward r-— o upon iteration of 7T. There must then be only one 
image branch under 7. 

By the transformation T_; an « branch is evidently carried into a part of 
such a branch or all of it. 

Similar remarks hold for the w branches. 

In the branched elliptic unstable type I1', | finite, the transformation T (T_,) 
carries an a(w) branch into such a branch (as specified). The cyclic order of the 
branches is preserved. 

The last part of the statement is obvious and the first part has just been 
proved. 

It is clear that we have associated with a branched point an « and w 
rotation number, say 0, and %,, indicating the rotation of the branches. 

The identity of the branches in no way depends on d. Upon iteration by 
T each branch is carried into r < ó where à is arbitrarily small. 

Thus 0, and 9, in no wise depend upon d. 

For a branched invariant point in the unstable elliptic case II', l finite, the rotation 
number of the « (w) branches is at least (at most) 0. 

First, we shall prove tbat if 0 is positive the rotation number 9, is positive 
or zero. In fact if 9>o the branch X with terminal point Q on r — d goes into 
a branch €, entirely to the left of Q. Now Z.,; cannot lie below X for then 
the region made up of points below X and to the left of Q is carried by T_ı 
into a region lying under X and thus forming only part of the region below > 
and to the left of Q. In the ur-plane we have a corresponding area which is 
carried into part of itself, which is not possible. Thus X is taken into a branch 
to its left and above it, which shows that 6, is positive or zero in this case. 

Consider now the general case and suppose if possible 0; «0. Find an 
integer m such that for an integer k 


m0, « 2kz « m6. 


Consider the transformation 7" obtained by following 7, by a shift of the plane 
2kx to the left. For 7" the rotation number of the invariant point is 0' = 
m0 — 2kz and is positive, while 0'; — m0, —2k:;r is the rotation number of the 
branches and is negative. But 7" satisfies all the conditions imposed on T for 
d sufficiently small. Hence we are brought back to the case proved impossible 
in the first place. 

In the branchless case greater complexity exists. A discussion of this case 
is much to be desired. 
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$ 53. Interrelation of « and c points. 


Consider the « and w points of D which are connected with r— o. The 
first set A forms a closed connected set reaching from r=d to r=o. The 
second 2 has the same properties. In the rg-plane it appears at once that the 
two sets must intersect infinitely often. 

Let us develop briefly the proof of this fundamental fact. The basic reason 
which permits this conclusion is that if we have « and w curves of the type 
XN specified in § 52, one to the left of a point Q of r —d and the other to the 
right of a point P of r—d, and if P is taken to the left of Q, there lies 
between P and Q a continuum with boundary points all of type « or o. 
Thus there are points of this closed boundary of both types, i. e. belonging to 
the boundaries of both regions. 

In the branched elliptic unstable case II', l finite, every « branch intersects 
every « branch infinitely often. 

In the unbranched case also the A and 2 sets have infinitely many points in 
common. 

In the branched case then we have what may be deseribed as a network 
of « and w branches. In the general case it is clear that the A and 9 sets 
together separate r — o from r — d' » o for d' sufficiently small. 

The lack of definiteness in our general conclusion for the elliptic case is in 
startling contrast with that found in the hyperbolic case. I believe, however, 
that this corresponds to the extremely general character of the situation. A 
fundamental distinction between the two cases is this: the natural domain in 
the hyperbolic case is the complex variable; in the elliptic case, the real. 


Chapter V. Recurrent point groups. 
$ 54. Point groups. 


Consider an analytie closed surface S of any genus and for the present let 
T denote any one-to-one, direct, analytie transformation of this surface into 
itself. The problem which we attack is that of determining the behavior of 
various classes of points of S under indefinite iteration of 7 and T. ,. Hitherto 
we have only considered points in the vicinity of an invariant point. 
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which will be termed the point group of P. If two members of this sequence 
are the same, say if 7, — T;, « «8, then we have T; ,(P)— P. Here the point 
P will periodically iterate through a set of 9— « distinct points under 7’. Thus 
by considering 7';, instead of T we may apply our earlier results to the study 
of the points near this set of points under iteration of T. 

The existence of infinitely many point sets of this particular type and of 
special properties may be considered as established by general theorems con- 
cerning the invariant points of such surfaces.! A set of points of this type 
forms a periodic point group. 

Every limit point of the set P, T(P), T,(P),..., will be termed an o limit 
point of P, and every limit point of the set P, T 4(P), T »(P), ..., will be 
termed an « limit point. A point is counted as often as it appears. In the 
periodic case the finite set of points are all « and w limit points, and there are 
no others. 

In all cases the limit points of either class form a closed point set. 

The set of « (o) limit points of P form a set of complete point groups. The 
distance of T;.(P) from this limit set approaches o for lim k — — (+). 

Let Q be an « limit point which T;(P) approaches for kb— k,, k,, .... 
Evidently 7T;,;(P) will approach T(Q) at the same time. - That is to say T(Q), 
and likewise T ;(Q), are « limit points if Q is. By repetition of this argument 
we infer that all points of the point group of Q are c limit points. 

To establish the second part of the theorem we employ an indirect argu- 
ment. If T;(P) did not approach the set of « limit points uniformly for 
lim #—— it would be possible to select an infinite set of negative values of 
k such that T;(P) would be distant from any limit point of P by at least a 
definite positive quantity d. There would then be at least one limit point L 
of this set, and this point would be at least d distant from any « limit point. 
By definition however L is an « limit point, so that a contradiction results. 


$ 55. Recurrent Point Groups. 


Consider now an arbitrary closed set X of complete point groups. It was 
observed above that the « or « limit points form such a set of point groups. 





! See my paper first cited. 
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More generally, if we take any set of complete point groups and adjoin to it 
the limit points, we obtain an enlarged set >. 

If a set X contains no proper closed subset X' of the same type we shall 
say that © is a minimal set. In this case if P is any point of Z its « (or c) 
limit points form a closed set which must therefore coincide with 3. 

Any complete point group in a minimal set forms a recurrent point group. 

The simplest type of recurrent point group is the periodic type referred 


to above. 

In all cases but this simplest one, in which X has only a finite number 
of points, a minimal set X consists of a perfect point set. For suppose 
a closed minimal set to have an isolated point. This point is its own limit point 
under T' or T_,. Hence this point is a member of a periodic point group, which 
must constitute the minimal set. 

In order that a point group generated by P be recurrent it is necessary and 
sufficient that for any positive quantily e, however small, there exists a positive integer 
k so large that any k successive points in the point group of P, 


Tim); Tm+ı(P), ttt ES WW) 


have representatives within distance & of every limit point of P. 

This condition is necessary. 

If not there is a recurrent point group generated by P, and a positive € 
such that sequences of £ points (b arbitrarily large) can be found no point of 
which comes with distance « of some limit point Q of P. As k increases the 
point Q has at least one limit point Q' and thus it is clear that for a properly 


taken set of sequences no point lies within distance - of @. Take & odd and 


consider the middle point L of such a sequence. It and its E oi iterates under 


T and T., lie at a distance at least - from Q'. Consequently for a limiting 
position L’ of Z we infer that every point of the complete point group of Z is 


at distance at least - from Q'. Hence L' defines a closed set of point groups 


lying within the closed minimal set defining the given recurrent motion, but 
forming only part of it, and in particular not containing Q'. This is absurd. 

To prove the condition sufficient we note first that the set of « and c 
limit points of a point group satisfying this condition must coincide. We need 
only to take m>o in the arbitrary set to see the truth of this fact. Call the 
set of these common « and w limit points X. 
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If the set X is not minimal it would contain a proper subset 2! of the same 
sort to which some point Q of * would not belong. Now, when one of the set 
of points P, T(P), T,(P), ..., approaches sufficiently near to a point of N it 
will remain very near to this closed set for an arbitrarily large number of iter- 
ations under 7, and so will not approach Q; it is to be kept in mind that 2'is 
a closed set of complete point groups. Thus the assumed condition would not 
be satisfied by the point group generated by P. 

Hence X is minimal and the point group of P is recurrent. 


$ 56. The general point group and recurrent point groups. 


The importance of the complete point groups of recurrent type for the 
consideration of the general point group is evidenced by the following result: 

There exists at least one recurrent point group in the «(w) limit point group 
of any given point P. 

Let X denote the closed set of « limit points. We need to prove that the 
set X contains a minimal subset. 

Divide the surface of S into a large number of small regions of maximum 
span not greater than d, an assigned positive constant. Among the points of 
X there will be one which enters a least set S' of regions of S under indefinite 
iteration of T and T. ,. Let X' be the corresponding closed set of complete limit 
point groups. This set is part of £ and lies wholly in the same regions S’. 


sal ^ : , d : T . 
Divide S' into regions of maximum span —. Among the points of >’ there will 
g P = g p 


be one which enters a least set S" of regions of S' under indefinite iteration of 
T and T ,. Define X" as the closed set of complete limit point groups, which 
is part of Y'. 

Proceeding in this way we determine an infinite sequence 3’, 3",... of closed 
sets of complete point groups lying wholly upon S', $",... respectively. Now let 
Pin) be any point whatever of 3%) on S" and let P denote a limit point of the 
set P', P"... The point P belongs to X of course since it is a limit point of 
points of X. Furthermore, since P® is contained in Z, 3’, $",..., the limit 
point P lies on all of the regions S, S', S",.... Likewise all of its images under 
T or T , lie on these regions. Thus the complete point group generated by P, 
and its « and w limit points, do the same. 

Moreover, every point lying in every region S', S",... is an @ and « limit 
point of P. Otherwise for large positive (or large negative) k, T';(P) does not 
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approach some point Q in S', $",.... Hence it is apparent that the set of points 
P, T(P),... wil not enter into some one of the regions S, namely the 
particular one containing Q. But this set of points has a set of w limit point 
groups, each with a representative in every one of the minimum set of subregions 
which make up $/?. Thus a contradiction results. 

The same argument shows that any point P lying in every region Slo Sie 
has this complete set as its set of « or w limit points. In other words the set 
of points common to S', 8",... form the desired minimal set. 

The following further result shows that either a point P generates a recurrent 
point group under 7 or else that it successively approaches and recedes from 
such recurrent point groups: | 

For any &> 0 there exists a k so large that any sequence of k points PEP) seers 
T;(P) contains at least one point within distance e of a recurrent point group. 

The proof is immediate. 

If the theorem is not true it is possible to obtain points of this type not 
coming within distance & of any recurrent point group for k arbitrarily large. 
Let then Q denote the middle point of such a set (4 being taken odd). If Q 
is a limit point of points Q for lim k— evidently the complete point group 
generated by Q has none of its points within distance « of any recurrent point 
group. But the set of « and « limit points of Q contains a minimal set. Thus 
a contradiction appears, since every point group in a minimal set is by 
definition recurrent. 


$ 57. Continuous recurrent point groups. 


Recurrent point groups X may be classified as follows: if a point P of X 
exists such that all sufficiently near points of X are connected to P through 
x then P is of continuous type; in the contrary case X is of discontinuous type. 

From every standpoint the first type is the simpler. 

There are two extreme types of continuous recurrent point groups, namely 
the zero-dimensional or periodic type in which X consists of a finite set of isolated 
points, and the two-dimensional type in which X fills an area. But this area 
has no boundary since these boundaries would form a closed subset of point 
groups of the minimal set 8. Hence this area comprises all of S. Consequently 
S has no invariant points under 7, and so has the connectivity of a torus, at 
least if T' can be generated by a deformation.! 


! See my paper first cited. 


Surface transformations and their dynamical applications. 105 


If 9, v are angular coördinates on a torus and if c, 9 are incommensurable 
with 2x and with each other, a transformation 7' of this type is defined by 


(,-—(-a«, y, —wU-4 B. 


Thus the two-dimensional type exists. 'The precise structure of this type is not 
here determined further. 

The remaining one-dimensional continuous type arises when some but not 
all of the points of S near P belong to X, and are connected with it through 
nearby points of X. 

Thus X falls into a set of connected subsets, which undergo some sort of 
permutation under 7'or 7',. Since P is carried into its own immediate neigh- 
borhood on sufficient iteration of T, the connected set containing P is carried 
into itself after a finite set of iterations. 

It appears then that X consists of a set X', containing P, and of its distinct 
successive images 2, S',,..., S':-1, while X'; coincides with X',. Let us consider 
then 7%, which carries >’, into itself, and for which Z', is also a recurrent point 
group. 

Now Z' is either a simply or multiply connected point set. By using a 
known theorem due to BROUWER! we will prove that it must be multiply con- 
nected. For, if not, Y', forms a simply connected set on a part of S which can 
be represented in the plane, and is invariant under 7. Moreover this set has 
no inner point, for the boundaries would then constitute a smaller closed set of 
complete point groups. Consequently by the theorem referred to there exists 
an invariant point of 3',, which is absurd. 

Hence the set X', is multiply connected. 

If S has the connectivity of the sphere then X’, divides the surface of S into 
two or more parts. But in one of these there is a point invariant under 7' by 
another theorem also due to BROUWER.! Consequently its boundary is invariant 
under 7' and must constitute all of 3',. Here then X consists of a finite set of 
closed two-sided curves, all outside of one another. 

More generally, consider the neighborhood of a point near X but not on it 
and follow along near X until a complete circuit is made. The boundary so 
outlined is carried into itself or into one of a finite number of similar boundaries 





! Continuous one-one transformations of surfaces in themselves, Proceedings of the Section of 
Sciences, Koninklijke Academie van Wetenschappen te Amsterdam, vols. 11—15 (1908-1912). In the 
last part of this paper Brouwer develops the notion of class of a transformation, given later by 
myself in the paper first cited without knowledge of his work. 


Acta mathematica. 43. Imprimé le 23 mars 1920. 14 
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under T;. Hence Ty carries this boundary and similarly its images under 75;, 
Tsx,..., Taux into themselves. Each boundary is thus recurrent under Ty, 
and if two boundaries have any points in common all of their points are in 
common. Since all of the boundaries form a set which hangs together the images 
ean consist only in the boundary of a single closed two-sided curve. 

Thus continuous recurrent point groups lie in minimal sets which are either 
made up (1) of a finite set of points, (2) of a finite set of closed two-sided 
curves on S, or (3) of all the points of S. 

In the one-dimensional case a single angular variable and a definite rota- 
tion number arise. A fundamental question is whether a similar representation 
in the two-dimensional case, by means of two angular variables and two 
characteristic rotation numbers, is possible. 


$ 58. Discontinuous recurrent point groups. 


An immediate division of the types of discontinuous recurrent point groups 
is possible. In the first case no point P of the minimal set X is connected with 
any other point through 3; this is the totally discontinuous type. In the second 
this is not the case; here we have the partially discontinuous type. 

For the second case X falls into connected sets which are permuted among 
themselves by 7 just as the points are in the first case. The existence of this 
second category of recurrent point groups is doubtful when T has the properties 
which we have assumed. On the other hand the totally discontinuous type of 
recurrent point groups exists in important cases. 

Inasmuch as analytic weapons are lacking we content ourselves merely 
with some examples and with making an attempt at classification in the totally 
discontinuous type. 5 

Let f(t) be a continuous increasing function of such that f(t) —t is periodic 
of period 27. Then f, — f(t) defines a one-to-one continuous direct transformation 
of a circle (on which ¢ is an angular coördinate) into itself. This is associated 
with a definite rotation number 0 and defines at least one recurrent point group 
on the circle, which need not coincide with the whole circle. Its minimal set is 
represented by a perfect nowhere dense point set on the cirele.! We limit 
attention to the corresponding values of f. 





1 * * > 3 AA , x "a * - N 
See G. D. Birknorr, Quelques théorèmes sur le mouvement des systèmes dynamiques, Bulletin 
de la Société Mathématique de France, vol. 40, I9I2. 
The reader will observe the complete analogy between the recurrent motions of that 
paper and recurrent point groups. 
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It may now be possible to represent the given recurrent point group 
in the form 


w-—9(t), v— wv(t; w=pl), r= W(t), 


where p, V/ are continuous functions, where uw, are ordinary surface coórdinates 
for S, and where { ranges over the values specified. We shall say that the 
recurrent point group is of rank r in this case. 

Or it may be possible to write 


U qt, w), 0 -— (t, w); wu, — Q(h, w,), v, — Vl, w,); 


where w has properties analogous to 4. We then say that the recurrent point 
group is discontinuous of rank 2. 

This definition obviously extends to any rank and is applicable to partially 
as well as totally discontinuous point groups. 

It would be interesting to know whether or not the rank is finite in al 
cases which actually arise in applications. 


$ 59. Unstable recurrent point groups. 


Let us term a recurrent point group and its minimal set X unstable if, for 
é>o sufficiently small, it is impossible to find 0 such that points P within 
distance à of X remain within distance « of under indefinite iteration of 7 and 
T_;. In the contrary case let us call the point group and the set X stable. 
This agrees with our earlier definition of stability in the case of an invariant 
point. 

Let X be an unstable minimal set and P a point group such that the 
sequence of points P, T(P), T,(P), ... has X as the only minimal set in the set 
of w limit points. Then the point group of P will be said to be positively asymp- 
lolic to X. Similarly if the sequence P, T 4(P), T_s(P),... has a single minimal 
set Z in its set of « limit points then the point group of P will be said to be 
negatively asymptotic to X. 

It is apparent that we cannot have the phenomenon of asymptotic point 
groups save when & is unstable. For, if P is any point at distance more than 
e from a stable set N, its iterates cannot approach to within some distance 0 
of X by the definition of stability. Moreover our earlier work shows that for 


108 George D. Birkhof. 


hyperbolic periodic point groups! such asymptotic point groups lie along hyper- 
continuous branches, while for regular elliptie periodie point groups other types 
of asymptotic point groups are present. In both of these cases the point P 
tends toward X asymptotically, under 7T' or T_ı, although such a state of affairs 
is not required by our definition. 

In the regular case an unstable periodic point group possesses positively and 
negatively asymplotic point groups forming connected sets of the kinds earlier 
specified. 

Moreover even in the irregular case the work of § 51 shows that we will 
have connected « and w sets. These furnish asymptotic point groups unless 
there are other recurrent point groups in these sets. This follows by the last 
result of $ 56. 

In the irregular case an unstable periodic point group possesses such asymptotic 
sets unless there are infinitely many recurrent point groups in its infinitesimal 
vicinity. 

It is this possibility which arises for a hyperbolic invariant point through 
which passes an invariant point curve. The nearby invariant points are the 
recurrent point groups in the vicinity. 

Our initial conclusion for recurrent non-periodie point groups is the 
following: s 

An unstable minimal set (not periodic) possesses positively and negatively 
asymptotic point groups forming a connected set, at least unless there are other 
recurrent point groups in its infinitesimal vicinity. 

In fact, if possible choose & so small that there are no other recurrent point 
groups within distance « of X. Now choose 6 extremely small and consider the 
iterates of points within distance d of X under T. Because of the instability 
of X these iterates reach out in a connected set to distance e in N iterations 
(N large). By a limiting process like that employed in $ 51 we infer the existence 
of a closed set of points connected with X, reaching out to the boundary of this 
e vieinity, and remaining within this neighborhood under indefinite iteration of 
T1. But each point of this set has only the minimal set X in its « point group. 
Hence these points approach X uniformly often under iteration, by the last result 
of $ 56, and are negatively asymptotic to X. The existence of a positively 
asymptotic set may be similarly established. 

To advance further we introduce the notion of isomorphic recurrent point 
groups: Two recurrent point groups with minimal sets X, 3' are isomorphic if it 





! A periodic point group of g points P, T(P),..., Tg—1(P) is called hyperbolic if P is 
hyperbolic under 7g. A similar terminology is employed in general. 
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is possible to establish a correspondence of closed point sets of 3 to closed point 
sets of Y' which is maintained under 7’. It is assumed that there is more than 
a single set unless X or 3' consists of a single point. Thus two periodic point 
groups of k and / points are isomorphic only if k and / have a common prime 
factor. Similarly two one-dimensional continuous recurrent point groups are 
isomorphie only if their rotation numbers are the same or if they fall into & 
and J curves, where & and / have a common prime factor. 

If there are not an infinitude of recurrent point groups in the neighborhood. of 
XN and isomorphic with it, there will exist such connected asymptotic sets. 

The existence of infinitely many near by recurrent point groups is an 
evident necessary condition for the non-existence of asymptotic sets of this 
_ description. To show that infinitely many of these are isomorphic with >, 
we note that the earlier argument for existence of such positively asymptotic 
point groups only fails if the connected w set obtained contains other minimal 
sets besides X. Let X' be such a set. By operating with 7' indefinitely often 
upon the set connecting X and 3’ we infer that there exist point sets connecting 
S and X, and remaining in the « neighborhood of X, ' under indefinite itera- 
tion of 7T and of T ,. Let us establish a correspondence between the sets of 
points of X and Z' so connected. 

Now if all the points of ¥ and ZX’ are so connected we have a connected 
invariant set under 7, and included by it an invariant point of course. If 
invariant points exist in every vicinity of >, there exists an invariant point 
on ©, which must coincide with X. Hence in all cases the sets X and 2’ 
are isomorphie. If there are a finite number of connected sets we are led to 
isomorphic periodic point groups near >. 

By letting « approach o we arrive at infinitely many periodic or other 
recurrent point groups having minimal sets isomorphic with X and lying in its 
immediate vicinity. This is under the hypothesis that there are no asymptotic 
sets of the type described. 

It is to be hoped that a more complete analysis of the notion of isomor- 
phism will be made. 

Let us say that a point is positively (negatively) asymptotic to a set of iso- 
morphic recurrent point groups if these and these alone form the recurrent 
point groups among its c (c) limit points. 

The above argument then enables us to state the following: 

For a given recurrent point group in any continuum D there exist connected 
sets positively and negatively asymptotic to a set of isomorphic recurrent point groups 
containing the given point group unless there is such an isomorphic point group with 
a point on the boundary of D. 
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$ 60. Stable recurrent point groups. 


The simplest type of continuous recurrent point groups is the periodic type. 
If this is stable each of the & points of the group is clearly surrounded by 
infinitely many neighboring curves which are permuted by T. These curves are 
invariant under 7T' and their form has been partially determined (88 44—47). 

The two-dimensional continuous type is stable by definition since its points 
fill S. 

Suppose finally that we have a stable continuous one-dimensional recurrent 
point group with minimal set X. On either side of the curve X it is readily 
inferred (see $ 42) that we have an infinite succession of nearby invariant curves. 
If the rate of rotation of nearby points exceeds that along the curve (as in the 
case of a regular neighborhood of an invariant point) the nature of these curves 
can be diseussed more fully, but we will not attempt such a discussion. 

Thus a stable one-dimensional continuous recurrent point group is sur- 
rounded by infinitely many neighboring invariant curves on either side. 

In the case of a discontinuous recurrent point group with minimal set X 
we are led similarly to a set of nearby invariant sets of continua containing 


the set X as inner points and lying within distance e of X. Clearly nm 


taken over any of these continua is the same, so their number is finite, and 
they are carried into themselves by 7%. Thus there is an invariant point under 
T, within each of them. Such a point P lying near a point of X and in the 
same continuum clearly remains nearby under iteration of T or T. ;,. By letting 
€ decrease the number of these continua increases indefinitely. At each stage k 
is unaltered or changes to a multiple of itself. 

A slable periodic point group of k points has im its neighborhood infinitely 
many invariant sets of k enclosing curves as specified. 

A stable one dimensional recurrent point group has in its neighborhood infin- 
ilely many invariant rings within which it lies. 

A stable discontinuous recurrent point group has in its neighborhood infinitely 
many periodic point groups and invariant sels of enclosing curves. A point of a 
periodic point group approximates uniformly to any nearby point P of the given 
group under all iterations of T and T_,. 
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Chapter VI. The general point group. 


$ 6r. Classification of transformations 7’. 


Before entering upon further discussion of the behavior of points under 7’, 
we shall effect a classification which is fundamental. 

A transformation 7 will be called transitive if, for any pair of points P 
and Q on S nearby points P' and Q' respectively can be found such that 
PETI. 

A transformation T' is intransitive in the contrary case. 

It seems highly probable that the transitive case is to be regarded as the 
general case. 


§ 62. The transitive case. 


We commence with the transitive case. 

In the transitive case all of the recurrent point groups are unstable.! 

In fact it has been observed earlier that a stable recurrent point group 
leads to continua forming part of S, which are invariant as a set under 7' and 
lie near the point group. Hence if we take a point P outside of these continua 
and a point Q within one of them, the condition given in the definition of transi- 
tivity cannot be fulfilled. 

We note that invariant sets of continua cannot exist in the transitive case 
for the same reason. 

In the transitive case the asymptotic « or w point groups connected with any 
recurrent point group and its isomorphic recurrent point groups, together with these 
recurrent groups, are everywhere dense throughout the surface S. 

For suppose that there is no such asymptotic point in some small region o 
for a recurrent point group with minimal set X. 

Take then a small vicinity of X and consider the regions into which it goes 
by T. Evidently this set of region must ultimately overlap part of o or we 
shall be led to invariant continua, such as can not exist in the transitive case. 

Applying then precisely the same considerations that we have used earlier, 
i. e. considering smaller and smaller neighborhoods of £, we derive the existence 





! The exceptional case in which there is a single recurrent point group whose minimal 
set filla S is left out of consideration. 
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of a connected « set reaching from X to the boundary of o at P. Either P 
belongs to a point group isomorphic with £, or its point group is positively 
asymptotic to €, or to a set of isomorphie recurrent point groups, by the pre- 
ceding paragraph. | 

In the transitive case any positively asymptotic connected set of points has in- 
finitely many points in common with any negatively asymptotic set, at least if there 
exists a single elliptic periodic point group II' with L finite. 

This follows at once from the immediately preceding propositions and from 
the structure of the network of asymptotic sets A and 2 about such an in- 
variant point ($ 53). 

For, consider the transformation 7, which leaves such a point P of an 
elliptie periodie point group unchanged. 

The given connected asymptotic « set reaches into this network indefinitely 
near to the invariant point P without meeting the À set. The negatively con- 
nected asymptotic w set reaches into this network without meeting the 2 set. 
Consequently the two sets have infinitely many points in common. 

Thus there exist point groups positively and negatively asymptotic to as- 
signed periodie point groups. 

Suppose now that we designate any point whose « or w limit points do not 
form all of S as a special point. All of the points belonging to recurrent point 
groups or points asymptotic to such point groups are of this type. 

Points whieh are not special evidently pass into the neighborhood of all 
points of S' under iteration of T or T. ;. Such points we term general. 

In the transitive case the general points are everywhere dense in S. 

To see this we divide S into a large number of regions S' of small diameter 
d, and consider the set of points P whose iterates do not enter within all of 
the regions S'. Such points P evidently form a closed set of points, M say. 

This set M is nowhere dense in S. In the contrary case suppose M to 
fill à small region o'. Now there are only a finite set of regions S' and thus 
only a finite number of combinations of less than all of them. Divide the points 
of o' into the finite number of closed sets according to the regions S’ which the 
points enter. Thus o' is divided into a finite number of closed sets, at least 
one of which therefore fills some neighborhood o" of 6! densely. We recall 
that a finite or denumerably infinite set of nowhere dense closed sets cannot 
fill a complete neighborhood. But the existence of such a region o" contradicts 
the condition that 7 is transitive. Thus M is nowhere dense. 


Again choose a set of subregions S" of the regions S' of diameter less than 
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: leading to a set M' which includes M by a similar process. The set M' is 


nowhere dense. 

By continuing in this fashion we get an infinite set of closed sets M, M',..., 
each containing its predecessor. Every point P which has not all of 5 for its 
set of limit points evidently belongs to some one of these sets. 

But by the theorem quoted above the set of all points belonging to 
some J/ nowhere fills a complete neighborhood. Hence the stated pro- 
perty holds. 

It would appear to be a very important and difficult question to determine 
the relative measure of the special points and general points. The above argu- 
ment renders it clear that both of these sets are measurable in the sense of 
Lesbesgue, but sheds no light on their relative measures. One naturally con- 
jectures that the special points are of measure o. 


$63. The intransitive case. 


In the intransitive case there exists at least one pair of points P, Q such 
that no point very near to P goes into a point very near to Q under iteration 
of T or T_;. Obviously this state of affairs implies the existence of invariant 
sets of two-sided curves forming the boundaries of open continua on opposite 
sides of which P and Q lie. | 

We term a transformation T for which there exist only a finite number 
k>o of such curves finitely intransitive; otherwise, infinitely intransitive. 

Within one of the invariant sets of continua bounded by these curves in 
such a finitely transitive case, the condition for transitivity is satisfied i. e. for 
any pair of points P, Q within, nearby points P', Q' respectively can be found 
such that Q'— T,(P') for some n. 

In the finitely intransitive case the theorems stated for the transitive case hold 
within each invariant set of continua. | 

The infinitely intransitive case obviously includes the integrable case when 
the points move along analytic curves. More generally, it includes the case 
when there is at least one stable recurrent point group. Indeed it seems pos- 
sible that the existence of such a stable recurrent point group is a necessary as 
well as a sufficient condition for infinite intransitivity. But we have not been 
able to establish this conjecture. 
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In order to satisfactorily describe the point groups and their interrelations 
in the intransitive case it is essential to know the possible types of invariant 
sets of curves. Lacking such information save for the neighborhood of a peri- 
odie point group of elliptic type Il, 7 finite, we do not attempt to go further. 


Chapter VII. Dynamical applications. 


$ 64. The equations of motion. 


For definiteness we consider a dynamical system with equations of the 


form 


dóL OL dóL 6L 


(32) dtdx dx  " dtüy dy ^ 


when Z is a function of the two coórdinates x, y aud their time derivatives 
z'y'. This differential system is of the fourth order. If then we regard x, y, 
x, y! as the codrdinates of a point in four-dimensional space the motions of the 
dynamical system are represented by a set of curves, one through each point 
of the space. 

Now we have the well-known integral relation 


OPER. AS CDS 
(33) D te y On eee, 


Hence these curves lie on ©! three-dimensional manifolds. We fix attention on 
any one of these. 

We assume this three-dimensional manifold to lie in the finite part of the 
four-dimensional space and to be without singularity. 


$ 65. Periodie motions. 


To periodic motions correspond closed curves of the three-dimensional spread 
above obtained, 

Suppose we take a point P of such a stream line and consider a small 
element of an analytic surface containing P and cutting the closed curve at an 
angle not o. If we take any point 4 on this element near to P, and follow 
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along the unique curve through it in the sense of increasing time ¢, the element 
will be crossed again later at a point Q. The transformation of the element 
which takes P into Q is the transformation 7' which we shall consider. 

The conservative transformation 7’! thus defined is clearly essentially in- 
dependent of the particular surface element employed, since any other trans- 
formation so obtained can be derived from T by a proper change of variables. 

We classify the periodic motions into types I’, I", II', II", TI, TII', TII" 
according as T is of such a type (8 2). We define a periodic motion to be 
elliptic or hyperbolic according as the transformation 7 is elliptic or hyperbolic; 
and the integer / is similarly defined. The periodic motion is stable if nearby 
motions remain nearby for all ¢. This means that T is stable. In the contrary 
case the periodic motion and T are unstable. 

Finally we will term the dynamical problem integrable if T is integrable. 


§ 66. The integrable case. 


In the integrable case 7' leaves a family of curves F* — const. invariant. 
Thus in the three-dimensional representing space there is a one-parameter ana- 
lytic family of surfaces in the vicinity of the closed curve representing the 
periodic motion, each surface being made up of curves of motion. If this mo- 
tion is of elliptic type there is a family of closed annular surfaces of which the 
curve of motion forms a degenerate member. If this motion is of hyperbolic 
type these surfaces are open and the curve lies on one or more of them. This 
much is obvious. 

The necessary and sufficient condition for integrability of the dynamical problem 
is the existence of an integral relation G(x, y, x', y) - o where G is analytic in its 
indicated arguments, and where G=o is not an identity in virtue of the known 
integral relation. 

The condition is evidently sufficient. This relation yields an invariant 
family of surfaces in the three-dimensional representing space and these cut the 
surface elements used to define 7 in a family of invariant analytic curves in the 
vicinity of the invariant point under 7. Consequently 7 is integrable. 

Conversely, if 7' is integrable we obtain an analytie family of surfaces 
on which the curves of motion lie. These may be represented in the form 
H(u,v,p)=0, where u,v are coördinates for the surface elements and q is 
an angular coördinate. Also H is analytic in its three variables. On account 
of the faet that the four-dimensional manifold under consideration consists of a 





! See my paper first cited. 
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one-parameter analytic family of the three-dimensional manifolds which we have 
under consideration, it is apparent that these variables w, v, p may be expressed 
as analytic functions of a, y, z', y. By this means a relation of the desired type 
is obtained. 

In the hyperbolic integrable subcase there exist k > o one-parameter analytic 
families of motions asymptotic to the given periodic motions for lim t — + © (or 
else periodic) whose analytic representation we will not specify.! All other nearby 
motions first approach and then recede from the periodic orbit. 

This conclusion is an immediate consequence of the form of 7’ near a hyper- 
bolic invariant point. 

In the elliptic integrable subcase nearby motions have codrdinates x, y re- 
presentable as analytic functions of variables eV—iar, eV—18T, while t= cv + another 
function of this type. 

The curve of motion lies on a torus and a point on such of curve increases 
its angular codrdinates by a fixed amount as a single circuit of the torus is 
made (§ 50). Evidently an analytic distortion takes this torus into an ordinary 
right circular cylinder on which the curves of motion are the spirals making a 
fixed angle with the generators. Now 2, can be expressed as periodic ana- 
lytic functions of the angular coórdinates p,q on this torus. But this estab- 


lishes the stated form of representation for a, y. Also p is a similar func- 


di 


tion of p,q, whence the form of the expression for ¢ in terms of r. 


$67. Formal series in the non-integrable case. 


Evidently the results of the first part of the present paper may be inter- 
preted as results for the formal series representing the motion in the dynamical 
problem. The asymptotic validity of such series can be readily established. 
We will only remark upon the following fact: Inasmuch as there exists a for- 
mally invariant series F* in the non-integrable case ($ 10), there exists always 
a formally invariant integral relation of the type G = o considered above. Thus 
the dynamical problem is ‘formally integrable’ in the vicinity of an elliptie or 
hyperbolic periodic motion. In the elliptic case this means that periodic power 
series in two periods may be employed to represent nearby motions. 

If I am not mistaken it has never yet been demonstrated that integrability 





* In the simplest and general case I', æ,y may be expressed as convergent power series 


. +r : . - 
in p— while we have {= cz + another power series of the same sort. 
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in the above sense cannot always prevail, although such a possibility appears 
remote. Poincaré has merely shown that integrability does not exist uniformly 
throughout certain domains with variation of a parameter «.! The particular 
example of $ 3r yields a non-integrable conservative transformation, but it is 
not yet established that such a transformation arises in a dynamical problem. 


$ 68. Periodic motions in the non-integrable case. 


The results of Chapter II when interpreted in the Are hyperbolic case 
show at once: 

The results stated above for the integrable hyperbolic case hold also in the non- 
integrable case, the analytic families of asymptotic motions being representable by 
means of hypercontinuous functions. 

Interpreting tbe results of Chapter IIl for the stable elliptic case IT, / fi- 
nite, we conclude: 

In the non-integrable stable elliptic case II', 1 finite, there exist an infinite 
number of continuous closed one parameter families of nearby motions, representable 
by means of continuous biperiodic functions of limited variation, and which are in- 
variant as a family upon a circuit of the periodic motion. 

In the unstable elliptic case Il', l finite, there exist connected families of asymp- 
totic motions for both lim t= — «o and limt = +», each containing the given peri- 
odic motion. The family of the one type has infinitely many doubly asymptotic 
motions in common with any family of the other type. The motions not in any 
such family are everywhere dense near the periodic motion. 

As before we omit details. 


$ 69. Surfaces of section. 


In very many if not in all cases an analytic surface of section S in the 
three-dimensional spread representing the motions may be found with the pro- 
perty that it is cut by every curve of motion in one and the same sense and 
has boundaries formed by closed curves representing periodie motion. 

By following along a curve of motion from a point P of such a surface 
to the next point Q, in the sense of increasing time a transformation T for 
which Q— T(P) is defined. This transformation is one-to-one, analytic and 
conservative. 

We or the td of motions by the aid of such a surface 5. 


alee Ponto ARÉ, Les méthodes FT de la mécanique céleste, ol. 1, Paris 1892, , Chap. 5. 
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$ 7o. Recurrent motions. 


A recurrent motion may be defined as one which comes arbitrarily near all 
its phases during any sufficiently large interval of time (from t—— o to 
{= +). Evidently such a motion corresponds to a recurrent point group 
on S. Hence we find: 

Every motion has at least one recurrent limit motion for lim t — + » (and for 
lim t — —«). It recurs uniformly often arbitrarily near some one of these limit 
recurrent motions (not necessarily the same one). 

Recurrent motions may either be periodie, biperiodie (representable on a 
square or torus) or triperiodie (representable in a cube), or discontinuous.? We 
will not follow out the classification suggested by $$ 57, 58 further. 


$ 71. Asymptotie motions. 


A motion will be said to be positively (negatively) asymptotic to a recurrent 
motion if it has only this recurrent motion as a limiting recurrent motion for 
lim £ — + (lim £— —95). Furthermore we will say that two recurrent motions 
are isomorphic if the corresponding point groups are isomorphic. The direct 
application of the results of $ 59 gives then: 

Unless there are infinitely many nearby isomorphic recurrent motions, any 
recurrent motion has connected families of motions asymptotic to it for imt= + cc 
and for lim t — — co. 


$ 72. Transitive and intransitive systems. 


If a motion can be found passing from nearly one prescribed phase to any 
second prescribed phase the dynamical system is transitive. Here T is transitive 
also, and conversely (8 62). Otherwise the dynamical system is intransitive. 

In the transitive case the motions asymplotic in either sense to a given recurrent 
motion or set of isomorphic recurrent motions, together with these motions, are every- 
where dense. 

Infinitely many motions exist doubly asymptotic to any two prescribed recurrent 
motions (or isomorphic sets of such motions) for lim t — + ~, at least if there exists 


! See my paper last cited. 


* The existence of recurrent motions of discontinuous type has been established by H. 
C. M. Morse, Certain types of geodesic motion on a surface of negative curvature, Harvard Dis: 
sertation, 1917. 
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a single periodic motion of the elliptic type II', 1 finite. There exist also a dense 
set of general motions which approach every possible phase arbitrarily closely for both 
lim t — + co and for lim t — — co. 

The intransitive case includes the integrable case. The simplest possibility 
is the finitely intransitive case when the curves of motion fall into k>o types 
filling out regions in the three-dimensional manifold. This corresponds exactly 
to the finitely intransitive type of transformation T. 

In the finitely intransitive case each type of motions has the same properties 
stated above for the intransitive type. 

We do not consider the infinitely intransitive type of dynamical system 
except as covered in the general results stated above. Here we have infinitely 
many types of motion, and, in default of a knowledge of the types which may 
exist, the results to be obtained are necessarily vague. 


$ 73. Conclusion. 


The varying degree of definiteness of the results above obtained for dynam- 
ical systems is striking. The catalogue of types of motion according to their 
degree of simplicity appears to run as follows: ordinary periodic motions, bi- 
periodic motions representable analytically by convergent trigonometric series 
in two arguments, triperiodie motions representable by three arguments; motions 
asymptotic to periodic motions of hyperbolic type, motions asymptotic to peri- 
odie motions of elliptic type and of the other types just referred to; recurrent 
motions of biperiodic or triperiodic type (not representable by convergent 
trigonometric series); recurrent motions of discontinuous type; motions asymptotic 
to recurrent motions of these new types (or to sets of isomorphic recurrent 
motions); special motions (i.e. not passing near all phases for both lim t= + co 
and lim t — — c») not of above types; general motions. 

The degree of definiteness attained has varied with the analytic instruments 
at hand, and will probably be found to correspond to the nature of the case, 
at least unless entirely new analytic instruments are discovered. 

The remarkable diversity and complexity of structure possible in dynamical 
systems with two degrees of freedom is likely to stand permanently in the way 
of approach to any definitive form for the theory of such systems. As has 
appeared above, many of the most vital questions are still without an answer. 
Progress with these questions and progress with the theory of the conservative 
transformations 7’ which we have studied will go hand in hand. 
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MÉMOIRE SUR LES POLYNOMES DE BERNOULLI. 


Par 
N. E. NORLUND 


à Luxp. 


r. Pour abréger nous désignerons la différence du premier ordre avec l'in- 


tervalle w par le symbole À 


fic o) — f(x). 


( 


A f(x) 


et la moyenne entre les valeurs d'une fonction dans les points x et x+w par le 


symbole \/ 


Hart wie (ob 


ie 


Soient w,, &,, w,,... des nombres complexes quelconques. En appliquant les opé- 
rations /\ et V plusieurs fois de suite on trouve la différence du second ordre 


aij Goi A (A f @) — f(x + + (2) rf nn — f(x t oj) f(x) 


$110» Qu 





et la moyenne du second ordre 


dr y +0.) +f (o) + fet os) + f (2). 
4 





[on 


Vet) V (TI) 


Et en général la différence d'ordre n 


A f (x) — A ll), 


Q, Op On Q**- On —| 


et la moyenne d’ördre n 


Vf (x) — V GV) 


Q, Op On On —1 
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Si tous les nombres w sont égaux à un j'écris plus brièvement IN? f (x) et V7 f (x). 


On a done 


An f(a) = Scam Go, 
"f(x)=2-™ 3 S Mets) 
s=0 
Jonsidérons les équations 
A" f (x) = 9 (2), (x) 


(2) 





q (x) étant une fonction donnée. Les solutions de ces deux équations forment 
une classe de transcendantes qui méritent d'attirer l'attention des géométres. 
Pour plusieurs raisons il parait naturel de commencer l'exposition des résultats 
que j'ai obtenus relativement à ces fonctions par une étude du cas où q (x) est 
un polynome, et ce Mémoire est consacré à ce cas particulier. Nous allons voir 
que les solutions des équations (1) et (2) s'expriment linéairement par un nombre 
fini de polynomes. Mais si (x) est une transcendante les solutions s'expriment 
encore à l'aide des mêmes polynomes. En mettant en évidence les propriétés de 
ces polynomes on facilitera l'étude des solutions dans des cas plus généraux. C'est 
ce que nous allons faire. Le but de ce Mémoire est done surtout de servir d'in- 
troduction à d'autres Mémoires qui devront traiter des problémes plus difficiles. 

Si »--1 les polynomes susdits se réduisent aux polynomes de BERNOULLI 
et aux polynomes d'EurgR. Ces polynomes ont été étudiés depuis longtemps par 
un grand nombre d'auteurs. Je n'ai guére de résultats nouveaux à ajouter. 
Pourtant, pour la commodité du lecteur, je commence par reproduire quelques 
propriétés de ces polynomes. Je les déduis d'une maniére qui est, je crois, pré- 
férable à celles qu'on a appliquées jusqu'ici. 

Un extrait de ce Mémoire a été publié dans les Comptes rendus de l'Aca- 
demie des Sciences, Paris, t. 160 (1919), p. 166—8, p. 221—3, p. 521—4, p. 608—10. 


Les polynomes de Bernoulli. 


e 
2. On appelle nombres de BERNOULLI la suite des nombres B,, B,, B,,.. 
définis par la relation de récurrence 
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s=v » 
De 2 MOSE (3) 
s=0 


B, =i. 


e 


On voit immédiatement que les 5, sont des nombres rationnels et que 
(v+1)! B, est un entier. Les premiers d'entre eux sont 











I I T T 
B,—i,B,— — De DE o, D, E. —-,5,—0,DB,— E 
2 6 3o; 2 


Ces nombres jouent un rôle considérable dans une foule de questions d'Analyse 
et surtout dans le calcul aux différences finies. A l'aide des nombres de BER- 
NOULLI on peut aisément résoudre l'équation 


f(x 1)—f(x) —va", 


y étant un entier positif. En effet, on sait trouver un polynome qui satisfait à 
cette équation. Ce polynome est du degré » et il est déterminé à une constante 
arbitraire prés. 

J'appelle polynome de BERNOULLI le polynome B, (x) qui satisfait à l'équa- 
tion aux différences finies 


AN Bia) 9 a -—1 (4) 
et qui, pour z—o, est égal au nombre de BERNOULLI D, 


B, (0) — B,. 
Soit 


En substituant cette expression dans l'équation (4) on voit que les coefficients 
A, doivent satisfaire à la relation de récurrence 


Mais cette relation coincide avec celle qui détermine les nombres de BER- 
NOULLI. On a done A,— B, et par conséquent 


œ 
1 
A 
m 
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En dérivant ce polynome par rapport à z on trouve la relation 


D; B, (x) = v B,-a(x); (6) 
d’où encore 
D? B, (x) — v(v—1)--:(v—94 1) B,-p (x). 


On a done en vertu de la formule de TAYLOR 
s=? y 
B, (zh) =, ls \"B,_. (2); (7) 
s=0 
h étant un nombre quelconque. Si l’on pose en particulier À — 1 on trouve la 


relation de récurrence 


y 


B, (a) (1) B. + (2) Bola) +--+ (5) Bale) na (8) 





Cette formule permet de calculer succesivement tous les B, (x). On trouve 
ainsi 


By (2) = 1, B,(e)=2—*, B()=#—2+7, B, (2) =2(e—x)(z—3), 


A JO MM ON RER N RENE —*) (#— —*). 
B,(a)=at—2a5+a Eos BAT) EC 1) (x zd get E 
3. On peut donner à ces résultats une forme symbolique qui est assez re- 
niarquable. La relation (3) peut en effet s'écrire sous la forme symbolique 
(B+1)—B’=0, vr, (9) 


oü il faut développer suivant les puissances de B et puis remplacer B" par B,. 
L'équation (9) n'est plus valable dans le cas » — 1 qui donne lieu à l'identité 


(B+1)—B=r7r. 
On a donc la relation symbolique 
p(B+1) —p(B) — q' (o), (10) 
(2) étant un polynome quelconque de z. Et si l'on remplace p(z) par p(z+ 2) 
p(æ+B+1)—p(x+B)=p'(x). (xx) 
L'équation aux différences finies 


f(x 1) — f(x) = 9' (2), (12) 
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ou p(x) est un polynome donné, admet donc la solution 
I(x) = p(x + B) = (x) + 


Soit maintenant q(x)— a". La définition des polynomes de BERNOULLI permet 
immédiatement de conclure qu'on a 


B, (x) = (x + By. (5 bis) 


En développant le second membre on retrouve l'expression (5). En écrivant 
x+h au lieu de x il vient 


B, (x 4- hb) — (x4 B-hy (7 bis) 


et en développant le second membre suivant les puissances de À on retrouve la 
formule (7). 

Cela posé, on voit que la solution rationnelle f(x) de l'équation (12) peut 
S'écrire comme il suit 


f(&+Rk)= px +(hk+B)) = p(x + B(h)), 


x et À étant des variables quelconques. Pour trouver la valeur de l'expression 
symbolique au dernier membre on développe suivant les puissances de B(h) et 
puis on remplace (B(h))” par B,(k). On a donc 


EN B,(h) 


q' (2) +2 pl (x) 4 BUD y 


f(x +h) = (xz B(h)) = 9 (a) + — zm (z)+---. (13) 
Les nombreuses applications des polynomes de BERNourLI dans le calcul aux 
différences finies reviennent en dernière analyse à cette formule importante. 
En y appliquant l'opération /\ on trouve la célèbre formule sommatoire 
d’EULER et de Mac Laurin 


q' (zh) = Aq(x)* 


B, 1 UNTERE BUD A ura OD À 


Pour donner immédiatement une application de la formule (13) posons p(x) = 
= B,;1(x). On trouve 


z=v+1 
fet n= D ($7) Balt) Be. 


s=0 
D'autre part on vérifie aisément que ph 


f] (x 4 1)— f(x) = (v +1) B, (x) 
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admet la solution 
f(a) = (v + 1) («— x) B; (x) — » Bar (x). 
Ces deux solutions ne peuvent done différer que par une constante et leurs déri- 
vées sont par conséquent identiques. C'est à dire qu'on a 


y (x -- h — 1) By-a (x 4- b) — (v —1) B, (x+h) — Y() B,(h) B, (x), (14) 
s=0 


x et h étant des variables quelconques. 
Remarquons enfin que la relation (11) peut s’écrire sous la forme suivante 


p(B(x) +1) — 9 (B (x)) = p'(x). (x1 bis) 


On trouve dans la littérature un très grand nombre de relations de récur- 
rence entre les nombres et les polynomes de BERNOovuLLr. Les auteurs arrivent 
souvent à ces formules d'une maniére fort détournée. Mais la source commune 
de toutes ces relations c'est la formule (11 bis). En choisissant le polynome (x) 
convenablement on arrive aisément à ces relations. Pour en donner un exemple 
posons p(x) = x", il vient 


(B (v) +1)" — (B (o) = rar 
-ce qui n'est autre chose que la relation (8). Si l'on fait tendre x vers o cette 
équation se reduit à la relation qui nous a servi comme définition des nombres 
de BERNOULLI. 
4. Revenons à l'équation 
f(w+1)—f (x) —(v +1) 2". 

Elle admet les deux solutions 

By yi (a) et (— x)'*! Bygi (I — x). 
C'est ce qu'on voit en remplaçant dans l'équation 

Byai(%@ +1) — Bogs (2) = (v + x)a 


x par —x. Les deux polynomes susdits ne peuvent donc différer que par une 
constante K 


(—x)*!B,a(r—a)-— Bir (x) + K. 
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Je dis que cette constante est égale à zéro. En effet, dérivons par rapport à x 
il vient en vertu de (6) 


B, (x — x) = (— xy" B, (x) (1 


Ut 
— 


et cette relation subsiste pour toutes les valeurs de v. 
De l'équation (6) on peut tirer cette autre relation 


D EIS SA SNP ERES , (16) 


B, (z)d - Bray) — Boss (x) 
| he DAT 


x et y étant des nombres quelconques. Si en particulier y — z-- 1 on trouve 


rtl 


| By(2)dz — a. (17) 


* 


TI 


On peut exprimer les sommes des puissances semblables des nombres entiers 
par les polynomes de BERNOULLI car en remplaçant x respectivement par o, r, 
2,...n—1 et en ajoutant ensemble on trouve 


En OT me i + (n—1)"— | B, (z) dz 


5 


By+ (n) — By 
= —— A v.>50. 
EE 


C’est cette propriété des B, (x) qui a tout d'abord attiré l'attention des géométres 
sur ces polynomes. 
Considérons la fonction 


n étant un entier positif quelconque. On a en vertu de (4) 


Mais cette équation aux différences finies admet aussi la solution 


m— B, (na). 


On a par conséquent 
-n—1 : 
SB (« ibe | = no B, (na) HE, 
n 


s=0 
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K étant une constante. Pour déterminer cette constante intégrons dans les deux 
x I 

membres de 2 à x + = on trouve 


z+1 Qn 


€ K 
J B,@)az zn: Í 5. (nz)dz 4- » 


} 


Mais en vertu de (r7) cette relation se réduit à K — 0o. On a donc 
ud S 
> Bs (x + = = ni B, (nz), (18) 


s=0 


quel que soit l'entier positif ». 

On aurait aussi pu procéder inversement et déduire (17) de (18). En effet, 
si l'on divise les deux membres de (18) par » et puis fait tendre n vers l'infini 
on retrouve la relation (17). 


5. Des relations (4), (15) et (18) on peut tirer la valeur de B, (x) pour cer- 
taines valeurs rationnelles de x. Posons æ—o dans les équations (4) et (15). 
On trouve 


«By n) By y»I 
D, (x) m (= T)% Br, y 2 0. 


On a done B, — o, si v est impair et plus grand que un. Par conséquent 
Ba,+ı (I) = Boy41(0) — 0, y 205 (19) 
B», (x)= B (0) = Boy. (20) 


Posons «=o dans l'équation (18). Il vient 


"S (5)-| I 1) By. (er) 


n} ein 
Si n — 2 cette relation se réduit à 
I I 
B, C) = (2, —1) B, ; (22) 


si » est impair le second membre s'annule. Le polynome B, (x) admet donc les trois 


^ I ‘ : ; 
zeros $ —0,1,—, St v est impair ei > 3 
E E 
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En posant »=3 dans l'équation (21) on trouve en se reportant à l'équa- 
tion (15) 





2 [I I B, : 
(RG) Gd ne : 


En posant n — 4 dans l'équation (21) on trouve à l'aide de (15) et de (22) 


D, (?) = 8, (*) = s — 1] - , v pair. (24) 











I TD, : 
I zal ka] =» » pair. (25) 


Nous verrons dans le paragraphe 11 qu'on peut encore trouver une expres- 


sion simple de PD, t) si » est impair. 


6. Nous venons de voir que les polynomes de degré impair admettent les 
: I ; ; : : 
points 0,7 et ı pour zéros. Je veux démontrer qu'il n'y a pas d'autres zéros 


dans l'intervalle o «zr. Je dis d'abord qu'on a 
(— 1)" .B»,-1 (x) > o, siocz«^- (26) 


Cette inégalité se démontre par voie d'induction. Elle est vraie, si » — r, 


car B, (x)= 2— 7. Supposons que l'inégalité (26) soit vraie pour une certaine va- 


leur de v. En intégrant entre les limites o et x on trouve 


(—1)"(Bs,(z) —B,) >0, siocz«?- rn) 


D'autre part on a 


Bia (0) = Bui (=) = 0. 


AT y, I 
Il y a done une valeur x, de x, située entre o et — pour laquelle la 
2 


dérivée de Ba,+1 (x), et par conséquent B2,(x), s'annule. En posant x — x, dans 
l'inégalité (27) on trouve 


(—1) HB,5>0, v0. (28) 
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Cela posé, je dis que 


(— xt! Bsy41 (a) > 0, sio<æ<-- (29) 


; ; : I 
En effet, cette fonction s'annule dans les points z — o et «=~ mais elle ne 


Se e I s 
peut pas s'annuler à l'intérieur de l'intervalle o < x € j cat alors sa dérivée s'an- 


nulerait dans deux points au moins de cet intervalle et sa dérivée seconde, et 

par conséquent Ba,_ı (x), s'annulerait aussi à l'intérieur de cet intervalle ce qui 

est contraire à l'hypothése (26). Pour démontrer (29) il suffit done de remarquer 

que pour des valeurs positives et trés petites de x le signe de (— 1)"*! B»,41 (x) 

est le méme que le signe de (— 1)"*! B»,. Et ce nombre est, en vertu de (28), positif. 
A l'aide de la relation 


B, (x — x) = (— 1Y B, (x) (30) 


on peut maintenant se rendre compte comment se comportent nos polynomes dans 


l'intervalle -«z« 1. Des inégalités (29) et (27) on déduit en effet 
(1) Bwi(z)20, si <a<ı Ca 
et 
(— 1)” (Bo, (%)— Boy) >0, sio<x<ı. (32) 


; I ; 
Le polynome B5,,;(x) a done les zéros x — o, — et I et aucun autre zéro 
2 


dans l'intervalle o «xz «1. Ces zéros sont simples car B$,(x) est différent de 
zéro dans ces points en vertu de l’inégalité (28) et des relations (20) et (22). Le 
polynome B:,(x) — B», n'admet pas de zéro à l'intérieur de l'intervalle o <a <r. 
Mais les points z — o et x — 1 sont des zéros d'ordre deux, si v > x, parce que la 
dérivée s'annule dans ces points pendant que la dérivée seconde est différente de 
zéro en vertu de (28). Si v — 1 ces deux zéros sont du premier ordre. Remar- 
quons en particulier que le polynome 


(— x)" (Ba v (2) — B» ») 
est positif et croît avec + dans l'intervalle o < x < =; il est positif et décroissant 


^" I ; = : I 
dans l'intervalle" <x< 1. Ce polynome a done un maximum dans le point n 
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Des propriétés du polynome B:,_1(x) on conclut que le polynome B:,(x) a 
un seul zéro dans l'intervalle oXz«- . Qe zéro est situé entre? et ; . En effet, 


des relations (24) et (25) il résulte que B:,(x) change de signe entre ces deux 


points. Quand v tend vers l'infini ce zéro tend vers a De la relation (30) il 


: : ; . I > 
résulte enfin que le polynome B:,(x) a un seul zéro dans l'intervalle RSS I 


et que ce zéro est situé entre ^ et >. 


Les polynomes d'Euler. 


7. Il y a certains polynomes qui se rattachent étroitement aux polynomes 
B, (x) et qu'il convient d'étudier en méme temps. Considérons l'équation aux 
différences finies 


f(a + 1) +H (2) _ ay, (1) 


2 


v étant un entier positif. I] y a évidemment un polynome et un seul qui satis- 
fait à cette équation. Ce polynome est du degré v. Je dis pour abréger que 
c’est un polynome d’EULER et je le désigne par Z,(x). On a donc 


NER, (ee) (2) 
En dérivant cette relation par rapport à x on voit qu'on a 
D, E, (x) = v By (x). (3) 


La formule de TayLor nous donne donc ce développement 
E, (x +h) — By (2) + d RE, (a) it H RE (x) E --- 4 bY E, (a). (4) 
En posant en particulier À — 1 cette formule se réduit à la relation de récurrence 


y 


2 E, (x) (1) E60 (2) By2(2) E) ms ( 


Cn 
— 


qui permet de calculer successivement tous les Z, (x). On trouve ainsi 
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ire TEE I m ue NS TTC e n odi 2 Ner à 
Hy(e)=1, E(ez—i, E()-z6&—:, Eee.) + ©) 











E,(x)-—c(x—1i)(z—z-—1i)  E;(x) (x 3r 205—az? +2241), 
E,(z) = a (2 —x) (a* — 22° —22° +3243). 
Si, dans l'équation (2), on remplace x par — x on voit que le polynome 
(— 1)" E, (x — x) 


est aussi une solution de l'équation (1). Ce polynome est done égal à Z, (x), car 
il n'y a qu'un seul polynome qui satisfasse à l'équation (1). C'est à dire qu'on a 


E, (x — 2) — (— 1)" E, (2). (6) 


Soit n un entier positif impair. Considérons la fonction 


f(x) = pe 1) Z, >) : 


On a évidemment 





f(x) + f(x) =n" [E +(e + 1)|=22". 


Le polynome f(x) est done une solution de l'équation (r) et par conséquent 
il est égal à E,(x) On a done 


s=n—l 
> (— xy E, (x + =| =n" B, (na). (7) 
s=0 


Nous avons supposé que n est entier positif impair. La relation cesse d’être 
vraie si n est pair. 


On démontre de la même manière cette autre relation 


s=n—1l 


X—10 B, : di E = E E,-ı (nx), (8) 


an? 
s=0 
^ étant un entier positif pair. 
8. Eurer a introduit certains nombres Z, qu'on appelle les nombres d'EULER 


et qui figurent comme coefficients dans le développement de sée x en série de 
puissances, On peut définir les E, par la relation de récurrence 
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s=v y s=v T 
Da (3) E,_s+ d (— I)* (;] Bo Ire Nas (9) 
s=0 s=0 

Bie 


Cette relation peut aussi s’écrire sous la forme 


y y 
E, + (2) Ese) Rao, yo d. 
Le dernier terme au premier membre est Z,, si » est pair, mais vE,, si v est 
impair. On voit immédiatement que ZÉ,— 0, si v est impair, et que les autres 
nombres d’EULER sont des entiers impairs. Voici les premiers d'entre eux 


Bin, —-— TÉ, 5, £,——or, 5,1385, Hi —5052I: 


Les polynomes Z,(x) s'expriment d'une manière simple à l’aide des nombres 
d'EurLER. En effet posons 


Pour déterminer les coefficients d, substituons cette expression dans la relation 
(2) et développons le premier membre suivant les puissances de z. En égalant 
les coefficients des mémes puissances de x on voit que les 4, doivent vérifier 
la relation de récurrence 


sev sv 
1 , 
> | je ARS (— 1} | | Dene ee 0 WIN 2 ete 
s=0 s=0 
Are 
qui détermine uniquement ces nombres. Mais en comparant avec (o) on voit 
qu'on à 
EF, =2 A, 
et par conséquent 
s=v E. ı\v-s 
» 8 
Ej) = 2 (5) > e-2 - (10) 
s=0 


En posant z= il vient 


g, (2) - 5. (rr) 
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- I 3 : 
Le polynome E,(x) s'annule done dans le point z—7,sbv est impair. 


9. Pour mettre bien en évidence le caractére de la relation de récurrence 


(9) il convient de l'éerire sous la forme symbolique 


0, y 0, 


2, y—0, 


(Ex (82 =} 


où il faut développer suivant les puissances de E et puis remplacer E" par Ey. 
On a par conséquent 


q(E t 1) * 9 (E — 1) —29(0), 
p(z) étant un polynome quelconque. Et si l'on remplace p(z) par 9 (x + j il vient 


Sur 


E 
(f (« a = s 





z 


E — 
+ p (« LE =) —=29(R). (12) 
L’equation aux differences finies 


f(x re ne, (13) 





où v(x) est un polynome quelconque de degré v, admet donc la solution 


f(x) = p e i Ex ) = T e - = (14) 


s=0 


En particulier si l'on pose p(x) = x”, il résulte de la définition des polynomes 
E,(x) qu'on a 


ce qui n'est autre chose que la relation (10). En remplaçant + par x + h il vient 
7 E FE " 
E, (1) — [e ec +h) 


En développant le second membre suivant les puissances de À on retrouve la 
relation (4). 

La série (14) n'est d'ailleurs qu'un cas particulier d'un développement plus 
général. En effet, remplacons x par «+h on trouve 
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f(x 2h) = px + h+ Bs n — p(x + E(h)). 


Le polynome f(x), défini par l'équation (13), peut done se développer de la 
maniére suivante 


s=v Be h 
fle +h) =p (x + EQ) = Sg (a) 09, (15) 
s=0 


x et À étant des variables quelconques. On vérifie d'ailleurs immédiatement que 
ce polynome satisfait à l'équation (13) car en appliquant aux deux membres de 
l'équation (15) l'opération V, où \/ porte sur la variable h, on trouve 








qi (a — qa 4- h). 


s=0 


fs hoe) GA) LS oo 
s! 


2 
a 


Mais si V porte sur la variable a il vient 


N Es(h) — a 
ee V q9 (x). (16) 
s=0 


q (x +h) = 


Cette formule sommatoire a été démontré par Boon! dans le cas particulier 
où h=o. Pour donner une application de cette formule posons 


p(x) = Eur (x) — (x— x) E, (x) 
d’où résulte 


V pla) => E, (x). 


L'équation (16) se réduit par conséquent a 


Sv, 


Baix +h) — (2 +h—1) By(z2 +h) = 2 


s=0 


v 
S 


| B,-s(x) Es(h). (17) 


Supposons en second lieu que 


On trouve en vertu de l'équation (18) paragraphe 4 


V p(x) = B,(x). 


1 A treatise on differential equations, London 1865, p. 107. 
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En substituant ces expressions dans l'équation (16) il vient 





2"B, = 2 -x() B,., (2) E, (A). (18) 
Fie s=0 


On peut considérer l'équation (12) comme une relation de récurrence entre 


les Z,(x). Cette équation peut en effet s'écrire comme il suit 


q (E (v) +1) 4 9 (E (x)) = 2p(x). (19) 


En choisissant le polynome g(a) convenablement on en déduit des relations 
de récurrence en tel nombre qu'on veut. Par exemple en posant q(x) 2" on 
retrouve la relation (5) qui s'écrit sous la forme symbolique 


(E(x) +1)” + (E (z))" = 22”. (5) 


NE. I DS 
En posant en particulier z — il vient 


(E *2)'4 E" —2 
c'est à dire que 


M M 2° E, + E, — 750 


s=0 


ro. I! convient encore d'envisager deux autres suites de nombres, voisins 
aux nombres d'EULER et de BrnNourLr Nous désignerons ces nombres par 
C, et D, et nous les définirons par les relations de récurrence 


s=Vv, 


> (") 2C,.+C,=0, 920; 


S 


\s 
s=0 s=0 
¢,=D,=1, 
ou sous forme symbolique 
0, : , 
(C & 2 C | 3208 (20) 
2 y —0. 
; 0, ZT, 
DH Dr - T = (21) 
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On voit immédiatement que les C, sont des entiers pendant que les D, sont 
des nombres rationnels tels que D, — o, si v est impair. Les premiers d'entre 
eux sont 





A l’aide de ces nombres on peut de nouveau résoudre les deux équations aux 
différences finies que nous venons d'étudier. En effet on a 


p(C +2)+ 9(C) — 29(0), 
p(D t 1) — 9 (D — 1) = 29 (0), 


p(z) étant un polynome quelconque. Et si l'on remplace g(z) par ve^ j il vient 





v[r xS) eve 2) 202. (22) 
„++? v. (23) 


L'équation aux différences finies 
V f(x) = 9(2), 


où p(x) est un polynome quelconque de degré v, admet done la solution 


f[(z)—* E + = Se (2) €; 


s=0 


Gu ee 


et il n'y a pas d'autres polynomes qui satisfassent à cette équation. Si l’on pose 
en particulier q(r) = x” il résulte de la definition des polynomes d’EULER qu’on a 

C “i E) 
= 2 z| EI 


s=0 


v 
S8 


| 2:9 25-5: (24) 


On voit de méme que l'équation 


A f(x) = 9' (x) 
admet la solution 
| D— 17 
(= AE ETE | (25) 
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c'est à dire que 


Soit en particulier q(r)—2"*'. De la définition des polynomes de BERNOULLI 


on conclut qu'on a 


Ba) — (e + Dd -ÿ() 2" De) - (26) 


B, C) NT (27) 


Il y a entre les C, et entre les D, un grand nombre de relations qu'on 
déduit des équations (22) et (23) en choisissant convenablement le polynome q (x). 
Par exemple en posant p(x) =x” on trouve 

(x+C+2) +(x+C}—22", 
(7+ D+1)’—(4#+ D—1)l=2727-, 


d’où en particulier 


Les nombres d’EULER s'expriment par les C, et inversement. En effet en posant 
x, dans l’équation (24) il vient 
NY 
B, = S) C= € xy. 


s=0 


Mais en posant «=o on trouve 


E, (0) — 35 (28) 
et par conséquent en vertu de (6) 
C, 
TO ug) (Scy y deese (29) 


De l'équation (10) on déduit maintenant en posant z—0 ou æ—1 
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Ce, => (— esi E,— (E— xy, 


De méme on trouve 


Mais ces équations peuvent se réduire. En effet en comparant l'équation (27) à 


l'équation (22) paragraphe 5 on trouve 
DI — 2 (1 20) 2. (30) 


Les C, s'expriment aussi par les nombres de BErRNOULII. En effet de 


l'équation (8) on déduit en posant » — 2 


BE, (a) = "|B, (+2 8, ul | (31) 


Des propriétés des nombres de BERNOULLI on conclut maintenant que 


C»,—0; sivo, 
Do»ya1 = 07 


et que 
(— x) C5, 17 0, = I)" D», » 0. (33) 


Cela posé rappelons que nous venons de démontrer que 
2-"C, = E, (o) — (— x)" £, (x). 


Il en résulte que les polynomes Z, (x) admettent les points z — 0 et z— : pour 
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zéros, si » est pair. Ces zéros sont du premier ordre car la dérivée de Z, (x) est 
différente de zéro dans ces points en vertu de l'inégalité (33). 

Voici enfin une autre propriété des entiers C, qu'il convient de signaler. Je 
veux démontrer que 2-—"(» + 1), est un entier impair, si » est impair. En effet, 
nous avons vu qu'ón a 

q (€ +2) +p(C) —29(o). 
Soit en particulier 
q (x) =a" (x— 2), 
il vient 
(C +2) C3-F C" (C — 2) — 0; 


mais puisque C5, — o cette équation se réduit à 


s=v 


> H 2:(2v— s) Cay_s_1 = 0. 
s=0 


En posant pour abréger 7',,; = 2—" (v +1) C,, l'équation. prend la forme 
s-v 
V 
- S T», s— 0. 
s=0 
On en conclut immédiatement par voie d'induction que les 72, sont des entiers 
impairs. 
11. De la relation (18) paragraphe 4 il résulte qu'on a 


B, (5) Up [ a BE) 


A l'aide de cette relation on déduit de l'équation (31) que 


, 9 


E, (x) = = [2: (x) — 2" B, MI (34) 


On aurait pu arriver un peu plus directement à ce résultat en considérant 
l'équation aux différences finies 


f(a 3r 2) = Í (a) — 2 [(æ + I)-i AS g»-1]. 


On vérifie immédiatement que le premier et le second membre de la relation (34) 
sont des solutions de cette équation. Ces deux solutions rationnelles ne peuvent 
done différer que par une constante. Et cette constante est zéro. C'est ce qu'on 
voit en posant x — o. 
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De l'équation (34) on peut déduire quelques résultats numériques. En posant 
I 
æ——on trouve 
2 


8, (| DUTCH 


4 4 


Si v est impair cette équation se réduit à 


ans ; I A 
Dans le paragraphe 5 nous avons déjà trouvé la valeur de D, (|) dans le cas où 


v est pair et cette valeur est en accord avec celle que nous venons de trouver 


parce que Z, — o, si v est impair. 
I à : 
En posant x E dans l'équation (34) on trouve, en tenant compte des rela- 


tions (23) et (25) paragraphe 5, que 
I TO 
„or 
I - 


pourvu que v soit impair. On arrive aussi à ce résultat en posant x — o et n= 3 


dans l'équation (7). Mais si l'on pose z — —, » — 3 dans l'équation (7) on trouve 


pourvu que » soit pair. On a donc, dans ce cas 


3)-z.(-] — | m 
#,(3) "16 rc 3 2"*1 
12. Dans les paragraphes 3 et 9 nous avons démontré qu'on a 


v(z + y —1)B,a(x + y) —(v— 1) By (x+y) = X B; (x) By—s(y), 


> (2) s. Bw). 


s=0 


2 ( 4 à A iU B, (v) E, s(y). 


E, (zt y)—(zty—1)E,(xty)—; 
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On peut en tirer diverses relations remarquables que je vais signaler. En posant 


, : I 
x et y égaux à o ou — on trouve 
2 


(B+ By = E) 5B. — G— B, — vB 


s=0 


(C Oy — X (5) 6,65 — Cris 26. 
(H+ Ey E X9 EE, .— — Cy41, 


(DX Dy = () D,D,.,—2" (1 — ») By, 


s=v 


(E+ Oy =) (9) £C — Be + Boat, 


(H+ Dy = S (5) ED. — 2" Dy, 


* 


(04 Dy = 3 (2) e D... — D, — Ba, 
s-0 


(2 B+ Dy — Ez B.D-— —v D. (—2)D», 


0 
(2B +0} = >.) 2° B.C, = 4" By, 
0 


(2 B+ Ey — S) 2 B,E, ,— D, — E. 


s=0 


13. Je vais enfin déduire les valeurs de quelques intégrales définies dont 
nous aurons à faire usage plus loin. Nous avons vu que 


d B, (x) 
dx 





e IBS (x), —— — v Ea (x) . 


dE, (2) 
da 
I] en résulte que 
uy 


| 5. de 


x 


By+ı (y) — Baa (2) 
PLI 
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E " 
| E, (2)d2 Seni Run ; (35) 


I ER , : 
En posant y — x + E dans la premiére de ces équations on trouve en vertu 


de (31) 





x re 
% E, (22% 
| » (2) dz = e A 
d’où en particulier 
1 3 
À C ^ E 
| 5d — a Jared 
D i 








De Péquation (35) on déduit en posant y — o et y — 1 ou - 
; C 
Jos ER SEA, d 
[PAGES n D 
ù 
1 
: Es, 
| Boy (z)dz GA 2 22v 2 
y 
1 
s (Qu 
| E», (2) dz (2 y +1) 22v+1 


b 
La première de ces intégrales s'annule done si » est impair. 
14. Nous avons déjà vu que les polynomes £2,(x) admettent les points 


«=o et z— 1 pour zéros du premier ordre. C'est ce qui résulte en effet des 
égalités (28) et (29). Les polynomes de degré impair ont un zéro dans le point 


x=—- On a en effet 
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et E, =o, si » est impair. Je veux démontrer que ce zéro est toujours du pre- 
mier ordre et qu'il n'y a pas d'autres zéros dans l'intervalle o < x < 1 que ceux 
que nous venons d'indiquer. Dans ce but je démontre d'abord qu'on a 


(— y He, a1lx) > 6, si oXz« (36) 


En effet, cette inégalité est vraie, si v — r. Supposons qu'elle soit vraie 
pour une certaine valeur de v. En intégrant entre les limites o et x on trouve 


(— 1)" E»,(x)»0, si Ou cs (37) 


2 
ST, : A. I 
et en intégrant encore une fois entre les limites x et — on trouve 
2 
"3l . I 
(— x)"*! Bova (2) > 0, sio«z«- OC pare LE 


Cette inégalité est vraie encore si x — 0; c'est ce qui résulte de l'équation (28). 
De l'inégalité (37) on peut tirer un résultat important. En posant 2— on trouve 


en effet 


(— 1)" Es,»0. 


: : ; I : ; 
On voit maintenant que le zéro x — de la fonction Zs,,:(x) est du premier 
2 


N “pee ; . A 
ordre, car sa dérivée (27 +1) E»,(x) est différente de zéro dans le point += 


En tenant compte de la relation 


on déduit de (36) 


(— x) E»,-3 (x) € o, si : RE 
et de (37) 


(— x)" E», (x) > o, sio<x<ı. 


Le résultat énoncé plus haut relativement aux zéros de Æ, (x) est done complè- 
tement démontré. 
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Polynomes d'Euler d'ordre n. 


15. Les coefficients des deux suites de polynomes que nous venons d'étudier 
sont des nombres rationnels. On sait maintenant construire des polynomes qui 
possédent des propriétés de tous points analogues à celles que nous venons d'énu- 
mérer et dont les coefficients dépendent d'un nombre quelconque de paramétres 
€,, @,,...Un. Ces polynomes sont des généralisations immédiates des E,(x) et 
des B,(x) et nous les appellerons par extension des polynomes d’EULER et des 
polynomes de BERNOULLI d'ordre supérieur. L'étude de ces polynomes s'impose 
pour plusieurs raisons. Les B,(x) et les E, (x) sont indispensables dans l'étude 
des équations aux différences finies du premier ordre. Les polynomes nouveaux 
entrent de méme dans l'étude des équations d'ordre quelconque. 

Soit » un entier positif. Soient w,, w,,...Wn des nombres complexes quel- 
conques. Considérons l'équation aux différences finies 

V^ f(x) —a*, (1) 
ON On 
» étant un entier non négatif. Il y a évidemment un polynome et un seul qui 
satisfait à cette équation. Ce polynome est du degré v. Je le désigne par 
EU (&|o,,...w,) ou plus brièvement par ZU (x). On peut ainsi définir une suite 


infinie de polynomes d'Eurer EU (x), ED (x), E (x),... et l'on a en particulier 
(1) Eve 2) : 
E, («| w)=o" E, Ic 


Je dis pour abréger, que le polynome AV” (x) est du degré v et d'ordre n. 
Les polynomes EV) (x) possèdent des propriétés remarquables et il y a des nom- 
breuses relations entre eux que nous allons mettre en évidence. 

Voici d'abord deux propriétés importantes qui découlent immédiatement de 
la définition. Soit p un entier positif plus petit que n. Posons 


V? EU? (x) = F(x). 
Qus On 
On a en vertu de (1) 


Vn» F(x) =a". 


Op 31: On 
Le polynome F(x) qui satisfait à cette équation est par définition égal à 


F(x) = EU? (x | op+1, . . . con). 


On a donc 
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VP? go (x)= EU P (a), p=1,2,...n—1, (2) 
et si l'on veut mettre en évidence jes paramètres 


PES” (xlo,, 0,,... On) = EV? (z| pti, - - - @n). 
Q0 


Si lon pose EÜ'(z)— a", cette relation subsiste encore pour p—n. On peut 

d’ailleurs permuter les paramètres «0,,0,,...«, d'une manière quelconque. Si 

lon distingue p parmi d'eux, et si l'opération \/? porte sur ces p paramètres, 

le polynome au second membre ne dépend plus des paramétres distingués. 
Remarquons en particulier qu'on a 


A po (a toy5eeE)— gau sm (Cakes) 


On 
M EC (z lors ro) pies (to; teur); 
Dee (3) 


VEN (æ|w,) = a". 


0, 


Ces n équations sont équivalentes à l'équation! (x). 


En dérivant l'équation (r) par rapport à x la définition des polynomes 
d'EurLER nous donne immédiatement cette relation 


D, EU (x) = » EU, (x) 


(4) 
On a donc en vertu de la formule de TayLor 
EU? (x+2) St Jie EC, (a). (5) 
s=0 
En posant A —= w,„ ce développement prend la forme 
EU? (>) — E (a) + +50 lus EB, (2), pres (6) 


s=1 


A l’aide de cette relation de récurrence on sait déterminer successivement 
tous les polynomes d’EULER d'ordre » quand on connait les polynomes d'ordre 
n—1. On sait d'ailleurs d'une manière explicite exprimer les polynomes d'ordre 
n par les polynomes d' ordre inférieur à n. En effet, ue dis qu ‘on a 





‘On peut done, si l'on aime mieux, définir les NOE d'EurER par ces » équations au 
lieu de, comme nous l'avons fait, par l'unique équation (1). 
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sv » 

E (x + y) = D (5) E oo EP (3. (7) 
s=0 


x et y étant des nombres quelconques, p étant, comme plus haut, un entier 
positif plus petit que ». Pour le voir considérons l'équation 


AU x) = p(x), (8) 


g(x) étant un polynome du degré » 
g(z)— 4,+4,%+:.-+4,2. 
Le polynome f(x) qui satisfait à cette équation peut s'écrire sous la forme 


f(a) = Ao EP (x) + A, EP (a) 4- --- + A, EP (x). 


Remplacons x par x+y et développons le second membre suivant les puissances 
de x; on trouve en vertu de (5) 


s=1 Et p) 
fG +9 = Samo P N. (9) 
s=0 
Si l'on pose en particulier 
q (x) = ES (>| Op41; . + +n) 


on a comme nous venons de le démontrer 


f(a) = = HO («cca un): 


En substituant ces valeurs l'équation (9) prend la forme 


Sev 


EP (z Ey | ai, . .. 05) — Sir ] ae (y let, top) Er (| opa; - -.- On) (ro) 


ls 
s=0 
cq ted: 
Cette relation subsiste encore si les polynomes E? (y)(s —0, 1,... v) dépendent 
poly : y 
de p quelconques parmi les nombres «1, W2,...@n pendant que les polynomes 


EY) (x) dépendent des n — p autres. Notre relation peut évidemment s'écrire 
sous l'une et l'autre des deux formes symboliques suivantes 


HO (e y) = BS? (e BOY) 
EU? (a 4- y) = (E79 (x) + Ey)". 
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De la derniére expression on conclut qu'on a plus généralement 
EU" (a, + x, bn.) = (Erz) + EG2(2,) +---+ Hls)(x,))”, (10 bis) 


v,,0,,... X, étant des nombres quelconques, p,, p;,... p. étant des entiers positifs 
tels que 9, t p, ---- + Ps =. 

L'équation (ro) est une généralisation de l'équation (5) et s'y réduit si p =o. 
Si p— 1 on trouve 


yn N v 7 u 
E (x + y) = 35 Es (y | en) Eu: lo een): (11) 


s=0 


En posant y =o il vient 


ser 
1 [42] es 
E (x) — X jl CE (clap oye ae) (12) 
s=0 2 
On arrive aussi à cette équation en résolvant le système des équations (6 
1 y 
par rapport aux EC (x). Les équations (6) et (12) sont donc, pour ainsi dire, 
réciproques. 
A l'aide de l'une ou l'autre de ces relations on détermine aisément tous les 


polynomes EV” (x). Je reproduis ici les premiers d'entre eux 


EY (x) = 


il 
HH 

L 
SI 
& 
1 


Os, 


D 


n 

>> 

a 

1 
(n) e I 

po (x) — — y? — dos x + = D>, Os, , 


n 
3 
(Ug — 3 2, Ws, Ws, Ws, 
1 





pi" (x) = x5— = Vos x? + 3 à (Us, Os, © + " 
2 


n n 
p A een: : DE 
(aea —2 Mo, x + 3 dos, (0s, 02 + No — 3 No, Qs, Ws, ) X — 
1 c1 
3 
Xo Ws, — 3 Ao. Os, On, LN 


2 





16. Quelle est l'expression générale des coefficients dans ces polynomes? Il 
est facile de le voir. Nous allons démontrer qu'ils s'expriment d'une part à l'aide 
des nombres d’Eurer Z, et d'autre part à l'aide des entiers C,. Nous donne- 
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rons en même temps deux méthodes nouvelles! pour résoudre notre équation 
aux différences finies. / 


Dans ce but j'introduis certaines formes que je désigne par EU" [v , e», . ..«,] 
et O% [or, w2,...@n] ou plus brièvement par E(" et C%. Ces formes sont pour 
les polynomes d'EurER d'ordre n ce que les nombres E, et C, sont pour les 
polynomes d'EvrER d'ordre un. 


Nous avons défini les EZ, et les C, par les équations 


gv 7 s=v Y 
> (.) Dp sar XC >|) E,-.—0, 
s=0 s=0 

= (:) 210, xis C, EO 

s=0 


ou symboliquement 


y>o 


(E vl (13) 
2 MO 
CPC ARE (x4) 


Je définis de méme les quantités EU" et CY” par les relations de récurrence 


=) s=v 


E y a y = 3 
Xj 9. X (5) où = 2 BS, (13) 
s=0 s=() 

N [v (n) 1 

> (3) Go,) Cv, + Cy = 2 09 7 (16) 

s=0 


ou symboliquement 


(BE + on)" + (EM — on)’ — 2 EY”, (x7) 
(C + 2 an)” + (EM) = 208”, (18) 
Pour achever la définition je pose en particulier 


EN [o] — «i E, CO [o] = qw, C,. 





! Si nous n'avions pas eu ce but supplémentaire nous aurions pu simplifier un peu l'analyse 
de ce paragraphe en tenant compte des résultats du paragraphe précédent. 
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, . . . ] sy 2 3 
On détermine ainsi successivement les quantités EO [aj 2], ES o, ©, W3], 
1 ur 2)r 3 , : 
Eo [wı, ... 4], ... et les quantités GU Io: «2], C9 Tan, 2, w3],... Les équations 
(13) et (r4) sont pour ainsi dire les relations de récurrence qui appartiennent à 


l'équation aux différences finies 
E, (x +1) + E, (x) = 22”. 


Dans cet ordre d'idées on peut dire que les équations (17) et (18) sont les rela- 
tions de récurrence qui appartiennent au systéme d'équations (3). Des équations 
(17) et (18) il résulte qu'on a 


p (Am + wn) + q (Ein — On) = 2 (p (n—2), (19) 


(p (Co? +2 Wn) T (C) — 2p (CU), (20) 


p(z) étant un polynome quelconque. Si l'on remplace g(z) par vr B il vient 


























p (x + d E NI + Em d —2 [x + —) (21) 
qz os etes +9 Le + e] —20 s + eds (22) 
L'équation aux différences finies | 
fle + on) + fa) = 29 (e P) 
admet donc la solution 
f(x) = 9 s mam —) 
et l’equation aux differences finies 
f(x + on) + f(x) = 29 : ik “| 


admet la solution 
Ol 
f(x) le d 


Cela posé, rappelons qu'on a 
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E (x w) + ED (x) = 227 
E (x + 09) + EQ (x) = 2 EU (x) 


N 
Co 
I 


EC (2+ cg) + E (x) = 2 EO (x) ( 


EU? (x + wn) + EU (x) = 2 EU (a). 


De la première de ces équations nous avons conclu dans le paragraphe 9 que 


y EO 
seta ft EU 


A : A Q1|" 
De la seconde équation on conclut de méme, en posant g(x) = fax A) , que 





9 014-0» , EO) 
E9 (x | o1, 02) = lr 1 E is 2 | 


et par voie d'induction on démontre qu'on a en général 








at Q2: On n Ej 


B(x | e, cn, ... On) (x 2 j 


c’est à dire que 


s= 








v (n) = 
i e /v\ EB (oy + We d. ::- b oa" 3 
pe Speer al 
s=0 Zn 
En changeant la variable il vient 
2" pt (" eee =| =>) za, (25) 


s=0 
De la première des équations (23) nous avons conclu dans le paragraphe 10 que 


a» 
E? (x |o) = (e : 


De la seconde équation on conclut de méme, en posant g(vx)— x’, que 


ca v 
t 


qu (|o, , w,) = (x 


et par voie d'induction on démontre qu'on a en général 
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C) v 
po (x | o, User (n) — (x + = (26) 
c’est à dire que 
3 av, ct 
Bee) 2 M P uL. (27) 
s=0 


L'étude des polynomes d’EULER est ainsi ramenée à une étude des quan- 


tités EU ou CU". 


17. Revenons à l'équation (15) qui définit les EU. On peut, si l'on aime 
mieux, écrire cette relation de récurrence sous la forme 
») » y = 
E. | ) os Et, + MIO, S a Oe eee (28) 


2 


Le dernier terme au premier membre est égal à on EX), si v est pair, mais 


x v—1 . . . 
égal à v wy E. si v est impair. 

On voit immédiatement que E" (w,, w,,...w,) est une forme du degré » et 
à coefficients entiers. Remarquons en outre qu'on a £»,4; — 0, et par conséquent 


en vertu de (28) Eg quels que soient » et v. 
De cette observation on peut tirer un résultat important. Posons « — o dans 
l'équation (25), il vient 


2 po EK RE Em. (29) 


z 


Le polynome EV" (x|w,,...w,) s'annule donc toujours dans le point 








Et: dz On 
= x ? 


> 


= 


x 


si v est impair, et cela quel que soit n. 
De l’équation (16) 


ss ; 
ODE () wn 2071 0, = CN (16) 


s=1 


(9 Lo, , on] est une forme du degré » et à coefficients 


on conclut de méme que C 
entiers. Pour trouver l'expression explicite de ces formes posons r — o dans 


l'équation (27); il vient 


2" B” (9) = 0. (30) 
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Revenons à l’équation (11) et posons x— y — o on trouve 


s=v 
(n) 14 sn (n—1) 
CU n, , (5, . On] = > (2) SOLO ES ESS (31) 


s=0 


ce qui est la réciproque de l'équation (16). D'autre part en posant 


Wn Ops Ops ee tO 
y=—,, c= 2 
2 2 
dans l'équation (11) il vient 
s=Vv y 9 
(2) s (n—1) 
Aloe, Ecl s > ( On Hy ss OT 10 eee On—1) (32) 

s=0 


ce qui est la réciproque de l'équation (28). En posant n — 2 on trouve 


Sz, 


CO TOMUS] M (5) Gy Cid tot", (33) 
s=0 
9 = y 
EO to, , Q,] = X BA COs (34) 
s=0 


et par voie d’induction on démontre qu’on a en général 


! 
(n) La v: " Y $1, $ s 
Gs [w,,. N Borer. On Ce. Os €, W, eO, (35) 
(n) y! E E Si s2 3n = 
JO ns oi =>) a Ae Es. Hs, Wy Ws... 0; (36) 
RU STI Sr 


où la sommation est étendue à toutes les valeurs entières, positives ou nulles de 
8,, $,...,8, qui vérifient la condition s, +8, d- -:: - $& — v. 
Ces équations peuvent s'éerire sous la forme symbolique 


CU [0,1 0,, + on] = (Co, + ,C 0, +++: + nO os)" 
BU" [wo , w,, . .. 4] = (Lo,  ,E co; - E 4E 0)". 


On a par conséquent aussi 
a à 
2" pO C los: -- om) — (x +,Co, +20 9; t C on)’ 


zd, ; MA 
22 pe ——À — es |.) .-. on) — (x + Lu, 4 4E c, + 7 +nB on)". 
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On ne réduira pas ies ,C avec les ,C, ni non plus les ;£ avec les ,E. Mais 
lorsque le développement symbolique des seconds membres sera effectué, on 
remplacera (,C)' par C, et (,Z)' par £,. 

Les formes EU" et C/? sont done des fonctions symétriques des paramètres 
(,, w,,...0, et il en est de méme des polynomes E (x). Ces fonctions sont en 
outre homogènes et du degré » c'est à dire qu'on a 


CC Ro, Le, 7. . A cis] = # QU pa tag. ml (37) 
E?" [20,, AG; ... « A05] 5/A* p lo; oran (38) 
EP (Lal A6,,.. A05) — 2 BY. os), (39) 


4 étant un nombre quelconque. 
Si » est impair le second membre de (33) se réduit et on trouve 


Q9 [o , 0] = (0 4:02) Cy: 


De méme si v est impair le second membre de (36) se réduit à zéro parce que 
Ep41 = 0. 

Les relations (31) et (32) ne sont que des cas particuliers de relations plus 
générales. En effet, en posant dans l'équation (10) 


FACTOR cula Up x Op+1 + Wp+2 ++ Un 
5 Sp} > 


2 2 


z z 








on trouve 


say 


BE EN | i EC Lo, . o5] EU P [op ar. . co] — (EX + Et) 


s=0 


qui se réduit à (32), si p— 1. Et en posant y — xz — o on trouve 


sa» 
eo [o, pu. On] =) (:) (9 [®, yee Wp] Ges [op pe Un] = (CP) + Cln—P)) 


sex 


qui se réduit à (31), si p— 1r. De ces expressions on conclut encore qu'on a 
plus généralement 


EU? — (EB) + Ble) +... + Bes)", 
CU — (gin + Qt» +... + Ces}, 
Di» Pa... ps étant des entiers positifs qui vérifient la condition p, + p, +--+ p,— n. 


A l'aide de l'une ou de l'autre de ces relations on détermine aisément les EC" et 


les 0, Voici les premières de ces formes 
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sen sen 
(n) (n) Vae n) 4 - E oun 
Ey’ =1, Ei = — do: A ES =5 > ws + 6 > Ws, Cs, 
s=1 s=1 
( sen = sen 
n 3 VJ 
Be 1,09 Du, OP Dans | OF 2 2 War — 6 Sur Os, Gs, ; 
sel s=1l 


18. Il y a un grand nombre de relations entre les E et entre les 0. 
On les déduit des équations (21) et (22) en choisissant convenablement le poly- 


nome (x). Par exemple en posant p(x)—2" on trouve 


(© + Em + os)" + (a+ BO — on) = 2(x + Bundy», 


(x + C9) + 2o4)" + (x + Ce)" — 2 (x + Q0-Dy., 
En posant x — c, dans la première et z — — w, dans la seconde de ces relations 
on trouve 
(E + 2 wy)” + (BM) AE Gin)”, 


Q0 + wn)” + (C09 — wn)? = 2 (COD) — wn)”. 
) 


Les EU" s'expriment aussi par les C? et inversement. En posant 


x =F (ou +o,+-.:+0,) dans l'équation (27) il vient 


s=v > 
gn = » eo) (c, + 0, +++: + On)" = (CM + w, + 04 ++ On)”. 


s=0 
En posant x — o dans l'équation (24) il vient 


sv 


y ] 
che 2 () (— x)'-* BY”. (e, + e, + ton) = (BO — 0, — m — on)", 
s=0 
Sv \ 
2 
LO => (:) Ey”. (o, + 0, + + on)" = (EO E 0, + o + sy. 
s=0 


Remarquons encore que l'équation (22) peut s'écrire comme il suit 
q (E09 (x) + wn) + qo (EU (x)) = 2 q (Er (x)). 


C'est le type général des relations entre les polynomes de deux ordres consécu- 
tifs. g(x) est un polynome quelconque de degré v, pour fixer les idées. Rem- 
plagons p (x) par q (x+y), y étant un nombre quelconque, et développons. Il vient 
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NEN 
Pere ee 
s=0 =; On s=0 


> E (x) 


s! p (y). 


En appliquant aux deux membres de cette équation l'opération V7 n — 1 fois 
de suite, où \/ porte sur la variable y, on trouve 


9, Op, 


sy po 
ze s V^ig9 (y) — 9 (z-- y). 
s=0 1 


C'est le type général d'une relation de récurrence entre les polynomes d'ordre n. 


En posant en particulier x — 0 ou z — — (wm, +@,+--- c e) il vient 


N | H 


sv co 


[os 05] 
muet sua V oT UI SUR 
s=0 139p, 


sev zn) 
Es [ol pd (y) rl isis obey ee 
=. 23,8! ©, +0» 2 


19. Nous avons vu qu'on à 


E (x + on) + By (x) 


2 


“ 


= BY (glo; eee one 
En remplaçant x par — x et en tenant compte de l'équation (39) il vient 


D GE ® 
(— 1)" ——— ne (e ) _ gn "tg | eio, SEE on) 





(n) 
v 


Les polynomes Fy" (a|w,,...;@n) et (— x)" pto (v, — x|e,, — v3, — 3, ...,— Un) 


satisfont donc tous les deux à l'équation 


(ess p = Be) (203202): 


Ces deux polynomes sont par conséquent identiques c’est à dire qu'on a 
a(n) (n 
Ey” (clos stn) as (a — «| — 0; 0031-35! 0n) 5 

et en remplaçant z par «+0, 


EX (a + c, lo... on) = BY (| — oo, +009 Onde (40) 
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De cette relation on déduit encore 
BO (20; La lo, EU) EO (%|— w,,—,, 04, ..., Wn), 
po (a+, + © + d op|o,..., on) = EC? (a; | — Wy 7— (055 ce) — Wp, Öp+lse.- 3005); (41) 


où p prend les valeurs 1,2,...n. Dans le cas p — n la relation peut s'écrire 
sous la forme 


pt Mow, + 05 d On — X |0,,..., 052) = (— 1)" pe loan): (42) 


IH 


En posant «= —(w, +, +: + ,) on voit que le polynome E? (x [ore Ore On) 


2 
si » est impair, admet ce point pour zéro comme nous l'avons déjà fait remar- 
quer. En posant «=o il vient 


(n) —y xm 
Hy” (w ++: p | 0, 05,..., 02) — 2-7" Cy” [— €,, — €5,...,— Op, Up+1,...,@n] (43) 
et en particulier, si p =n 
ge (e, ais (05 apo On | e , ee) On) = (— 2! 4 ce" Lo, 035.5 » Un]. 


En développant le premier membre suivant les puissances de w, + co; +-::+ wn on 


trouve cette nouvelle relation entre les C? 


o 
D 
(— 1} co = > M 25 (v, +, + --- + cs OM, — (000 + 20, +20, ---- +2)”. 
s=0 


Si l'on change le signe d'un ou de plusieurs des nombres w la fonction BY” [o, ,.... , o», 


n'est pas altérée. Mais oü en est-il avec la fonction C2? Il est facile de le 
voir. De l'équation (43) on conclut, en effet, qu'on a 


co (n) 
[Gig 5105515 5 Op Gp rig tt 93 O8] 513 05: 10] POG lop. - , On] 


(n—1) 
+20, RSS AE 5.00 on]: 


20. Soit m un entier positif impair. Considérons la fonction 


FLE S © 
f(x) = D (— I) EP (24 pns «n s 
s=0 , 


On a évidemment 


ie + =) + f(x) = EU (a + w,)+ BY (x) 
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et par conséquent 
(0, 


/ (x + ale f(a) =2 EP (x|o,,...o5). 


Mais cette équation admet aussi la solution 


Wy; 


f(x) = B® (x | 


AS ee D 5 


Ces deux solutions sont des polynomes en x. Elles sont par conséquent indentiques. 
On a donc 


s=m—l 
© (n) |. SO, (n) |. [Un 
Z(- I)! E, E lg los = re m minem 
s=( 


De cette relation on déduit encore 


my—1 m»—1 ES 
8 Saee 
$1—( 3220 sp=0 


5,0, , 52% Sp () 


+ DEN n 
m, m, Mp | 


@ (0) (0) 
u x | ell .. m Urn wenn o». 
1 2 D 


m,,m,...mp étant des entiers positifs impairs quelconques, p étant un des nom- 
bres 1,2,...n. Dans le cas particulier où l'ona p 2a et m, — m, —--.—mg,—m 
cette relation peut s'écrire sous la forme 

—1 = 
m m 8, (OR +... + Sn Un 


NN —g)sıt- +5 po zd ar 
Te). n E, = 





rot eres et ee Te EC? (m xong: zu) 
sı=0 Sn=0 : 


Polynomes de Bernoulli d'ordre ». 


21. Passons aux polynomes de BERNOULLI. Nous avons défini les nombres 
de BERNOULLI par la relation de récurrence 


wv 0,8] Y 5I 
X(5—-| : : ; 
I,Si» — I, 


8-1 


ou symboliquement 


(Bap Belus 
I,Siv-—r. 
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Par analogie avec ce qui précède j'introduis certaines quantités que je désigne 


n) : . CO A ( 
par pt [w,,@,...@n] ou, quand il n'y a pas lieu à équivoque, par BY”. Je 
définis ces quantités par la relation de récurrence 


s=v 

v s (n) (n—1) 
> (x) (OU; ess [COT COSE EUR] Or VB one, On] (1) 
ces 


ou symboliquement 
(B + wn)” — (B) = on y BU. (2) 
Pour achever la définition je pose en particulier 
Bo [a,] = wi By. 


A l’aide de cette relation de récurrence on détermine successivement toutes les 
23 2) p3) pl 

quantités Bo pope 
Considérons l'équation aux différences finies 


A f(x) = (2), 


p(x) étant un polynome donné de degré v. On sait trouver un polynome f(x) 
qui satisfait à cette équation. Ce polynome est du degré » +1 et il est entiére- 
ment défini quand on connait sa valeur dans un point quelconque, par exemple 
dans le point x — 90. ) 

Cela posé, je définis de la maniére suivante une suite de polynomes que je 


désigne par BO (x|@,,@2-.-@n) (n—1,2,3...) ou plus brièvement par BÉ? (x). 


BÜ (x|w,) est le polynome qui satisfait à l'équation 


A BP (2) = var (3) 


ron 


et à la condition 
B” (o|w,) = BY fo]. 
B® (x|«,;w,) est le polynome qui satisfait à l'équation 
A B® (x) = » BV; (a) (4) 


et à la condition 


B® (olw,, e) = Be [v, , c, ]. 
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Et en général BY” (x]w,,...,@n) est le polynome qui satisfait à l'équation 


ABE (a) v Brat (2) (5) 


On 


et à Ja condition 


Bm (o|c,, ..., v.) = pe [to Tec Call: (6) 


On a donc en particulier 


BU (x) = a” 


B® (a| (,) = ot B.(7). 

(, 
On voit que BY” (a) est un polynome en x de degré v. Ce polynome possède 
des propriétés analogues à celles du polynome B,(x). Je dis par extension que 


BU? (x) est un polynome de BERNOULLI d'ordre n et du degré v. 
Dans le paragraphe 2 nous avons démontré que les deux conditions imposées 


à BV (x) entraînent qu'on a: 


SY 


BO (x | e) =) ls Ja 8 BOT, 1b 


s=0 


On démontre tout à fait de la même manière que les deux conditions que nous 


: & pe x 
venons d'imposer à B®) (x) entraînent qu'on a 


B 
s=Y 


6 » © 
B9 (x lo, , w,) = > (5 a* BO), [w,, c», ]. 
s=0 


Par voie d'induction on démontre qu'on a en général 
(n) Sir 
n 
Bacon On) SB cs BO To}, ME On: (7) 
s=0 
En dérivant les deux membres de cette équation par rapport à x on trouve 
(n) ( 
D, BY (x) = y BI, (x). (8) 
On a par conséquent 


D? BY (x) = v(» — 1)--- (v — p4 x) BU, (a). (9) 


En appliquant la formule de TAYLOR on trouve donc 
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BU (x +h) = Sy S ) he BY. (x). (ro) 


= 


En posant À —«w, on trouve, en vertu de (5), la relation de récurrence 


Vv 4 RR 
S2] ox 80, (0 — 0,» BES (2) 
s=0 


qui se réduit à (I) quand x tend vers zéro. 
De l'équation (5) on déduit 


NS BY (x) eU (eco ers (x), 


Og —| On 


et en général, si p<n 
AN? By” (x) = v (v — 1) (v — p+ 1) BIZ? (a). (12) 
Cette équation peut, en vertu de (9), s’écrire sous la forme 
Ar BY (x) = DE BY"? (x), pi1,2,...T. (13) 
En posant p— » on trouve en particulier que BY” (x) satisfait à l'équation 


pun (x[@,,...@n) — v(v—r1)...(v—mn- x) a. (14) 

“On 
Au lieu de définir B? (x) à l'aide des » équations susdites du premier ordre 
on aurait pu définir cette fonction comme le polynome qui satisfait à l'équation 
(14). Mais cette condition ne suffit pas pour le définir, car le polynome le plus 
général qui satisfait à cette équation renferme n constantes arbitraires. Il faut 


donc encore se donner les valeurs de BU" (x) et de ses dérivées d'ordre 1,2,... n — 1 
dans un point quelconque par exemple dans le point z — 90. Et il convient de 
choisir ses valeurs conformément à l'équation (7). 


. E . “ye { . 
22. J’introduis encore une autre suite de quantités D? [w,,.-., c4] que je 
définis par la relation de récurrence 


(DE + cn)” — (Dr) — wn)” = 2 v, Y DEN ioe oer (15) 
Pour achever la définition je pose en particulier 


DV [m] =e! D,. 
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En developpant on trouve 


viva) : r4 (C ©, B 
pei, 20 —1) pe, 4.4 EC ee pi postare 
= ; | 


Puisque D,— o, si v est impair, on voit qu'on a de méme D = o, si v est 
impair, et cela quel que soit n. 
Le systéme des équations (15) est équivalent à l'unique équation 


(16) 





(n) n ipe Ün ! 
p\x ale = | —9 nep = 2d = (Up (f z 


p 


“ 





p(x) étant un polynome quelconque et g'(x) étant sa dérivée. De même, des 
équations (2), qui nous ont servi comme définition des BU). on déduit 
p(x + BO + on) — q (x + B) = ong! («+ Br-). (17) 
L'équation aux différences finies 


A f(x) = q'(x 4. Be) 


On 
admet done la solution 


f(x) = q(x + Bo), 


et l'équation 





(n—1) 
AIG) = (242) 
On 2 
admet la solution 
(n) = 
Hx) — p (x ho PIU 


De ce dernier fait on conclut immédiatement que 





Sx (72)\ a 
po (2| v, fich On) ET br Q, dr W, + 5 + On D | { 
2 2 


En développant on trouve 


j CIO ape sae N 
2 BO phuc i m => (:) a* DU. (18) 


2 


On a done en particulier 
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(4 + Q4 E 7; On 


2 


BY == 277 Dm | (19) 


; ; : I 
Le polynome pt (xo, ..., c4) admet par conséquent le point + = z (b Wy +++ + Wn) 
pour zéro, si v est impair. 
fn) par les pe 


On peut exprimer les D et inversement. En effet de l'équation 


Bi (a) = Xs Be, 


pe 
on déduit 
SD 
De — > (2) (c, Ho; +: +++ On) 2°75 Bo (2 BM + c, coy +n)”. 
$-0 7 


De l'équation (18) on déduit de méme 


s—v 
V 
2" Bt — Nc 1) (x) (co, + Ww, ++ on) DR cp EN c Rams centes 


$20 
(n) Sr A (n) 
(—2) By” = 2 s] (v, +o t ++ + on)’ Dis = (D + w, + &, 4-7 - + Wn)". 


23. On peut écrire l'équation (17) sous la forme suivante 
q (B? (2) + on) — p(B (2)) = os q' (BR) (a). ^. (20) 


C'est le type général d'une relation de récurrence entre les polynomes d'ordre 
n et d'ordre n—r. Ici q(x) signifie un pölynome quelconque de degré v 4 n, 
pour fixer les idées. Remplaçons g(a) par y(«+y) et développons; il vient 


s=v+n p(n) S=v+n po—1) 
JE x D; x) i 
= = A p(y) = > e. n pet (y). 


sel s=0 


Appliquons aux deux membres de cette équation n — 1 fois de suite l'opération 
A, où A porte sur la variable y. On trouve 


LET) po 
2 S At $9 (y) — g (x + y). (21) 
. (on On 


C'est le type général d'une relation de récurrence entre les polynomes de 
BERNouLLI d'ordre n. Ici x et y sont des variables quelconques. Si en parti- 
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e I TON. 
culier z—o ou z—- (c, + 5 - 4 0,4) il vient 


Y Blois mel 
- s! 


s=0 


N DD [w, en tn] 


IN" p(y) = 9 (y), 


Dj... Om 


CT Pret ee men LI) 
2 





= 25 5! - A? qe (y) — qo y + 


5=0 
Considérons l'équation aux différences finies 


AN" f(x) = q9? (x), 
Qj 04 
g(x) étant un polynome donné, et p")(x) étant sa dérivée nme, De la relation 
(21) on conclut sans peine que cette équation admet une solution f(x) telle qu'on 
ait, quels que soient x et y 


s—rtn po 
f(x y) q(Bo(z)iy- | 2) qa (y). 


En 
Cette propriété des polynomes de BERNOULLI est assez remarquable. Nous avons 
supposé essentiellement que (x) était un polynome mais on peut démontrer un 


résultat analogue dans des cas plus généraux. 


24. A laide de la relation de récurrence (11) on peut trouver les poly- 
nomes de BERNOULLI d'ordre » quand on connait les polynomes d'ordre 2 — 1. 
On sait d'ailleurs d'une manière explicite exprimer les polynomes d'ordre n par 
les polynomes d'ordre inférieur à ». En effet, posons dans l'équation (21) 


(y) = BE (yak, NON). 


p étant un entier positif quelconque. Il vient! 


sev, 
pe*» avatars x (:] Br) (alien) B®, (gloss, or), 
m" 

Cette relation subsiste d'ailleurs si l’on permute les nombres w d'une manière 
queleonque. Ce fait résulte de ce que e (x) est une fonction symétrique de 
0,,05,...0, comme nous allons le voir dans un moment. Ce n'est pas inutile de 
remarquer que l'équation (22) peut s'éerire sous la forme symbolique suivante 





‘Si p 0 cette équation se réduit à l'équation (10). 
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pi» (x + y) — (Bt) (x) + po (y))”. 
De cette expression on conclut qu'on a plus généralement 
BY (z, t, +++ +2) = (BO (a) + B? (x) +--+ BP (xs)}", 


2,,2,,...t, étant des nombres quelconques et p,,p,,... ps. étant des entiers non 
négatifs qui vérifient la condition 


Disi Pacts at Ds am. 


Si l'on pose en particulier p — 1,y — o et si l’on remplace n par n — 1, l'équation 
(22) se réduit a 


s=v 


(n) |. SY (n—1) 
IBS en] emer tod > (*) ab, Br (cle soi sini): (23) 
s=0 


On peut aussi trouver cette relation en résolvant le système des équations (11) 
par rapport aux quantités BÜ (x). Les équations (rr) et (23) sont done réci- 
proques. A l'aide de la relation de récurrence (23) on peut trouver le polynome 
de BERNouLLI d'un ordre et d'un degré quelconque. Mais le calcul s'effectue 
plus aisément en passant par l'intermédiaire des quantités BO) on 9... Si, l'en 
pose z — y — o dans l'équation (22) il vient 


s=v 
(n+p) v "| po) (p) ; 
IBN iy sds Cpe | > Ie Bello 22. 00 Br or ee. 


= 
Mais si l’on pose 


Q0, o 03 4 7: + On y Oni + °°: + WOntp 
Een Br ae RAR LET +P 


2 2 


il vient 


s=v 
+ ir (p) 
De i Juno On4p] = zi () fi Lo, y. On] Ds LOntis-++, Onp]- 


8-20 


Soit en particulier p — 1 et remplaçons n par » — 1; on trouve 


sv 
(n) NEA s (n—1) 
"Do Orne sen Or | = > () COPS SD sane [Oy eaters or 


geo 


s=" 
V\ os -1 
pt (On EOS on m () De De Die Mo RERO 


s=0 
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Ces deux équations sont réciproques aux équations qui nous ont servi comme 


définition des BU" et des D”. 
Si n —2, on trouve 


T» 
A e [v = 
po [v,, 9,] = > () Qi: Ds By (24) 


s=0 


et par voie d’induction on démontre qu'on a en général 


y! 





(n) \ 8 s, 5 
D, [0,,0,,..:@r]= = nn em a IB Je 50% B,,, (25) 
esso i EN. 
\! y! sı E 4 he anf 
pi [oo - role > - ———— wi! w;?... On" Ds, D;,..- UD hod * (26) 


Spee Sil 


les sommations étant étendues à toutes les valeurs positives ou nulles de s,,s,,...8n 
qui vérifient la condition s,+s,+---+s,— v. 
Ces équations peuvent s'écrire sous les formes symboliques 
( : ; i - 
pe [0,, 0,, ... 5] — (1B v, + Bo, + + nB won)’ a 
pe [o;, w., .. .@,1=(,D 0, 4 sD, +:--+,D un)”: 


On a par conséquent aussi 


pe (r|o,,...,04) — (x - ,Bo, 4 Bo, 9 --- 4B an)”, 
oleis CO an: 


2 


2” B? lo... .., en] = (xt ,Do, + 4D o, 3 --- + nD on)’. 


Lorsque les développements symboliques aux seconds membres seront effectués 
on remplacera (,B)" par B, et (,D)" par D,. 

Les BÜ"[w,,...,«,] et les D? [w,,...,@n] sont done des fonctions symé- 
triques des paramètres w,,@,,...@„ et par conséquent il en est de méme du poly- 


nome JB? (ælow,,...,o,), On. voit en outre que ces fonctions sont homogènes 
et du degré v, c'est à dire qu'on a 


BY fhe, > Last Atop A" pt [t0)5: 055 sol 193i dseg (27) 
pt Moore pe [0015/6025 -Fonl, 
BU? (Ax|Ae,, A05, . .. A con] — A* BO (a | v, , 0; . -  C0n)- (28) 


A l'aide de l'une ou l'autre des relations précédentes on calcule aisément 


toutes les fonctions BY” et D. On trouve, pour les premières valeurs de » 
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s=n sen 


(n) (n) I (n) I 2 m T NY 
JB = ike B; ==> 2e, B; zin Dots Los, 0, 
sel s=1 
po po I N 2 (n 7. SI A END 
N D 2 =—> 2 Us Di ee UO. 
sel U $21 


25. Nous allons maintenant déduire quelques autres propriétés des poly- 


nomes BÜ?^(x). Revenons à l'équation (5): 


B (x + on) — Bt (x) 


On 


= (y + 1) BU (xlw,, Season) 


et remplacons x par — x il vient 


BONE (n) rete: 
(—1)+ Bar (= 2) — Brei (on EN 1) BR. 


On 





x|—,,---;— on). 


Les polynomes Bou...) et (—1)* Boston. 0, 1,0%) 
satisfont donc tous les deux à l'équation 


f(x dE On) — f (2) 


On 





(» 4- 1) Buc Ho, on): 


Les dérivées par rapport à x de ces deux polynomes sont par conséquent inden- 
tiques c'est à dire qu'on a 


po) (allover p) BU? (x — wo, ...,@n—1, — On), 
et en remplaçant x par c + 
po (x oso, ...,02).— p CD EEE Or On): 
De cette relation on déduit encore 
p (x + On: + On c, pe ees On) = pt (a: | eo, yis, Un—23 — Wn—1, — Wn), 
Br Por +... +on|o,,..., On) = Br) (v |e,, ..., 0p, — @p+1,.— Op25 - +3 On); 


où p prend les valeurs o,1,2,...n — 1. Dans le cas le plus important, où p — o, 
cette relation peut s'écrire sous la forme 


BU QUSE v; xal ze, -., On) = (— 1)” Bo (CASA (29) 
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Si l'on pose ici 


Q, + 0, T d Og 
L = —— —=— 


2 


on voit de nouveau que le polynome B (x) s'annule dans le point 


nahe EIS een Ee] 
LEE EE 
2 


si » est impair. 
D'autre part en posant z — o il vient 


BU? (wo, +0, +--+ | ,, . .., 0n) = (— I) BY or: (30) 


Le polynome BU? (x) — B? admet donc, si v est pair, les deux zéros z— o 
et r-—:0,-0;----0s. 

Plus généralement on sait trouver la valeur du polynome BY (x|o,,...,@n) 
dans tous les points s, c, + 8,0, t- -:: $5 05, Où s; désigne un des nombres o ou I. 
De la formule que nous venons de démontrer il résulte en effet qu'on a 


B® (s, o, + 5,0, 4-8, 004) = BA y og i) ee (— I) o, ]. 


D'autre part de l'équation aux différences finies que satisfait le polynome 


DV? (x |, ...,€,) on déduit en posant z — o qu'on a 


pt? (ci) = pt [o,,..., on] + oi v pes [oo ares. on (31) 


i étant un des nombres 1,2,...n. En comparant ces deux équations on trouve 
en particulier la relation 


(n) n) 
By [0,,..-, O19 0, WEI, ::- ; On] = po [CON Ae ste ts On] 
(n—1) 
+ wiv By [o, 2, Gi, Gigi, - - -; On]- 


Remarquons encore qu'en développant le premier membre de l'équation (30) 


suivant les puissances de (w, + c, - ::: 4 c) on trouve cette nouvelle relation de 


récurrence entre les B 


(BO) + co, + v, + --- + on) = (— 1)” BY". 


26. Soit m un entier positif quelconque. Considérons la fonction 
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f(x) = wv > Bia (e+ u lo, On) 
s=0 
On a évidemment 
je +) — 169) — BE. Ge o) — BEY, (a), 
et par conséquent 
f +) 1a) SUNG he le do 


Mais cette équation admet aussi la solution 


f(x) — 


Ces deux solutions sont des polynomes en x. 


indentiques c'est à dire que 


(n) 
v+1 


= m B 


10 
E A 


Leurs dérivées sont par conséquent 


Iw 
po? (e 
BP (x eee m len: . e] = m B (2 | Bo n). (33) 
s=0 ; 
De cette relation on déduit encore que 
m,—! m,—!  my—i 
Y $8, © S. Wo Sp (0 
> > m Bs «S DAS de 2 |t, , 5; ... On 
m, m, Mp 
s,=0 $,7—0 Spr 
(n) (€, Wy, Op 
—m;,ms-.--—msb, a |—> —, .. . » => 05415». On) (3 
LE put les m,’ Te ix 34) 
M,,M,,...m, étant des entiers positifs quelconques, p étant un des nombres 
I,2,...n. Dans le cas particulier où l'on a p= n et m, = m, - . = Mn = m cette 
relation peut s'écrire sous la forme 
ni. mi s 0, +8,W%+:+5,0 
Y i i Qa on Un 
> Ne LJ aan = : JE 
$,-—0 s,-0 $47 
— mn ” Be ( ne ON: CUR) - (35) 
Si l’on pose.m —2 et si l'on remplace w, par 20; (s — 1, 2,...n) cette 
équation se réduit à 
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WP BY (z|2,, 25, ...2 2) = po (x | v, €, .. :wnh). (36) 


(0, * ** On 


Il y a encore une autre relation de ce genre qu'il convient de signaler. Soit 
maintenant m,,»,,... m, des entiers positifs pairs. Considérons la fonction 


m,—! m,—! m,4—1 9 st S" D 
3 Z 5,0 2 Wy, n Un 
AV SUN sj ses obs, B™ peer SR Et MM RET LLL 
D e» > e hy) ner n B, c-r xis Ar en anus 
f (x) ya nd A ) vn m, m, Mn 1? > n) 
sd s,—0 sj-09 


En appliquant l'opération \/ n fois de suite on trouve 


2^ V M -- WV f(a) = (= 1)" @,.0,:.-0n Ar Be) (x). 
oO; Qo, On ©] wee On 
m, m, Mn 


On a par conséquent 
V^f() = ke, 


où l’on a posé pour abréger 


k= (- jJ emm orn 2)---(» 4 n). 


Mais cette équation admet aussi la solution 


W, Ws On 
joe er 
m, m, Mn 


f(x) = k E? E 


Ces deux solutions sont des polynomes en +. Elles sont par conséquent iden- 
tiques. On a donc 


m,—1 Mn! 
V AE S, Sn 
> ds » (— x)its tss BO, [e+ a RER ETT 
1 n 
8,0 $g7"^ 


= RE (epo sss tm). (37) 


m, Mn 


On sait ainsi exprimer les polynomes d'Euler par les polynomes de Ber- 
noulli. Dans le cas particulier où l'on a m, = m, —---— m, = 2 cette relation peut 
s'écrire sous une forme qui est assez remarquable. On trouve en effet 


: Bt}, (x 2 qi: 
E? (3| o), AO ASA Cn) = Ar > ven (x| 204, 20, »2@n) 


o,,5;...o4 (¥ +2) (¥ - n — 1) (v4 1) (38) 
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A l’aide de cette relation on sait déduire les propriétés des polynomes 
d’EULER des propriétés correspondantes du polynome de BERNOULLI. 


27. Je vais maintenant considérer quelques intégrales définies. Voyons 
d'abord ce qui se passe quand un ou plusieurs des paramètres w tendent vers zéro. 
Nous avons vu qu'on à 


s=v 
y > 
BP (|o, ..., 05) = > ( Gt BLU (clos: SO) 
= 


Faisons tendre w, vers zero il vient 
(n) (n —1) 
INA ey nost es JAN lose eo); 


On a par conséquent 


ging 


po (x|o, (sao b O5 (Hiro og) e ) (a | wpe: CON) 


et en posant z —0 


n n—p) 
B@ fo, Noss On Oa ses NO pe» for ee Onl: 


Cela posé, reprenons l'équation (33) divisons les deux membres par m et faisons 
tendre m vers l'infini il vient 


9, 


a fee HU qn don pepe, er (59) 
Oy, 


De Véquation (34) on déduit de méme en divisant par m, m,...m, et en 
faisant tendre les entiers m,, m,, ...myj vers l'infini 


0, © e 
1 2 p 
a + 


J 


| E BP e ehh teles ses m)dt dt 


u 


I 
@, W, » + Wp 
u 


ep (ele, des . M) (40) 


Si p — n on trouve en particulier! 





1 On peut aussi aisément déduire ces formules de l'équation aux différences finies à 


laquelle satisfait pi (a). 
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1 1 1 


| dt, | at. | BU? (x 4- co, 0, + ot, tl. 2-505) dta = 2". (41 


0 0 


Remplaçons x par x + 8, €», ++ sn0n (si = 0, 1,... m;— 1) et ajoutons ensem- 
ble, il vient 


m, uL) "m m,—1 my! 

: 3 2 \ \ 

di, Ja. | BY (x + Q, UT d Ontn) dtn — ey (x + 8,0,+ 8,0, t :-- 3- 8nC n)", 
fi * D $,=0 Sy=0 
m,,m,,...m, étant des entiers positifs quelconques. 


On peut, si l'on aime mieux, écrire cette relation comme il suit 


m, -—1 My | 

«Jl \ ; 
> ... > (x + yu ep eye pee Sn Wn)! 
so ES 


DRE ma Mil 4 (n) 
GT Brin (201: >> cnn) M 


... My On 


En faisant tendre x vers zero dans l'équation (41), il vient 


1 1 


| at, | dt, | BI (Ot att eee oa (43) 


« « « 
0 0 0 


Cette relation est vraie quels que soient » et n. Elle est vraie encore si l'on 


remplace le polynome de BrmwouLLr B(x) par le polynome d'EurEn EV” (x), 
pourvu que » soit impair. 


En effet dans le paragraphe r3 nous avons démontré qu'on a 


| EU) (wt|w)det =0, 


u 


si » est impair. Et dans le paragraphe 15 nous avons démontré que 
(n) SRE 
Je (a, t, ALT On tn) = > M EY (Wn tn) jg) (c, t, Er On-ıln-ı)- 


8-0 


Par voie d'induetion on démontre alors aisément que 
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1 1 1 
| di, fa | EX? (o, PIS @) ba O5 in) Os = 0, 


si » est impair. Mais si » est un nombre quelconque la valeur de cette intégrale 
est égale à 





zo AN y! EAU C C QU n 
2" (NE SEES S$; +1Us,41--- Sg 11 >= Wn", 


la sommation s'étendant à toutes les valeurs entières, positives ou nulles de 
8,,8;,... Sn telles que s,+5,+---+5n,=”. 
Remarquons enfin que l'équation (38) peut s'écrire sous la forme 


1 1 1 


| at. jac... | Bo) (e+ ou, + o, 5 + E o ta|20,, 20,,... 2d) dtp 


u [2 L 
0 0 0 


= EU? (xl, 05): 
c’est ce qu’on voit en tenant compte de l’équation (8). 


En posant en particulier z — = o, c 0,4 :::-F o5) on trouve 


die 








? ES [o, , ©, ... & 
Jar [at | Bee (e, ly +O, t, + + onto, ... , On) di; E Ion, en, en] 


22v+n 


| 
eae 
TER 


D'autre part en posant «=o, il vient 


Sm 


1 
2 


1 
: (n) Go, ans On] 
dt, fat By” (c, t, + t, + --- + Ontn|O,, @,, ... On)dln= —— * — * 
0 r Ü 





2?v*n 


28. Arrétons nous un moment au cas particulier où » —2. On a en 
vertu de (24) 


s=) 


BO fo, , 0] = > () TE Bye. 


\ 
s=0 


Si » est impair tous les termes au second membre disparaissent, excepté le se- 
cond et l’avant-dernier. On a done 
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Belo, ,Q,]-— — 5 Vi 0; (or +o: ) Bo, (45) 


si » est impair. Reprenons l'équation (31): 
BÜ (o, |, , ©.) = po [v,,,]-F ev, o7 vB, 
BO (c, | (9, , (05) = Bo [w,,@,]) +o: o; v B. 


Dans le cas actuel les seconds membres peuvent se réduire. Si v est impair on 
trouve en substituant l'expression que nous venons d'indiquer 


Be) px. où v—2 v—2 B 
By (o, Jo, » 2) = = (vc; ^ —wı Jo, 0, Dy—i ; 


j Ve E 
Be (w,|@,, 02) = = (wi —w: )o,0, By. 


Ces deux valeurs sont donc égales et de signes contraires. Mais si » est pair 
et >2 nos équations se réduisent a 


B® (0) = B® (o, = BY 
parce que B,, B,, B,,... sont nuls. Rappelons en outre que 
BY) (u; + ws) = (— zy BP. 
Le polynome 
BS) (x) — B® 
admet par conséquent les quatre points x=0,,, 0,, ©, +, pour zéros, si » est 


pair et plus grand que 2, et ces zéros sont en général du premier ordre. Si » — 2 
ce polynome a les deux zéros x — 0 et =a, + Wy. 





Pour trouver les valeurs du polynome de BERNOULLI d'ordre 2 dans les 


oints ^* et ^? re ] j 
points — et 7 rappelons qu'on a 


$=) 
2 vir 
BC (a |o, = > (x) B, B,-; (x|e,) w:, 


s=0 


BU (xJo,, GN — > () B, B,-; (xl) wi. 


s=0 
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(vu E > . 
En posant «= F3 dans la première et x — — dans la seconde de ces relations 
2 


on trouve 


2 (i) 2)| € 2 
Bo | = lo, 2 L9 be] = : o.| = Be Nea Wo], 


> Wy, 2 (), 2 
pe | 2|«,, v. == 2 BO, 5 2] ipte |. 


> 


Si v est impair ces expressions se réduisent et on trouve en vertu de (45) 


2 (42) Vv See pt 
pe | = lo, o) ——N(r-——22— yt" - 05 By, 


2 


») [02 - == 
B? (101,0) — m o2 y ww: By. 


D | 


A l’aide de l'équation (35) on déduit enfin la valeur du polynome dans le point 


&@, c0 n , 
———. En effet, en posant =o et n—m—2 on trouve, aprés quelques ré- 


ductions 


, 
2 


2 (9 + w, 2) r 2 (e 2 Wy 
po Becr >) = (1 + 277) TE o, .0,]— 2 JE: c| Ab. le. , 2]. 


Le second membre se réduit à zéro si v est impair. Mais si, dans la méme re- 


9,+ 0; 


lation (35), on pose z — et n =m —2, on trouve 


2) [04 0, » fo, +3 0; ») [e + €, 
Bye pes o Ar By ae : o) = 2177 Be [t = lo, >) , 


W,+ W, 








pourvu que.» soit pair. Posons enfin dans l'équation (38) x — et n=2; 


on trouve, aprés quelques réductions 


Eo. [c , @2] 


92v—1 


2») [w, + ©, a0) lo, +3 Ws 
DO Xam 5 o.) CD co =|, , &u5] — e 2 Y (2 — 1) 


A l’aide de ces deux relations on trouve la valeur de notre polynome dans le 
cm CE 
point — =. 


Enfin en posant «=o dans l'équation (38) il vient 
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Uwe >) [€ € [e 2) 10 (2 
(9, (05 Y (v — 1) 277 CA, = BS | + 5 jas BY | 2| Lp F9 Boe 


En substituant les valeurs que nous venons de trouver il vient 
ry Me ,—33 po) ()| € (2 () 
W, (5 v (v — 1) 27?" Gi [o,, oJ & (1 + 2°) By [o;, oF] — po | = ,0,| — po 04, = E 


MM. P. Arrezz!, M. Krause? et E. W. BanxEs? ont étudié des polynomes voisins 
des polynomes B(x). Dans ce qui précède nous avons poussé plus loin l'étude 
de ces fonctions. Notre point de départ a été différent de celui de ces auteurs. 
M. ArPELL a défini un polynome de BERNOULLI à deux variables x et y par 


l'équation 
per qcy 
Py (ey) = > Dd (wo, + qu). 


pei gi 


Ce polynome de M. APrELL est égal à 


» 


P,(x,y) = pa. (veo, + Yor) — Bis (ze) — By: (yo) + Bi: (0) (o) ; 


e 0, (Y + 1) (v + 2) 





ou encore égal à 
z+! yt 
BER) | a, | B9? (v, t, to, L| o, , 0,) dt;. 


1 1 


M. Barnes a d’abord introduit à l'aide d’une équation aux différences finies un 


polynome qui est un peu moins simple que BS (x). Mais en poursuivant ses 
recherches et considérant le cas général M. Barnes a préféré définir ses poly- 
nomes par ce fait que leurs dérivées figurent comme coefficients dans certains 
développements en séries. Nous avons partout défini les polynomes par leur 
propriété la plus essentielle. Le lecteur pourra juger de l'avantage que présente 
cette définition vis à vis de toute autre. 








1 Sur les fonctions de BerxouLLı à deux variables, Archiv Math. Phys. (3) 4 (1902—03), 
p. 292—3. 

? Über die Berxouzrr'schen Funktionen zweier veränderlicher Grössen, Archiv Math. Phys. 
(3) 4 (1902—03), p. 293—5; Über BrnxNovLLIschen Zahlen und Funktionen im Gebiete der Fank- 
tionen zweier veränderlicher Gróssen, Ber. Ges. Lpz, 55 (1903), math. p. 39—62. 

® The Theory of the double Gamma Funktion, Philos. Trans. London 196 A (1901), p. 
271—85; On the Theory of the multiple Gamma Function, Trans. Cambr. philos. Soc. 19 (1504) 
p. 377—86. 
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Dans le cas particulier où tous les nombres c; se reduisent à 1 les D? ont 
été étudiés par A. Caucuy', E. Lucas?, B. IMSCHENETZSKY>, J. SYLVESTER!, 
D. SrwTzor*, E. GRIGORIEWS et N. Nrersen’. Nous parlerons plus loin de ce 
cas particulier. 


Polynomes de Bernoulli et polynomes d'Euler d'ordre négatif. 


29. Jusqu'iei nous avons supposé essentiellement que l'ordre n était un 
entier positif. Nos relations subsistent encore pour n» — o, si l'on suppose que 


B® (x) = EO (x) — av. 


Mais il y a avantage à étendre la notion ct à introduire des fonctions d'ordre 
négatif. On peut ainsi faire rentrer dans un méme cadre des fonctions qui 
apparaissent jusqu'ici comme distinctes. Nous avons défini les fonctions d'ordre 
positif de sorte que: 


y! 
TAN pum (x | (Des On) me Lt, 


DITS (v—n)! 


\yr non (x|@,,-.-@n) = x”. 


Q, +++ On 
Je définis le polynome de BERNOULLI d'ordre — n par l'équation 


y! 
Blot toni e PL (1) 
v ( | 1 n (v +n)! oe , 


et le polynome d’EULER d'ordre —n par l'équation 


lo 
— 


ES (x | (OT STE on = We 0a ( 


Oy On 


n et v étant des entiers non négatifs. On voit que Pi (x) et ET (x) sont 
encore des polynomes du degré ». De la définition il résulte immédiatement que 





Œuvres (2) 8, Paris 1590, p. 180—94. 

Sur les développements en séries, Bull. Soc. math. France 6 (1878), p. 57—68. 

3 Mém. Acad. Pétersbourg (7) 31 (1883), mem. n° r1. 

^ Educ. Times 39 (1885), p. 74. 

Bull. Soc. physico-math&matique de Kasan (1) 8 (1890), p. 291—556; id. (2) 1 (1892), p. 234. 
Nombres de BerxouLLı des ordres supérieurs, id. (2) 7 (1898), p. 146—202. 

Ann. mat. pura appl. (3) 10 (1904), p. 287—325; Handbuch der Theorie der Gammafunk- 
tion, Leipzig 1906, p. 66—78. 


L 


7 
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N BT” (xlo,,...wn) = v Doc D (e| ens On+1)s (3) 
On+1 
V EU? (z |u,,...,) = BO” (z|w,,...@n+ı)- (4) 
On+1 
Les équations 
AP BU) (x) = v (y —x)...(v —p- 1) Bg? (x), (5) 
V» EU (x) = EP? (x) (6) 


restent done vraies méme si p» m. 
Dans les paragraphes 15 et 24 nous avons démontré qu'on a 


BY?) (ey) = (S) E (x) EP. (y), (7) 
BP (a y) — > (2) Bo (BR. (8) 


sou 


x et y étant des nombres quelconques, n et p étant des entiers non négatifs. 
Appliquons aux deux membres de l'équation (7) l'opération 


2m 


Q, Og, Dir On 


où WV porte sur la variable x. On retrouve l'équation (7) où n a été changé 
en —n. Appliquons ensuite aux deux membres de cette équation l'opération 


Ve 


Q,-*- Op, Qj Op 


où V porte sur la variable y. On retrouve l'équation (7) où n et p ont été 
changés en — » et — p. On peut enfin faire la méme observation relativement 
à l'équation (8). Les équations (7) et (S) subsistent donc pour toutes les valeurs 
entières, positives, nulles ou négatives de p et de n. Nous mentionnerons quelques 
cas particuliers de ces équations. Posons p — o et remplacons n par — », il vient! 


s=Vv 


BU" (zy) — > ( y EX (x), (9) 


* On peut aussi déduire ces équations de Ja formule de TaxLoR. 
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BC? (x + y) — 2 )» ys BE") (x). (10) 


Par analogie avec ce qui précède je pose 


piss. pom toy 


(Qi d es 2» ET n) (0), 


Dae wp 





2 





(Oy up SS =) 
Fa V = , 


EO” — » EI” = DO sect en. 


2 


2 


Alors il résulte des équations (9) et (ro) que les polynomes d'ordre négatif 
s'expriment par les BY” etc. de la méme manière que les polynomes d'ordre 


positif s'expriment par les B etc. Il s'agit done de trouver les fonctions ieee 
etc. Dans ce but posons z — y — o dans l'équation (8). Il vient 


nO Ne AS DEP (17) 
s=0 
et cette relation subsiste si l'on remplace B par C, par D ou par E. Cela posé, 


on arrive aisément à trouver l'expression explicite des fonctions BS” ete. On 
a d’abord 





BO n) | Qi zm DC n) we E n) FT, 


y” a 
BO” [uw] = ve > CC? [v] = 2*— vw", 


pour toutes les valeurs positives de v et 





(—1) 7 pc? 
E, '"[v]- w", [o] = re 
si v est pair. Mais si » est impair on a DOI, 
De ce dernier fait on conclut immédiatement qu'on a toujours 


De Hs 


si » est impair, et cela quel que soit n. Par voie d’induction on démontre 
ensuite que 
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„N 
BF n) [w,, v5, ... n] = > s a OYUIDE ne. 
es n "ERGEBEN EREPERUN 


(= À y! Ce! (—)) 
@ f A) [Coro itUz nies On] = > [w,].. Cs, [wn], 
les sommations étant étendues a toutes les valeurs entiéres, nulles ou positives 
de 5,,5,,...84, qui vérifient la condition s,+s8,+---+s,=¥. 


Si v est pair on trouve 


ES lo N : $1, 8) Sn 
(0,5, (055...) ] Mc eng! QU im CUP SETS 
nm 2? n = 2 n » 
4 518,1... 85! 
' y! 





(—n)r \ 8, Ss 

DC Ay (vo (0,,...€U = TT = we ! e, ILE) ze 
D [ 1» 725 ni dm (s, - 1) ! (s -- 1)! .. Ne 1)! I n s 

les sommations étant étendues aux mêmes valeurs de 5,,5,,... s, en exceptant 


celles qui sont impaires. 


Revenons aux équations (7) et (8) et posons p— —n. Il vient 
+= S Jae a) EL? (y), (12) 
(2 + y)" = DG | om (x) BE? (y), (13) 


s=0 


et en particulier si y — o 


s—v 
» - 
w= Nonam, 


s=0 


| 


v= 


v — 
X(. s" nen. 
3-0 
A l'aide de ces relations de récurrence on sait trouver les polynomes de BERNOULLI 
et les polynomes d’EULER d'ordre n sans passer par Vintermédiaire des polynomes 
d'ordre inférieur à n. Remarquons en outre que ces équations peuvent s'écrire 
comme il suit 
x GS) d: Ey” (x) 
4 2s! das 


8-0 


= ?", 


VB ds BE (x) 


2 s! das 


su 
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Les polynomes de BERNOULLI et les polynomes d’EuLEr d'ordre quelconque 
(positif ou négatif) satisfont done à des équations différentielles linéaires et 
à coefficients constants. Et ces équations n'admettent aucune autre solution 
rationnelle. 

Posons enfin x — y — o dans l'équation (13); il vient 


NI" nq scm 
X6 BI (14) 


s=0 


Dans cette équation le second membre est égal à o, si v>o, mais égal à 
I, si v=o. Nous avons défini la forme BY” par un système de n relations de 
récurrence. Ce système peut donc se remplacer par l'unique équation (r4) qui 
lui est équivalente. Surtout quand il s'agit de trouver B pour une grande 
valeur de n il est préférable de se servir de cette équation. 

Relativement aux fonctions CÍ?, D? et EU? on peut faire la méme remarque, 
car l'équation (r4) subsiste si l'on remplace B par C, par D ou par E. Il faut 
done commencer par calculer les fonctions BIT” et DI" qui sont d'une nature 
plus simple que les fonctions d'ordre positif. 


3o. Tout ce que nous avons dit des polynomes d'ordre positif reste vrai 
mutatis mutandis pour les polynomes d'ordre négatif. C'est trop évident pour 
que j'aie besoin de m'y arréter. Je veux donner seulement un exemple. Dans 
le paragraphe 26 nous avons établi pour les polynomes d'ordre positif les deux 
relations suivantes 


[NE p" (x20), 2 @,,...2 On) = pore) (x |o, , v, . c); 


0, Op 


Ns p (x|2:,, 2 «05,...2 On) = Bm (zc, @25-- One 


Dj-.On 


Je dis que ces relations sont vraies encore si l’on remplace n par —n. En 
effet on a 


et par conséquent 


A" V*f() — Arte), 


Oj-On OD, On 20,20, 


Un Aix) — Ari). 


Qj Op Qj On 20,20, 
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Posons f(x) — x" dans la premiere de ces relations et f(x) — z"*" dans la seconde, 


il vient 


= = 
VAE ES n) (alo, Quir oo On) = Dz D, 2) (x| 2W,, 2€0,... 2Un), 


Va pi (xlo, , c5, .. un) = ngu (x| 2:0, 20, 92-202) 


€ --- Og 
(oos Gl 


31. On sait exprimer les moyennes et les différences d'une fonction par 
ses dérivées. En effet soit f(x) une fonction analytique, holomorphe au voisinage 
du point z—0. Appliquons aux deux membres de l'équation 


f(x) = Jf (0) = 


veo 


Popération \/”, il vient 


(—n) 
V 2 = No (o) - a i ) 
Mais en appliquant l'opération /\” on trouve 
Y Br" +) 
SER 2) = jet» (o 71 dU 


n 


yes 


Ces deux séries convergent si les valeurs absolues des nombres + et w sont 
suffisamment petites. 


Soit par exemple f(x) = e* il vient 


e oo he ur 
27" (eot + 1) (e?:* + x). - (ent +1) et = M zi EC n) (xlo, c5, - - n), 


v=o 


(ett x) Met) Er Dees 
ay!” 


W,W,.. nt” 





(xlo,, w,,...œ). 


veo 


NE Ec : 
Ces deux séries convergent pour toutes les valeurs des variables x et ¢. Nous 
en mentionnerons les trois cas particuliers suivants 
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oo oy 
Y ie E 
cos w,t cos WE... COS Wnt = I (— 1)" BS”, 
= = y)! 


yo") 








sin ot sin c, t... sin Opt _ IE iy pr pc» 
(0, 027^. - (Un L^ D) oe 
v=0 
EET X0 CE on NS Pe (15) 
(0j (05 - . «(Up l^ E PU 15 


Quelle est maintenant la fonction génératrice des BU)? Nous venons de 
voir que notre définition de ces formes est équivalente à l'équation (14): 


= ) Bt BE") = E o (4) 


s=0 


Elles se déterminent uniquement par cette équation quand on y pose suc- 
cessivement 7—0,1,2,... On en conclut que la fonction génératrice des pi 
est la réciproque de la fonction génératrice des BO” c’est à dire qu'on a 


Oo; [CE choles On | im 
(ec fpem - 1)(e e?» a D (ent — =) as = "Tem 


v=0 





Ü po. (16) 


car en multipliant terme à terme les équations (15) et (16) on trouve 


LS | (n) pC—n) 
my! > QE B. 
vl s=0 


Les coefficients de la série (16) satisfont done bien à l'équation (14). Pour trouver 


la fonction génératrice du polynome B(x) rappelons qu'on a 


Bt (x) = > at BO. 


Se 


Multiplions la série (16) par la série 


x 


Il vient 


© (05 . . Ont et 


AS (n) : s : PS 
(eit — p (eo:t —r).- (e9nt — x) = 7 BU Ge] e, € Jy +++ (Un). (17) 
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On démontre de la méme manière que 


22 ext N Ü a(n) 
ITI LUE MOD On): 
(e*t + 1) (€@2 + I):-:(e9nt + 1) y!" ( lo, , 0, Wn) (18) 
=i 


La série (17) converge pour toutes les valeurs de x si le module de ¢ est 


inférieur au plus petit des nombres 


270 
| (0, | 
La série (18) converge si le module de £ est inférieur à la moitié de ces nombres. 
On aurait pu arriver un peu plus directement aux équations (17) et (18) en 
partant des équations aux différences finies. Considérons par exemple la fonction 
au premier membre de (18). Cette fonction est holomorphe au voisinage du 
point {— o. Elle se développe par conséquent en série suivant les puissances 
de t. Les coefficients dans cette série sont des polynomes en x. Cela posé, 
appliquons aux deux membres de l'équation (18) l'opération V", il vient 














op i" de 
ect = > zn V n po (x). 


Il en resulte que 


V7 EU (x) = x” 


Les coefficents de la série sont par conséquent les polynomes d’EULER d'ordre 


M,C. Qa d. 
En posant x — : (co, o- 0, - --: - c4) dans les équations (17) et (18) on trouve 


en particulier 


[LA LU 
(011005. One® = N x)" t po? 

sin c, tsin w,t...sinwt = Cris 
= 
ac 

; A " \ t 

sec w,t SEC 0,01... SEC Ont = xc 1 T ^d 

2 y)! 


vu 


Nous mentionnerons encore le cas particulier où » — 1, v, — 1. En ce cas 


on trouve 
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A V v a = 
eu Ey It| «z, 
sorte v lupe 
BT 2 


\ 2t 
boot i= Sn 2" By, le ES 
T UT ; a 
tgi= 2 (—1)"* Gr pair ltI< > 


Un eas particulier, 


32. Jusqu'ici les paramètres w; ont été des nombres quelconques: Suppo- 
sons maintenant que tous les w; tendent vers un et voyons ce qui arrive. 
L'équation (17) du dernier paragraphe se réduit à 


7 BY (x, ltl<2zx. (1) 


Dérivons par rapport à £, il vient 


(me nd? ee tw 


(et — x)" (et — 1)" A 





i" E 
y ! pe, (x), 


d’où en réduisant 


[ni elztit P» y i" | De 
(ef — ı)r*! v!\n 


v=0 


Bip. ey l| 
BE (a) + BE. 


Mais en comparant ce développement avec le développement (1) on trouve 


n— 
n 


BON Gy) er BID (x).! 


En tenant compte de l'équation 


Bet) (24 1)— Bot? (x) = vB, (x) 





(a) (1) = n— y 


1 De cette équation on déduit, en posant æ = 0, que 5 
n 


pt. 
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on peut éliminer B (x +1) et on trouve 
BO *? (x) = E = A) B (x) + (x =), ” pl), (x). (2) 


Cette relation est démontré si n est un entier positif. Elle est vraie encore 
si n est négatif. C'est ce qu'on voit en dérivant la fonction génératrice des 
polynomes d'ordre négatif. On le démontre aussi de la maniére suivante. Consi- 
dérons l'identité 


AN" ( (x) v (x) = (APR) v (CAP Ip (x + 1) AV(x) + + p(x t n) A"V(z), 
et posons 

p(x) = anto, W(x) — x. 
Il vient | 


A? a+ = (x Jt n) ING av n—! + n ANT S gta : 


Mais cette relation est identique à celle qu'on obtient en remplaçant » par — n 
dans l'équation (2). 

En dérivant la fonction génératrice des polynomes d’EULER on démontre 
de la méme maniére que ces polynomes satisfont à la relation 


By* (a) = 5 Epp (z) — = (z— n) By” (2), (3) 
n étant un entier positif ou négatif. 
Posons v =n dans l'équation (2). Il vient 
BU+ (x) — (x — n) BO, (2). 


Mais comme on a B')(z) — 1 il en résulte que 
B&t” (3) = (x — 1) (c— 2)---(x —). (4) 
On a done en particulier 


Bet) — (—x)*n!, 


n 


DE) = (—r)r2305 2:2 x) si n est pair, 


De*" — o, sin est impair. 
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De l’équation (4) on déduit 
w+! 
B® (x) = | (t—1){t—2)...(t—n)dt, 


* 
T 


d’où en particulier 


Bo | (— x) (t— 2)---(£ — n) dt, 


Bil = | HE SET) (Pa) en) ar. 


De l'équation (4) on déduit de même qu'on a 


rt qn—v = en eel 
en, (5) 





siv<n. On a donc en particulier 





(n1) (47) — I Fe EU RP TR Ex a Fus I , 
Bat, (x) Pi r)(x — 2)---(x uL + dul 


GU) Ete yt DRM t Se DL 

Bn ( yate + FEE 
n 

py — ar ele) | si n est pair. 


Voici une autre relation qui est plus remarquable. En posant » —1 dans 


l'équation (2) on trouve 


B,_i(x) B.) 
: 


En posant » —2 et en substituant l'expression de BÜ)(z), que nous venons de 


trouver, il vient 


Zen, en 


y —2 VE 








B (x) = nn 


2 


Par voie d'induction on démontre qu'on a en général 
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BOM (x Fe y! x 
: 2) n!(vr—n-—1)4 s! v 
= 


— 1} By—n+s (x) 


hg Dz(z— U (z—2)---(z—n). (6) 





Dans le cas actuel les polynomes de BERNOULLI d'un ordre po- 
sitif quelconque s'expriment done linéairement par les polynomes 
d'ordre un!. 

Pour les polynomes d'EurER il en est de méme. On a d'abord pour les 


polynomes d'ordre deux 
* BY (x) = — (x — 1) E, (a) + Ev (a). 


En effet, remplacons x par «+1 et ajoutons ensemble il vient 


EP (x 1) + EY (2) _ pp, (x). c. q. f. d. 
Je dis qu'on a en général 
dn FDR (las n-s É 
LANCER) = Biz) Die SG ee (7 


BT ) = ZEIT er; )DS A Mie 
up niet eee »+3 (x) Dz x (xz — 1)---(x— m 4 x) 
oni (ee ps a 
+ rem wer Da (x —1) --(x—n +1). 


se 


Mais le dernier terme au second membre est nul en vertu de la formule de 
TayLor. On a done 


Eo) (cc + 1) = = > e 3: Ey+s (x) DL (x — 1) (z — 2)---(e—n) 
on re 1 : 
Ga > A Ey+s (2) Dz (x — 1) (x — 2)---(x— n 4 1). 


s=0 


En ajoutant cette équation à l'équation (7) il vient 


L'expression (6) se réduit à l'expression (5) si y =". 
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Et) (x di 1) ar Ee*? (x) 2n-1i c ys ; 
2 ns = 2 DS ASI vs(x).Dz (x—1)(z—2)- -- (x—n 4 1). 


Le polynome défini par l'équation (7) possède donc la propriété qui s'exprime 


par la relation . 


Ey {x + 1) + EP *? (x) 


2 


= peo (x). 


Mais c'est la propriété qui nous a servi comme définition des polynomes d’EuLER 
et ces polynomes sont uniquement déterminés par cette propriété. La relation 
(7) est par conséquent démontrée. 

Faisons tendre x vers zéro dans les équations (7) et (6), il vient 





5n 5T \ 
(4-1) 2 SES LOU T (n+1) 
C, EE! ua ( 2 5 C es Banos , 
s=0 
( ) y! So n > ) 
Ber EA prs D) v—s pee ! 
^ ny — mn — 1)! Al S}y—s ^ 


s=0 


Ces deux formules sont des généralisations de celles du paragraphe r2. 


33. Parmi les nombreuses relations de récurrence entre les nombres BY” il 
y en a une qui mérite d’être signalée. Développons le polynome Bt (x) suivant 


les puissances de z, il vient! 


(x—1)(z—2)--(x—vr)— 2 ge pre (8) 


D'autre part de l'équation (22) paragraphe 24 il résulte qu'on a 


portae > ( Bey pot: 


s=0 


En comparant ces deux équations on trouve la relation symbolique: 


! On conclut de cette relation que (—1)s (:) Ber) est un entier positif, si s X v. L'im- 


portance de ces nombres a été reconnue pour la première fois par STIRLING. 
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(B® + x — 1) (B9) 4. — 2)... (BO 4 x — v) = Br *? (x). (9) 


En posant respectivement «—o,1,”+n”,v+n+1 on trouve les quatres 
relations de récurrence suivantes 


(BO — 1) (B?) — 2)...(B( — y) = BE), 


"n (n+) 


B (BU) — x) (BM — 2)---(B™ — Y + I) ee v > 


n À 
(n) (n) (BO +; 7 Tee (Eee) pi) 
(B +n) (BO +n + 1)--- (B +n + v — x) = (— x) Jos c 


(BC) +n 4 1) (B? 4- m 4 2): (B9) m +») =(— 1) BY), 


Si n— 1 ces équations se réduisent à 





m Ir qu 
(B= 1)(B 2) 5087 SCANS vii 


vy! 


m.) 
y-rr 





B(B—1)(B—2)-(B—v-4 1) - (—1Y 


(B) B2) (ev) Lo 


B+2)(B a : ER EL | 
(B+2)(B+3).-(B+v+1)=ı een eo 


Pour trouver une relation analogue 


où les B sont les nombres de BERNOULLI. 


entre les Df? remplagons dans l'équation (9) x par æ+ E: il vient 


À 2 2 


“ 


jio (2) (n) niv 
eec eec eene 


d’où en particulier 


(DU) + y — 1) (D) + y — 3) (D™ + y — 5). (D — (y — 1)) = DEF), 

(D( — n — 2) (D ine 4): 3 (Do — n en v) = 2 Be 
(n) __ Ken a Ne =u nr (iv) 
(D n)(D n — 2)---(D n— 21 +2) =2 21,5 : 


Si n=1 ces équations se réduisent à 
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On a encore 


(22) (PD — A (D —6)-:-(D— 2») 


eder t) m i rc n 
EC scc UST) CRC 


2V+I 





Dans la première de ces relations on suppose que » est pair. Si » est impair 
le second membre se réduit à zéro. 


34. Nous allons maintenant développer le polynome de BERNOULLI en 
série de facultés. Soit f(x) un polynome du degré ». On a en vertu de la 


formule d'interpolation de NEWTON 


RE Gt I) 





f(x y)-—f(y)* = AN f (y). 
Posons f(x) = BY (x), on trouve 
By (x+y) ex By” (y) (y— 1): (9 — 8 +1). (10) 


s=0 


Si »>n il figure dans ce développement à Ja fois des polynomes d’ordre 
positif et des polynomes d'ordre négatif. Posons y=o ou y — 1 il vient 


BU? (x) = XU BU 9 za —1)---(r— s +1), 


s=0 


re (n—s) 
| = (2 — 1) (&— 2) (&— 8). 


BU) (x) 5 (n — v) > (: 


s=0 


2U——- 8. 


Nous mentionnerons quelques cas particuliers de cette formule remarquable. 
Soit d'abord » — o, il vient 
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(x + y) = b (;] no (y)x(x — z):--(x — sx), 
a" = > (; BI z(x — x): --(x— s +1). 
C'est le développement d'une puissance positive de x en série de facultés. La 
derniére équation est réciproque à l'équation (8). Soit pour abréger 
z(zr—zi)(x—2)-(x— s r)-— al! 


et posons, dans l'équation (10), » — v 4 1 il vient 


s=v 
vi 2 m 
(x + y)e)— > () als] yes), 


3-20 
On en conclut qu'on a plus généralement 


: y! 
IC MED EUER 





r 
als) ase. : aun 
! Ses "Sn . 


où la sommation est étendue à toutes les valeurs non négatives des s; qui 
vérifient la condition s,+s,+--:+s—». C'est la formule du polynome des 
factorielles. 
Posons enfin v — » dans l'équation (ro), divisons par x et faisons tendre 
x et y vers zéro, il vient 
sy leery ee 125) 
2 n—s ET SU 
= 
C'est une relation de récurrence entre les nombres Bs. Ces nombres figurent 
comme coefficients dans plusieurs développements en séries. On trouve, pour les 
premières valeurs de n 


: I : : à a 
Biles. Bo 20e pie ea pour po = 2a 


: 9 4 30 12 


Entre ces nombres on a aussi la relation 


qu'on déduit de même de l'équation (ro). 
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De la formule d’interpolation de NEwToN en déduit encore par un calcul 
facile ces deux séries nouvelles 


ps (e+ 5) - 3 (23) ta Diva 22(2° — 1°) (2? — 2°) (2° — (8 — 1)?), 


s=0 


= THEN 2»-krI —2s— 2 2) (2 2 E E 
ze BO, (HR) = S20 FT) DEP er mers — (25— 19). 


s=0 


5. Voici un autre résultat qu’on peut tirer de la formule de NEWTON 
3 q Pp 





ety mi) y ume ey a) 


s! 
s=0 


Dans le paragraphe 3r nous avons vu qu'on peut exprimer les différences 
d’une fonction par ses dérivées. Inversement on sait exprimer les dérivées d’un 
polynome d’une manière simple à l’aide de ses différences. En effet dérivons 
par rapport à y et posons ensuite y — o ou y — — x il vient 


Ha) = Sco 570 


s=v 


f'a—)- Di [r+ 5 +++ 5) Aria). 


$21 


Soit en particulier f(x) = B,+: (x), il vient 











ANE x’. 


De méme, dérivons n fois par rapport à y dans les deux membres de l'équation 
(xx) et posons ensuite y — o ou y — — 1, on trouve en vertu de l'équation (5) 


Loc 
KG) = 
(x) D XE S+n 





8-0 


sy DEW 
f^(xz—i-—2- 


s=0 


At*" fG), 


s! 
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f(x) étant un polynome quelconque de degré »+n. Soit en particulier 


f(x) = Bren (2) 
il vient 


s=v pet» Aix 


e! stn 
sen 





By” (x) =n 


e s=v Bs 
B,'(x—1)- > 


s=0 


— IS 2". 








BO) (x Ix E (ja Nix 


sen 


et en particulier si n—o 





B,()- Ir LE 


s=0 


36. Revenons aux équations (2) et (3) 
B+ (x) = (2 — 7) BP (a) + (e) BM Ce) 
BE (a) == BS, (2) — = (w@—n) EY le), 
et faisons tendre + vers zéro. Il vient 
Bet) (1 7) am— 9 BY, 
owt) = 20 + on. 


D'autre part on a 


sre HET: 


s=0 


Qe) _ S Joc. 


sen 





Mémoire sur les polynomes de Bernoulli. 195 


En réduisant à l'aide des équations (12) et (13) on trouve 


B — Sa^) n. nt. (14) 
e. = —n cn (Je CuO (15) 


A l'aide des équations (r2) et (13) ou des équations (14) et (15) on peut 


déterminer successivement tous les B) et C. Comme on a 


Be (16) 


on voit que les BS” et les CI? sont des polynomes en n de degré v. On trouve 
pour les premières valeurs de » 








pore pem n Gn-— 1) Zoe mms) 
2 I2 8 
po n(i5n? — 3on? + 5n + 2). po — nn —ı)(3n— 7n—2) 
s 240 : a 96 
co — m, C? — q (n — 1), CO = — m? (n — 3), 
Qf? — n(n — 1) (n3 — 5n — 2), oO” — — n? (n3 — 10 n? + 15n + 10). 


A l’aide des relations 
D = (2 B9? +n)’, EN — (CM) + ny 


on détermine ensuite les D? et les E. On sait que ces nombres sont nuls si » 
est impair. Pour les premiéres valeurs paires de v on trouve 





Dp = I, pM = n p" — n(5n + 2). Dp” = n(35n? u n + 16) 
3 I5 63 
EU = r, Ep — — n, BE” = n(3m + 2), E — —n(15n? + 30n + 16), 


E — n(xos n? + 420n? + 5882. + 272), 
E = — n(945n* + 6300n + 16380n? + 18960 n + 7936). 
Jusqu'ici l'ordre n a été essentiellement un entier, d'abord positif et puis positif 


ou négatif. Mais ici une extension nouvelle se présente à l'esprit, extension qui 


. OS rites, D 1 n) 
n'avait pas de sens dans le cas général. En définissant les BY” et les CY” comme 


196 N. E. Nórlund. 


les polynomes en n qui satisfont aux équations (12), (13) et (16) on peut consi- 
dérer n comme une variable continue, réelle ou complexe. On arrive ainsi à 
quatre suites de polynomes en #. En se reportant au paragraphe 3r on voit 


que ces polynomes figurent comme coefficients dans les séries suivantes 








EU 5 x oh Er BY), EA 
emus m ic n oo Oo vale 
a ) = ic i es | DS, ltl<a 
m Sar irc, c cies 


sin nt Dar! 7t 
As MC Em. dMI«Z 


(cos t)” = (2v +1)! 
I ote V ar Ud (n) ; TT 
Gone 23 Gate” Ins. 


Nous ferons une autre fois l'étude plus compléte de ces polynomes qui se rattachent 
aux polynomes de BERNOULLI de la manière que nous venons d'indiquer. 
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Graduate math. instruction for grad. students not intend. to become mathematicians. 
The source a. funct. of a university. Research in American univ. Principia mathe- 
matica. Concern. multiple interpretat. of postulate systems a. the »existence» of 
hyperspace. Math. productivity in the U. S. Mathematics. 


Woop, R. W., Researches in physical optics. Part 2: Resonance radiation and 
Resonance spectra. (Columbia University, New York. Publication N:r 8 
of the Ernst Kempton Adams fund.) — VIII + 184 pp. 4. 1919. 


Plane grating spectrographs of long focus. The resonance spectra of iodine. 
Resonance spectra of iodine. The series of resonance spectra. Band a. line spectra 
of iodine. Zeeman-effect for complex lines of iodine. A photometric study of the 
fluorescence of iodine. The magnetoopties of iodine vapors. The flourescence of gases 
excited by ultra-Schumann waves. A further study of the flouresc. produced by ultra- 
Schumann rays. Scattering a. reg. reflection of light by an absorbing gas. Separation 
of close spectrum lines for monochromatic illumination. Photometric investigat. of the 
superficial reson. of sodium vapor. The separate excitation of the centres of emission 
of the D lines of sodium. Reson. radiation of sodium vapor exited by one of the 
D lines. Plates. 


Librairie Croville— Morant. 
Paris. 
Montrssus DE DBarronr, R. de, Introduction à la théorie des courbes gauches 


algébriques. Cours libre professé à la Faculté des sciences de Paris. Recueilli 
et red. par M. Voar. — 112 pp. 4. 1918. (Autogr.) 
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H. Dunod & E. Pinat. 


Paris. 


DoncEor, T. E., Cinématique théorique et appliquée. — 272 pp. 4. 1919. Fr. 36: 


Du mouvement en général. Mouvem. uniforme. Mouvem. varié. Mouvem. uni- 
formément varié. Mouvem. unif. accéléré avec vitesse initiale. Mouvem. unif. retardé. 


2 


Représentation graph. de l'équat. ES: Lois de la chute d. corps. Mouvem. 


projeté. Composit. d. mouvements. Propriétés du plan incliné. Mouvem. de rotation. 
Mouvem. d'un corps parallèlement à un plan. Transmission et transform. du mouvem. 
Mouvem. circ. continu. Transmiss. et transform. Transmiss. du mouvem. circul. continu 
entre deux axes rectangulaires non situés dans le méme plan.  Renseignem. prat. s. l. 
engrenages. Equipages ou trains de roues dentées. Transform. du mouvem. continu 
en circulaire cont. au moyen d'intermédiaires flex. Transmiss. du mouvem. circul. à 
l’aide d'interméd. rigides. Changements de vitesses p. engrenages. Transf. du mouvem. 
circ. cont. en rectiligne continu ou réciproquement. Transf. du mouvem. circ. cont. en 


rectiligne alternatif ou réciproquement.  Transf. du mouvem. circ. cont. en rectiligne 
alternatif p. contact direct.  Distribut. de la vapeur. Guidages articulés pour le 


mouvem. rectiligne. Cames. Encliquetages. Transf. du mouvem. rectiligne cont. 
rectiligne cont. Transf. du mouvem. rectil. alternatif en rectil. alternat. Transf. 
mouvem. circ. alternatif en circulaire et en rectiligne alternat. Organes d'arrét 
arrétages. Régulateurs d. appareils destinés à la mesure du temps. Appareils 


mesure de la vitesse. 


DORGEoT, E., La mécanique appliquée, théorique, numérique et graphique. 


en 
du 
ou 
de 


A 


l’usage des constructeurs- mécaniciens, Bureaux d’études, ingénieurs, élèves 
des Ecoles Techniques, dessinateurs, etc. — 613 pp. 4. 1918. Fr. 32: 50. 


Statique et dynamique: Mouvement uniforme. Mouvement varié. Mouvem. uni- 
formément varié. Mouvements simultanés. Chute des corps. Mesure et travail d. 
forces. Forces concourantes. Démonstration du théorème d. moments. Moments d. 
forces par rapp. à un axe. Equilibre d. machines simples. Moments d'inertie. Force 
centrifuge. Procédé graph. pour trouver la pression de la vapeur dans un cylindre 
pendant la détente. Polygones funiculaires. Choc d. corps. Résistances passives. — 
Résistance d. matériaux: Efforts de traction longitudinale et de tension. Efforts de 
compression. Statique graph. ou graphostatique. Efforts de glissement ou de cisaille- 
ment. Efforts transversaux ou de flexion. Applicat. de la graphostatique d. l'étude 
d. poutres posées sur deux appuis. Résist. à la flexion d. dents de roues d'engrenage. 
Résist. au flambage d. pièces chargées debout. Efforts de torsion. Calcul d. pièces de 
machines. Epaisseur et rivures d. chaudières à vapeur.  Réservoirs métall Résist. 


d. plaques circulaires et rectangulaires. (Chaines et cables. Courroies. Bielles 
manivelles. 


et 
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L. Ehlermann. 
Dresden. 


DRONKE, J., & LÖTZBEYER, PH., Mathematische Aufgaben für die Oberstufe 
höherer Lehranstalten. — VII + 230 pp. 8. 1914. 
Arithmetik u. Algebra. Planimetrie. Ebene Trigonometrie. Stereometrie u. sphär. 
Trigonometrie. Analytishe Geometrie. Aufgab. aus d. elem.-synthet. Geometrie d. 
Kegelschnitte. Neure Geom. Analysis. Tabellen. 


LÖTZBEYER, PH., Grundlehren der darstellenden Geometrie mit Einschluss der 
Perspektive. Mit Anhang: Darstellende Geometrie des Geländes. — XII + 
132 pp. 8. 1918. 
Allgem. Die schiefe Parallelprojektion. Gerade Parallelprojekt. Schattenbestimm. 
d. Parallelprojekt. — Perspektive. Das Schnittverfahren. Das Fluchtpunktverf. Schat- 
tenbest. d. Perspekt. — Darstell. Geom. d. Geländes.  Darstell. v. Geländeflächen. 


Ernest Flammarion. 
Paris. 


LECORNU, Lion, La Mécanique, les idées et les faits. (Bibliothèque de Philosophie 
scientifique.) — 304 pp. 8. 1918. Fr. 5:75. 

Considérations générales. Passage de la géométrie à la mécanique. Coup d'oeil 

historique. . Principes de la mécan. moderne. Statique. La dynamique. Mécanique d, 
fluides. Les machines. L'avenir de la mécanique. 


G. Freytag. 
Leipzig. 

LESSER, Oskar, Lehr- und Übungsbuch für den Unterricht in der Arithmetik und 
Algebra. Ausg. A. Teil 1: Für die mittleren Klassen der Realgymnasien und 
Oberrealschulen Preussens. 6:te Aufl. Mit 15 Fig. 203 pp. 8. 1918. M. 3: — geb. 
— 'Teil 2: Für die oberen Klassen der Realanstalten. 4:te Aufl. Mit 34 Fig. 
(Seuwas-Lrssrm, Mathematisches Unterrichtswerk . .., Ausg. A, Bd 1, T. 
1—2.) — 262 pp. 8. M. 4:50 geb. 

l. Einführ. Die Grundrechnungsarten d. Arithmetik. Gleichungen v. erst. Grad 
m. er. Unbek. Anwend. d. Gleich. v. erst. Grad m. er. Unbek. Gleich. v. erst. Grad 
m. zwei u. mehr. Unbek. Das Ausziehen d. Quadratwurzel. Potenzen, Wurzeln u. Log. 
Quadrat. Gleich. m. er. Unbek. Gleich. v. zweit. Grad m. zwei Unbek. 

2. Auflös. v. Gleich. v. erst. Grad m. zwei u. mehr. Unbek. Quadrat. Gleich. 
m. zwei Unbek.  Arithm. Reihen. Geom. Reihen. Die ganze rationale Funktion 
y — a2" + AT +... a,. Benutzung d. Parabeln y — f(x) zur nüherungsweise 
Best. d. reellen Wurzeln num. Gleich. Best. d. Wurzeln er. kub. Gleich. durch Rechn. 


= 


Bibliographie. 


Komplexe Zahlen. Alg. Funktionen verwickelterer Art u. ihre Derivierten. Transzen- 
dente Funkt. Reihenentwicklungen (Schmiegungsparabeln) Auswertung unbest. Ausdr. 
Max. u. Min. Die Integration. 


Lesser, Oskar, Lehr- und Übungsbuch für den Unterricht in der synthetischen 
Geometrie der Kegelschnitte und der analytischen Geometrie. Ausg. A: 
Für Realanstalten. Mit 71 Fig. 3:te Aufl. (Scawag-Lesser, Mathematisches 
Unterrichtswerk..., Ausg. A, Bd 3, T. 1.) — 209 pp. 8. 1918. M. 3: — geb. 

Die grundleg.  Eigensch. d. ebenen Schnitte es. gerad. Kreiskegels. Weitere 
Untersuch. d. Eigensch. d. Kegelschnitte. Der Kegelschnitt als Bild es. Kreises. Der 


Kegelschnitt als harm. Bild es. Kreises. — Geschichtl. Notizen. Best. es. Punktes 
durch Koordinaten. Die gerade Linie. Der Kreis. Die Kegelschnitte. Anwend.: Geom. 
Orter. — Anwend. zur Differentialrechn. u. zur darst. Geometrie: Kurvenuntersuchungen. 
Raumgeometrie. 


LESSER, OskAR, Lehr-und Übungsbuch für den Unterricht in der Arithmetik und 
Algebra. T. 1. Ausg. D: Für die mittleren Klassen der Gymnasien, besorgt 
von CARL HEINR. MÜLLER. Mit 12 Fig. (Scmwas-Lressrn, Mathematisches 
Unterrichtswerk..., Ausg. B, Bd 1, T. 1.) — 162 pp. 8. 1914. M. 2: — geb. 

Zur Einführ. Die Grundrechnungsarten d. Arithmetik. Gleich v. erst. Grad m. 
er. Unbek.  Anwend. d. Gleich. v. erst. Grad m. er. Unbek. Gleich v. erst. Grad 
m. zwei u. mehr. Unbek. Das Ausziehen d. Quadratwurzel. Potenzen, Wurzeln, Log. 
Quadrat. Gleich. m. er. Unbek. 


SCHNEIDER, ADOLF, Lehr- und Übungsbuch der Arithmetik und Algebra. Für 
Lehrer- und Lehrerinnenbildungsanstalten. Mit 33 Fig. (SCHWAB-LESSER, 
Mathematisches Unterrichtswerk..., Bd 1.) — 285 pp. 8. 1915. M. 3:40. 

Einführung. Die Grundrechnungsarten d. Arithmetik. Das Ausziehen d. Quadrat- 
wurzel. Gleichungen v. erst. Grade m. einer Unbekannten. Anwend. d. Gleich. v. 
erst. Gr. m. einer Unbek. Gleichungen v. erst. Gr. m. zwei u. mehr. Unbek. Potenzen, 
Wurzeln u. Logarithmen. Quadrat. Gleich. m. einer Unbek. Gleich. v. zweit. Gr. m. 
zwei Unbek. Arithm. Reihen. Geom. Reihen. Kombinatorik. Der binom. Lehrsatz. 
Komplexe Zahlen. Näherungsweise Best. d. reellen Wurzeln v. Gl. hóh. Grades. 


SCHNEIDER, ADOLF, Lehr- und Übungsbuch der Geometrie. Für Lehrer- u. Leh- 
rerinnenbildungsanstalten. Teil 1—2.  (Socnwas-Lrssren, Mathematisches 
Unterrichtswerk..., Bd 2). — T. 1: Planimetrie, Grundlehren d. Kegel- 
schnitte u. d. analytischen Geometrie. 270 pp. $8. 1918. M. 3:40. — 
T. 2: Ebene Trigonometrie, Stereometrie u. sphürische Trigonometrie. 262 pp. 
8. 1915. M. 3:40. 

1. Die geom. Grundgebilde. Punkt, Linie, Flüche. Zwei Geraden in d. Ebene. 
Der Winkel. Die Kreislinie. Ebene Fig. Winkel an parallelen Geraden. Geschlossene 
Beweisform. Achsiale Symmetrie.  Fundamentalaufg. Fundamentalsätze v. Dreieck. 
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Die Grundaufg. d. Dreiecks. Kongruenz d. Dreiecke. Dreiecksaufg. Zentrische Symme- 
trie. Das Parallelogr. Das Trapez. Merkw. Punkte im Dreieck. Kreisbogen, Sehnen 
u. Tang. Peripheriewinkel. Ubungsaufg. Zwei Kreise. Ein- u. umbeschrieb. Fig. 
Flächenvergl., Verwandl. u. Teilung ebener Fig. Flächenberechn. ebener Fig. Verhältnis- 
gleich. v. Strecken. Üb.-aufg. Ähnlichkeit geradlin. Fig. Die regelmäss. Vielecke. 
Umfang u. Inhalt d. Kreises. Anw. d. Algebra auf d. Geom. Harmon. Punkte u. 
Strahlen. Pol u. Polare am Kreise. Aufg.  Transversalen im Dreieck. Ähnlichkeits- 
punkte u. Ähnlichkeitsachsen bei Kreisen. Potenzlin. Das Appollonische Probl. Kegel- 
schnitte. Analyt. Geometrie. 

9. Einl. Die trig. Funktionen. Berechn. rechtwinkl. u gleichschenkl. Dreiecke. 
Erweit. d. Funktionsbegriffs f, belieb. Winkel. Die Berechn. schiefwinkl. Dreiecke. 
Additionstheoreme.  Erweit. d. Goniometrie. Dreiecksberechn. — Das Zeichnen räuml. 
Gebilde. Geraden u. Ebenen im Raume. Winkel v. Ebenen u. Geraden. Die körper- 
liche Ecke. Das Prisma. Die Pyramide. Der Eulersche Satz. Die regelm. Körper. 
Krumme Flächen. Der Zylinder. Der Kegel. Die Kugel. Die grundleg. Eigensch. d. 
ebenen Schnitte es. gerad. Kreiskegels. — Sphär. Fig. Trigon. d. Dreikants. Aufgaben 
aus d. math. Erdkunde. Grundlehren u. Hauptaufg. d. sphär. Astronomie. 


Gauthier-Villars & Cie. 
Paris. 
Ivauraur, G., Table des nombres premiers et de la décomposition des nombres 


de 1 à 100000. Revue et corr. par le Dr. Promrr et suivie de la table des 
bases des nombres tessaréens de 1 à 20 000. — XX + 36 pp. 8. 1919. Fr.5:—. 


DE LA VALLÉE POUSSIN, C., Leçons sur l'approximation des fonctions d'une vari- 
able réelle. Professées à la Sorbonne. (Collection de monographies sur la 
théorie d. fonctions, publ.... Émile Borel.) — VIII + 150 pp. 8. 1919. 
Fr. 8: — (Majorat. temp. 50%). 

Théorèmes de Weierstrass. Géneralités. Approximation par les séries de Fourier. 
Approximat. par l. sommes de Fejér. Méthode générale propre à abaisser la borne 
précédemment assignée à l'approximation. Théorèmes réciproques. Propriétés différenti- 
elles que suppose un ordre donné d'approximation. Approx. par polynomes, réduction 
à une approx. trigonométrique. Polynome d'approx. minimum. Approximation trigon. 
minimum. Fonctions analytiques présentant d. singularités polaires. Fonctions analyt. 
présentant certaines singularités polaires (points critiques d'ordre s). Approx. trigon. 
des fonctions entières. 


NiEWENGLOWSKI, B., & GERARD, L., Leçons de géométrie élémentaire. Conformes 
aux programmes du 27 juillet 1905 pour les classes de Première C et D et 
de Mathématiques A et B: 1. Géométrie plane. 2° éd. 354 pp. 8. 1918. — 2. 
Géométrie dans l'espace. 330 pp. 8. 1907. 
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1. Introd. Des angles. Des parallèles. Polygones, triangles. Perpendiculaires 


et obliques. Cas d'égalité d. triangles. Parallélogrammes. — Arcs et cordes d'un 
cercle. Tangentes et normales. Positions relatives de deux cercles. Mesure d. angles. 
Constructions. — Déplacement d'une figure plane. — Vecteurs. Lignes proportionnelles. 


Homothétie. Similitude. Sinus, cosinus etc. Relations métriques. Rapport anharmonique 
etc. Cercles orthogonaux.  Polaires. Inversion. Polygones réguliers. Longueur de 
la circonférence. — Mesure d. aires. Comparaison d. aires. 

2. Le plan. Droites et plans parallèles. Angles de droites non situées dans le 
méme plan. Droite et plan perpendiculaires. Angles dièdres. Plans perpendiculaires. Plans 


parallèles. Projections orthogon. Angles polyédres. Translat. et rotation. — Géné- 
ralités s. l. polyédres. Volume du prisme. Volume de la pyramide. Symétrie. Ho- 
mothétie et similitude. — Notions s. l. surfaces coniques, cylindriques et de révolution. 


Cylindre et cône de révolut., aire de la surf. latérale. Développement, volume. Prem. 
notions s. la sphère. Fig. tracées s. la sphère. Aire et volume de la sphère. — 
Ellipse.  Hyperbole.  Parabole. Propriétés communes aux trois courbes. Hélice. — 
Inversion. Notions de perspect. Rapport anharmon. Div. harmon. Faisceaux harmon. 
Polaire. Exerc. Cercles orthog. Points conjugués. Polaire et pôle. Théorème fond. 
Construct. de la polaire. Plan radical. Sphères orthog. Plan polaire et pôle p. rapp. 
à une sphère. Inverseurs. Project. stéréogr. Sinus, cosinus etc. Relations fondamen- 
tales. Etc. etc. — Symétries du cube et de l’octaèdre reg. Exerc. — Vecteurs. 

PETRoVITCH, MICHEL, Les spectres numériques. Préf. de M. Émile Borel. — 
VIII + 110 pp. 8. 1919. Fr. 5: — (Majorat. temp. 50%). 

Introd. Spectres numériques: Spectres numériques et leurs éléments. La généra- 
trice spectrale. La caractéristique spectrale principale. La caractéristique spect. quali- 
tative. La correspondance entre une suite d'entiers et l. éléments de ses spectres. Le 
spectre en tant que nombre décimal. — Un mode de correspondance entre l. fonctions 
d'une variable et 1. suites de nombres entiers. — Spectres d. fonctions d'une variable. — 
La méthode spectrale: Principe de la méthode. Quelques applications arithmétiques. 
Procédé spectral d'évaluation d. intégrales définies. Détermination spectrale d. fonctions. 


Ginn & Company. 
Boston. U. S. A. 


Hancock, Harris, Theory of maxima and minima. — V + 192 pp. 8. 1917. 
Dol. 3: — Bd. 

Funct. of one variable: Ordinary max. a. minima. Extraord. max. a. min. Funct. 

which have derivatives only on definite positions. Funct. which have only one-sided 

diff. quotients of a cert. order for a value z — z,. Upper a. lower limits of a one- 


val. funct. which is continuous f. values of the arg. within a definite interval. — Funct. 
of sev. variables: Ord. max. a. min. Relat. max. a. min. — Funct. of two variables: 
Ord. extremes. Incorrectness of deduct. made by earlier a. many mod. writers. Diff. 
attempts to improve the theory. — ‘The Scheeffer theory: Gen. criteria f. a greatest 
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a. a least value of a funct. of two var., in partic. the extraord. extremes. Homogen. 
funct. Extremes f. funct. that are not homogen. The method of Victor v. Dantscher. 
Funct. of three var. — Max. a. min. of funct. of sev. variables that are subject. to 
no subsidiary conditions: Ord: extremes. Theory of the homogen. quadrat. forms. Appl. 
of the theory of quadr. forms-to the probl. of max. a. min. stated in S8 47—51. — 
Theory of max. a. min. of funct. of sev. var. that are subj. to subsid. conditions. Relat. 
max. a. min. Theory of homogen. quadr. forms. Appl. of the criteria just found to 
the probl. of this chapter. — Special cases: The praet. appl. of the criteria that have 
been hitherto given a. a meth. founded upon the theory of funct., which often renders 
unnecess. these criteria. Ex. of improper extremes. Cases in which the subsid. condit. 
are not to be regarded as equat. but as limitations. Gauss’ princ. The reversion of 
ser. — Cert. fundament. concept. in the theory of analyt. funct. Analyt. dependence. 
Alg. depend. Alg. structures in two var. Meth. of finding all ser. for y which belong 
to a k-ply sing. point. 


GINN AND Company, Mathematical portraits and pages, collected and arranged 
by Davi» EUGENE SMITH. — 24 pp. 8. 1916. 
Sir Isaac Newton. Isaac Barrow. John Wallis. Nicholas Saunderson. Brook 
Taylor. The craft of nombrying. The title page of Tonstall’s De arte supputandi. A 
page from Recorde’s Ground of artes. A page from Recorde’s Whetstone of witte. 
Title-page of the Stratioticos by Leonard and Thomas Digges. 


LEHMER, Derrick Norman, An elementary course in synthetic projective geo- 
metry. — XIII + 123 pp. 8. 1917. Dol. 1, 24.. Bd. 


One-to-one corresp. Relations betw. fundamental forms in one-to-one corresp. w. 
each other. Combinat. of two projectively related fundam. forms. Point-rows of the 
sec. ord. Pencils of rays of the sec. ord. Poles a. polars. Metrical propert. of the 
con. sect. Involution. Metr. prop. of involut. On the hist. of synthet. project. geom. 


Mc CLexon, RAYMOND BENEDICT, Introduction to the elementary functions. With 
the editorial coöperation of WırLıam James Rusk. — IX + 244 pp. 8. 
1918. Dol. 2,40. Bd. 


The graphical representation. Funct. a. their graphs. Applicat. of graph. repre- 
sent. to elem. algebra. Introduct. to the trigonometr. functions. Some simple fractional 
a. irrat. funct. The locus probl. The straight line a. the circle. The parabola, ellipse, 
a. hyperbola. Simultan. equat. Further study of the trig. funct. Polar coórdinates. 
The exponent. a. log. functions. Introd. to the different. calculus. Proof that the dia- 
gonal of a square is incommens. with its side. Laws of operation with radicals. To 
construct a segm. having a rat. length. To construct the square root of any given 
segm. Simult. lin. equat. in two unknown quantities. The quadr. equat. in one un- 
known quant. Index. 


VEBLEN, OSWALD, & Young, JOHN WESLEY, Projective geometry. Vol. 1. — 
342 pp. S. 1910. Dol. 4,80. Bd. 
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Introd. Theorems of alignment a. the principle of duality. Projection, section, 
perspectivity. Elem. configurations.  Projectivities of the primit. geom. forms of one, 
two a. three dimens. Harmonic construct. a. the fundament. theorem of project. geo- 
metry. Conic sections. Algebra of points a. one-dimens. coórdinate syst. Coórd. systems 
in two- a. three-dimens. forms. Projectivities in one-dimens. forms. Geom. constructions. 
Invariants. Project. transformations of two-dimens. forms. Families of lines. Index. 


VEBLEN, OSWALD, & YounG, JoHN WrsLEv, Projective geometry. Vol. 2. — 
XII+511 pp. 8. 1918. Dol. 5. — Bd. 

Foundations. Elem. theorems on order. The affine group in the plane. Euclid. 
plane geom.  Ordinal a. metric properties of conies. Inversion geom. a. related topics. 
Affine a. Euclid. geom. of three dimensions. Non-Euclidean geometries. Theorems on 
sense a. separation. 


SMITH, Davip EUGENE, Number stories of long ago. — 136 pp. 8. (8 col. inserts) 
1919. Dol. 0,56. Bd. 
How Ching a. An-nam a. Menes counted. How Ahmes a. Lugal a. Chang wrote 
their numbers. How Hippias a. Daniel a. Titus wrote their numbers. How Gupta a. 
Mohammed a. Gerbert wrote their numbers. How Robert a. Wu a. Caius added num- 
bers. How Cuthbert a. Leonardo a. Johann multiplied numbers. How Filippo a. 
Adriaen a. Michael divided numbers. Ahmes a. Heron a. Jakob despair of ever learning 
fractions. Number puzzles before the log fire. Curious probl. before the log fire. 


Jul. Gjellerup. 
Kobenhavn. 
ANDERSEN, A.F., Bonn, Hanarp, & MOLLERUP, JoHs., Nyere Undersogelser over 


Integralregningen. Tre Foredrag holdt i Matematisk Forening (Kobenhavn). 
— 63 pp. 8. 1917. Kr. 4: — 


En Punktmængdes Maal, af Haratp Boum. — Det Riemann'ske Integralbegreb, 
af A. F. Anpersen. — Det Lebesgue'ske Integralbegreb, af Jos. MoLLERUP. 


ANDERSEN, A. F., Boum, HARALD, & MoLLERUPr. JoHs., Cesàro's Summabilitets- 
metode med Anvendelse paa Fourier'ske og Dirichlet'ske Rækker. Tre Fore- 
drag holdt i Matematisk Forening (Kobenhavn). 51 + 20 + 25 pp. 8. 1919. 
Kr. 5: — 


ANDERSEN, A. F., CHISTENSEN, H., PETERSEN, RICHARD, Eksamensopgaver i Mate- 
matisk Analyse og Geometri ved den Polytekniske Læreanstalt. — 24 pp. 8. 1920. 


Bour, H., Bonnesen, T., MOLLERUr, Jous., & PAu, J., Elementerne af de alge- 
braiske Tals Teori. Fire Foredrag holdt i Matematisk Forening (Kobenhavn). 
— 115 pp. 8. 1920. 
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Algebraiske Tal og Tallegemer, af Junius Par. — Det geometriske Grundlag for 
den algebraiske Talteori, af T. Bonnesen. — Idealtoriens hovedsætning. (Et Ideals 


Oploselighed i Primidealer), af HAnarp Bom. — K V=1); Kk (/—35 Kk (V — 5) 


af JOHANNES MOLLERUP. 


Frus-Perersen, Fr:, & Jessen, J. L. W., Aritmetik og Algebra for det toaarige 
Præliminærkursus. I. 63 pp. 8. 1920. — II. 63 pp. 8. 1919. Kr. 3.— 

I. Addition. Subrakt. Nul, posit. og negat. Tal. Multiplik. Div. Ligninger 

af forste Grad. Proportioner. Potens I. Polynomiers Div. Talteori. Decimalbrok. 

II. Rod. Ligninger. Polynomiet af and. Grad. Grænseværdier. Potens II. 
Differensrækker. Kvotientrekker. Logaritmer. Eksponent. Ligninger. Rentesregn. 


C. W. K. Gleerup. 
Lund. 


BoónriwG, C. F. E., Övningsuppgifter i differentialkalkyl och algebraisk analys. 
— 63 pp. 8. 1920. Kr. 4:75. 


Gyldendalske Boghandel, Nordisk Forlag. 


Kobenhavn. 


NIELSEN, NiErs, Lærebog i Trigonometri. 2den gennemsete Udg. — 76 pp. 8. 1917. 
Abscisser og Vinkler. De trigon. Funktioner. Trigon. Ligninger. Trekantens 
Oplosning. Andre Anvend. paa Trekantens Oplosning. Tilnærmet praktisk Beregn. 


D. C. Heath & Co. 
Boston, New York, Chicago. 
BURKHARDT, HEINRICH, Theory of functions of a complex variable. Author. tran- 
lation from the 4th German ed. with the addition of figures and exercises 
by E. S. E. Rasor. — 445 pp. 8. 1913. Dol. 4: 20. 

Complex numbers a. their geometrical representation. Rational funct. of a com- 
plex variable a. the conformal representat. determined by them. Definit. a. theorems 
on the theory of real variables a. their funct. Single-valued analytic funct. of a compl. 
var. Many-valued analytic funct. of a compl. var. General theory of functions. Index. 


Casort, FLorran, Notes on the history of geometry and algebra. — 25 pp. 
Sy LOE Orc: 


CoHEN, ABRAHAM, An introduction to the Lie theory of one-parameter groups. 
With applications to the solution of differential equation. — 254 pp. 8. 
1911. Dol. 2: 24. Bd. 
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Lie’s theory of one-parameter groups. Diff. equat. of the first order. Miscellan. 
theorems a. geometrical applications. Diff. eq. of the sec. a. higher orders. Linear 
part. diff. equat. of the first ord. Ordin. diff. equat. of the see. order. Contact trans- 
formations. Appendix. 


KanPrNsKI, Louis C., BENEDICT, Harry Y. & CarHoun, Jonx W., Unified 
mathematics. — VIII + 522 pp. 8. 1918. Dol. 2:80. Bd. 


Numbers of algebra. Applicat. of alg. to arithmetic. Exponents a. logarithms. 
Graphical represent. of functions. The lin. a. quadrat. functions of one variable. Straight- 
line a. two-point formulas. Trig. funct. Tables a. applicat. Applicat. of trig. functions. 
Arithm. series a. arithm. interpolation. Geom. series a. applicat. to annuities. Binom. 
series a. applicat. Right triangles. The circle. Addition formulas. Trig. formulas for 
oblique lines. Solut. of triangles. The ellipse. The parabola. The hyperbola. Tan- 
gents a. normals to sec. degree curves. Applicat. of conie sections. Poles, polars, a. 
diameters. Alg. transformations a. substitut. Solut. of num. alg. equat. Wave motion. 
Laws of growth. Polar coórdinates. Compl. numb. Solid analytic geometry: Points a. 
lines. Solid analytics: First degree equat. a. eq. in two var. Quadratic surf. Tables. 


S. Hirzel. 
Leipzig. 
Pranck, Max, Einführung in die Mechanik deformierbarer Körper. Zum Ge- 


brauch bei Vorträgen, sowie zum Selbstunterricht. Mit 12 Fig. — 193 pp. 
SOL AM 950; 


Einleit. Allg. Bewegungsgesetze eines stetig ausgedehnten Körpers: Kinematische 


Getze. Dynam. Gesetze. — Unendlich kleine Deformationen: Feste Körper. Allge- 
meines, Gleichgewichtszustände fester Körper. Schwingungsvorgänge in fest. Körpern. 
Schwingungsvorg. in Flüssigkeiten u. Gasen. — Endl. Deformationen: Allgem. Wirbel- 


freie Bewgungen. Wirbelbeweg. Reibung. 


Ulrico Hoepli. 
Milano. 


GARUFFA, E., L’Aviazione. Aeroplani-idrovolanti-eliche. Teoria. Calcolo. Costru- 
zione. Manovre. Descrizione d. apparati. Pilotaggio. Misure e strumenti di 
bordo 2:a ed. Rif. e aument. con 893 ineisioni. (Manuali Hoepli.) — XXIV 
21,955 pp» rts... 1919 1. 20; 


L’aeroplano in gen. Nomenclatura d. sue parti. Studio gen. d. resist. dell'aria 
sulle superfici mob. e fisse, norm. ed oblique. L’aeroplano. Equaz. gen. Equaz. di 
equilib. Varie condiz. di funzionamento. Studio d. aeropl. col metodo d. polari Eiffel. 
I/equilib. d. aeropl. Movimenti in curva. Azioni d. vento sugli aeropl. Dai monoplani 
ai multipl. Norme gen. per compilare il progetto di un aeropl. Sistemi di comando 
appl. agli aeropl. Costruz. d. aeropl. Carrelli di atterramento. Prove stat. Montaggio d. 
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apparati. Prove di volo. Le eliche di propuls. La forza motrice negli aeropl. Des- 
criz. d. princ. tipi di aeropl. Monopl. I biplani. I tripl. ed i multipl. in gen. Idrovo- 
lanti o idro-aeropl. Ortotteri ed elicotteri. Paracadute. Il pilotaggio d. aeropl. L’oceano 
atmosf. La velocità d. aeropl. Prine. strumenti a dispos. d. aviazione p. la condotta 
e. aeropl. e le loro applic. Brevetti p. piloti. Il presente e l'avvenire d. aeropl. 


Lorra, Grwo, Metodi di geometria descrittiva. 2:a ed. riv. e migl. con 121 fig. 
(Manuali Hoepli) — XX + 353 pp. 8. 1919. L 6:— 


Pref. Natura e scopo d. geom. deser. Convenzioni ed avvertenze. Strumenti con- 
cessi al geom. Metodo d. doppia projez. ortogon. (Met. di Monge). Metodo d. projez. 
centrale. Metodo d. paini quotati. Assonometria teorica. Fotogrammetria teorica. 


Mancorowxao, R., Il problema dei tre corpi. Da Newton (1686) ai nostri giorni. 
(Manuali Hoepli) — VIII + 168 pp. 8. 1919. L. 4:50. 


Lavori d. geometri d. secolo XVIII. Riduz d. equaz. differenz. all'ordine minimo. 
Problema d. » corpi. Casi particolari. Integrali algebrici ed unif. d. probl. d. » corpi. 
Soluzioni appross. per serie infinite, p. ser. trigonometr. Ricerche di Sundman. Il probl. 
ristretto d. tre corpi. Soluz. periodiche. Elenco d. autor. cit. 


Pascar, EnwrsTrO, Lezioni di calcolo infinitesimale. P. 1: Calcolo differenziale. 
4:a ed. riv. (Manuali Hoepli). XII + 313 pp. 8. 1918. L. 4: 50. — P. 3: Caleolo 
delle variazioni e delle differenze finite. 2:a ed. XI + 325 pp. 8. 1918. L. 4: 50. 


1. Funzioni reali di variab. reali. Derivate di una funz. Sviluppabilità in serie 
d. funz. Studio d. div. modi di variare di una funz. nelle vicinanze di un punto. Ale. 
applicaz. analit. Applicaz. geom.  Principii di geom. diff. 


PINCHERLE, S., Geometria metrica e trigonometria. 8:a ed. con 47 ineis. (Manuali 
Hoepli). — VIII + 160 pp. 8. 1918. L. 3: —. 
Introd. Le fig. rettilinee. Ciclometria. — Le fig. poliedriche. I corpi rotondi. — 
Le funzioni goniometr. La risoluzione d. triangoli. 


Librairie scientif. Kündig. 
Genève. 


Turc, ALBERT, Introduction élémentaire à la géométrie Lobatschewskienne. Ouv- 
rage posthume, publ. d'aprés les notes de l'auteur. — 170 pp. 8. 1914. Fr. 4:20. 


Préf. L'espace lobatschewskien. La géométrie lobatschewsk. Des lignes trigono- 
métriques hyperbol. Théorie de M. Gérard. Relat. fondament. entre 1. côtés et l'un d. 
angles d'un triangle. Formules relat. aux triangles quelconques. Form. relat. aux tri- 
angles rectangles. Des parallèles et de lange de parallélisme. De Vhoricycle et de 
l'unité nat. de longueur. De Vhypercycle. D. quadrilatères trirect. Constructions géom, 
élément. Limite de la géom. lobatschewsk. De la non existence de la similitude. D. 
aires planes. Limite d. aires planes. Surfaces d. corps ronds. Théorème s. l. inté- 
grales corresp. aux volumes. Vol. d. corps ronds. Limites d. surf. et d. vol. d. corps 
ronds. Conclusion. 
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Maurice Lamertin. 
Bruxelles. 


Lecat, MAURICE, Pensées sur la science, la guerre, et sur des sujets trés variés, 
glanées par M- L-. — VIII + 480 pp. 8. 1919. Fr. 32. 


Universidad Nacional de La Plata. 
La Plata (Rep. Argentina) 


Universidad Nacional de La Plata. Publicaciones de la Facultad de ciencias fis., 
mat. y astr. Memoria, corresp. a 1918. No. 8 — 136 pp. 8. 1920. 
Universidad Nacional de la Plata. Memoria gen. de la Facultad. Labor d. ano 
transcurr. de 1918. Memorias parciales de l. profesores. Oct. asamblea gen. de pro- 
fesores. Datos estadisticos. 


Universidad Nacional de La Plata, Publicaciones de la Facultad de ciencias 
fisicas, matemáticas y astronómicas. Contribución al estudio de la ciencias 
fisicas y matemáticas. Ser. mat.-fis. Vol. II, entrega 5:a. 1919. 


Ramon G. LoyartTe, El amortiguamiento en osciladores lineales. Huco Broaai, 
T 


Sobre la integral ik e du. Ricardo Gans, Alg. probl. referentes a la teoria de parti- 
0 

culas coloidales. Trérmo Isnarpt, Contribut. al estudio de las soluciones coloidales. 

R. Gans, La teoria del freno electromagnético. LEONOR Sarto ViLLEGAs, Aparato de ul- 

trafiltraciôn segün Gans. (Chaque communication est précédée d'un extrait en francais). 


Longmans Green & Co. 
London. 


BarEMAN, H., Differential equations. (Longmans Modern Mathematical Series.) 
— XI + 306 pp. 8. 1918. 10 s. 6 d. Bd. 


Diff. equat. a. their solut. Integrating factors. Transformations. Geom. appli- 
cat. Diff. equat. with partic. solutions of a specified type. Partial diff. equat. Total 
diff. equat. Partial diff. equat. of the sec. order. Integrat. in series. The solut. of 
linear diff. equat. by means of definite integrals. The mechanic. integrat. of diff. equat. 
Miscell. ex. 


BURNSIDE, WıLLıam Snow, & Panton, ARTHUR WILLIAM, The theory of equa- 
tions. With an introduction to the theory of binary algebraic forms. (Du- 
blin University Press Series.) Vol. 1—2. Vol. 1. 8th ed. 1918. 8. XIV + 
286 pp. 10 s. 6 d. — Vol. 2. 6th ed. 1916. 8. IX + 298 pp. 10 s. 6 d. Bd. 


1. Introd. Gen. properties of polynomials. Gen. properties of equations. Rela- 
tions betw. the roots a. coefficients of equat., with applicat. to symmetrie functions of 
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the roots. Transform. of equations. Solut. of reciprocal a. binom. equat. Algebr. solut. 
of the cubic a. biquadratic. Prop. of the derived funct. Symm. functions of the roots. 
Limits of the roots of equat. Separation of the roots of equat. Solut. of numer. equat. 
Complex numb. a. the complex variable. Notes: Alg. solut. of equat. Solut. of numer. 
equat. The proposit. that every equat. has a root. 

2. Determinants. Eliminat. Calcul. of symm. funct. — Seminvariants a. semi- 
covariants. Covariants a. invariants. Covar. a. invar. of the quadratic, cubic a. quar- 
tie. Covar. a. invar. of combined forms. — The Tschirnhausen transf. Hermite’s a. 
Sylvester's theorems. Miscell. theor. Geom. transformations. — Substitutions in gen. 
Multiple-val. funct. a. groups. The Galois resolv. The alg. solut. of equat. Notes: 
Determ. Combin. forms. The quintic a. its concomit. The sextic a. its concomit. 
Illustr. Determinat. of the unique tern. form. 


CansLAW, H. S., The elements of non-euclidean plane geometry and trigonometry. 

(Longmans' Modern Math. Series.) With diagr. — XII + 179 pp. 8. 1916. 
5 s. Bd. 

The parallel postulate, a. the work of Saccheri, Legendre a. Gauss. The work 

of Bolyai, Lobatschewsky, a. Riemann, the found. of the non-euclid. geom. The hyper- 

bol. plane geom. The hyperbol. plane trigonom. Measurements of length a. area, w. 

the aid of the infinitesim. calculus. The elliptie plane geom. The ellipt. trigonom. 

The consistency of the non-euclid. geom. a. the impossibility of proving the parallel 
postulate. 


RuseLL, BERTRAND, Mysticism and logie and other essays. 3rd impr. — VI + 
234 pp. 8. 1919. 7 s. 6 d. Bd. 


Mysticism a. logic. The place of science in a liberal educat. A free man's 
worship. The study of mathemat. Mathemat. a. the metaphysicians. On scientif. me- 
thod in philosophy. The ultimate constituents of matter. The relat. of sense-data to 
phys. On the not. of cause. Knowledge by acquaintance a. knowl. by descript. 


Macmillan and Co, Ltd. 


London. 


DURELL, CLEMENT, V., Modern geometry. The straight line and circle. — X + 
145 pp. 8. 1920. 6 sh. 


Similar polygons. Homothetic circles a. centres of similitude. Pantograph. Areas. 


Constructions. — Ratio of triangles. Transversal property. Apollonius’ circle. Pto- 
lemy’s theorem. — Notation. Circumcentre, Orthocentre, centroid, incentre, excentres. 
Nine-point circle. The Euler line. Properties of O, I, H. — Concurrency a. collinea- 


rity. Vector geometry a. statical applications. Harmonie ranges a. pencils. The qua- 
drangle a. quadrilateral. Orthogonal circles. Poles a. polars. Inversion. Coaxal cire- 
les. Index. 
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Muir, Tuomas, The theory of determinants in the historical order of develop- 
ment. Vol. 3: The period 1861 to 1880. — XXVI + 503 pp. 8. 1920. 
35 sh. Bd. 


Determinants in general, from 1860 to 1880. Determin. a. linear equat., from 
1861 to 1878. Axisymmetric determin., from 1846 to 1879. Symmetric determin. 
that are not axisymm., from 1862 to 1879.  Alternants, fr. 1860 to 1879. Compound 
determin., fr. 1862 to 1880. Recurrents, fr. 1858 to 1879. Wronskians, fr. 1862 
to 1874. Jacobians, fr. 1862 to 1877. Skew determin. a. Pfaffians, fr. 1861 to 1880. 
Orthogonants, fr. 1855 to 1879.  Persymm. determin., fr. 1836 to 1879. Bigradients, 
fr. 1859 to 1880. Hessians, fr. 1862 to 1879. Circulants, fr. 1861 to 1880. Conti- 
nuants, fr. 1850 to 1880. Multilineants, up to 1877. Cubic a. n- dimension. deter- 
min., up to 1880. Sketch a. bibliograph. list. Bordered determ., up to 1880. Determ. 
whose elements are combinatory numbers, up to 1880. Zero-axial determin., up to 
1888. The less common special forms, fr. 1839 to 1880. Alphabet. list of auth. 
whose writings are reported on. 


Johannes Müller. 
Amsterdam. 


Brouwer, L. E. J., Begründung der Mengenlehre unabhingig vom logischen 
Satz vom ausgeschlossenen Dritten. T. 1: Allgemeine Mengenlehre. (Ver- 
hand. d. K. Akademie van Wetenschappen te Amsterdam, Erste Sect., Deel 
XII, No. 5) — 43 pp. 8 1918. — T. 2: Theorie der Punktmengen. 
(Verhand. Akad. Amsterdam, Erste Sect., Deel XII, No. 7.) — 33 pp. 8. 
1919. M. 1:60. 


P. Noordhoff. 


Groningen. 


Barrav, J. A. Analytische meetkunde. Deel 1: Het platte vlak. — XI + 408 
pp. 8. 1918. Fl. 10: 20. (Noordhoff's verzameling v. wiskund. werken). 


De coördinaten en hare transformaties: Het stelkundige vlak. Het meetkund. 
vlak.  Projectiviteit en collineatie. — Vereischte stelkund. voorkennis. De cirkel en 
de imag. elementen. De involuties v. d. tweed, graad. Pool en poollijn. De kromme 
v. d. tweed. graad in collineatie m. d. cirkel. — Coördinaten in het algem. Meetkund. 
plaatsen. Algebr. krommen. — Pooleigensch., classificatie. De verzameling d. kegel- 
sneden yan h. vlak. Eigensch. v. kegelsneden, afgeleid m. behulp v. lineaire verzame- 
lingen. De figuur v. twee kegelsneden. Eigensch. v. bundels en scharen.  Netten en 
weefsels. Hoogere verzamel. De kegelsnede als puntenreeks en raaklijnenbundel. — 


De kegelsnede als grondslag v. Niet-Euclid. maatbepaling. — De À- matrix. Classific. 
v. bundels en scharen; collineaties en correlaties. — De meetkunde als Invarianten- 
theorie. 


Acía mathematica. 43. Imprimé le 25 septembre 1920. 5) 
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Goxccrisr, B., Nieuwe Methoden op het gebied der algebra’ische en transcen- 
dente vergelijkingen. — 103 pp. 8. 1917. FI. 2:70. 

Oplossing van Hoogere-Machts-Vergelijkingen d. middel van Kettingbreuken. Al- 
gem. Benaderings-Methode v. -de reëele en complexe wortels v. (numerieke) algebra- 
ische en transcend. vergelijkifzen. Voortzetting d. Benadering.  Uitbreiding d. methode 
v. Newton. De Kepler’sche Vergelijking. Rechtstreeksche Bewijzen v. de Grondstelling 
v. d. Theorie d. Algebraische Vergelijkingen. Nieuwe rechtstreeksche oplossing v. de 
Cubische Vergelijking. Onderzoek v. de rechtstreeksche oplosbaarheid van Hoogere- 
Machts-Vergelijkingen d. middel v. Determinanten. — Grafiek v. de Sinusoide ter (bena- 
derde) graphische oplossing d. Kepler’sche Vergelijk. Gewijzige Sinusoide. Drie sy- 
stemen rechte lijnen. 


MANNOURY, G., Over de sociale betekenis van de wiskundige denkvorm. Rede 
uitgesproken bij de aanvaarding van het ambt van buitengewoon hoogleraar 
aan de Universiteit van Amsterdam op Maandag 8 Oktober 1917. — 23 pp. 
8 19177 810275. 


ScHuH, FRED., Leerboek der theoretische rekenkunde. Deel 1: Natuurlijke getal- 
len en cardinaalgetallen. Het rekenen in talstelses en met positieve en ne- 
gat. getallen. Binomium v. Newton en de stellingen v. Fermat en Euler. 
Onbepaalde vergelijkingen en kenmerken v. deelbaarheid. Ontbinding d. 
faculteiten. — 21 pp. 8. 1919. Fl. 10:20 geb. 


Inleid. Natuurlijke getallen in verb. met het tellen. Optelling v. nat. getallen. 
Aftrekking v. nat. getallen. Vermenigvuldiging v. nat. getallen. Machtsverheffing v. 
nat. get. Deeling v. nat. get. Verdere eigenschappen betr. deelbaarheid. Oneindige 
hoeveelheden en cardinaalgetallen. — De rekenregels m. het getal nul. Permutaties 
en combinaties. Binomium v. Newton en toepasingen daarvan.  Eigensch. betr. de 
deelers v. een getal.  Talstelsels. Het rekenen in talstelsels. — Stelsels getallen, waar- 
bij de aftrekking onbeperkt mogelijk is. Het stelsels d. geheele getallen. Aftrekking 
m. geheele get. And. invoeringswijzen d. negat. getallen. Gebruik v. de neg. get. — 
Onbepaalde vergelijk: Kenmerken v. deelbaarheid.  Deelbaarh. d. faculteiten. Not. 
Lijst d. taf. Reg. Corr. et add. 


STIELTJES, THomas Jaw, Oeuvres complètes. Publ. par les soins de la Société 
Mathématique d'Amsterdam. Tome 2. — IV + 603 pp. 4. 1918. Fl. 30: — 


Sur le nombre d. pôles à Ja surf. d'un corps magnét. (Note, prés. par M. Hermite). 

Recherches sur quelq. séries semi-convergentes. (Thése de doct.) Note s. un développem. 
a . 

de l'intégrale | de. Sur l. séries qui procèdent suiv. l. puissances d'une variable. 


0 
(Note prés. par M. Hermite). S. l. racines de l'équat. X, = 0. Ex. d'une fonct. 
qui n'existe qu'à l'intérieur d'un cercle. Note s. la multiplicat. de deux séries. Table 


oo 
Y " . * . 
d. valeurs d. sommes S; = Zn S. l max. et min. d'une fonet. étendue s. une 
1 
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surf. fermée. S. une généralisat. de la formule d. accroissements finis. Note s. l'inté- 


b 
grale fr (x) G (x) dx. S. léquat. d’Euler. S. la réduct. de la différentielle ellipt. à 
a 


la forme normale. (Note, prés. par M. Darboux) S. 1. transformat. lin. de la diffé- 
rent. ellipt. LE S. le dével. de l'expression 
Vx 

(R?—9 Rr[cos u cos w cos (x— x!) + sin u sin u! cos (y—3y)] + 7? 
S. l. dérivées de see x. (Note prés. p. M. Hermite). S. un développ. en fraction conti- 
nue. (Note prés. p. M. Hermite). S. l. réduction en fract. continue d'une série procé- 
dant suiv. l. puissances descend. d'une variable. Extrait d'une lettre adr. à M. Hermite. 
S. un passage de la théorie analyt. de la chaleur. S. le développ. de log. (a). S. la 
fonct. exponentielle. (Extr. d'une lettre adr. à M. Hermite). S. la valeur asymptot. d. 
polyn. de Legendre. S. l. polynómes de Legendre. S. l. racines de la fonct. sphér. 


Y —1 
J . 


de sec. espece. Note s. l'intégrale [ i7 dw. S. la théorie d. nombres. S. quelq. 
0 
intégrales def. et leur développ. en fract. continues. Note s. quelq. fract. continues: 
S. une applicat. d. fractions contin. (Note prés. p. M. Picard). Recherches s. 1. frac- 
tions continues. (Mém. prés. p. M. Hermite). (Extr. p. laut.) Recherches s. 1. fract. 
continues. S. la loi de réciprocité de Legendre. (Article red. d’après un manuscrit iné- 
a 
dit). Etude s. l'intégrale jor €? dx. (Art. red. d’après un ms. inédit). S. cert. 
0 
inégalités dues à M. P. Tchebycheff. (Art. réd. d’après un ms. inédit). Notes. 


DE VRiEs, H., »De vierde dimensie», eene inleiding tot de vergelijkende studie 
der verschillende meetkunden. — XII + 142 pp. 8. 1915. Fl. 3:90. geb. 
(Noordhoff's verzameling v. wiskundige werken.) 

Voorw. Inleid. De Euclidische meerdimens. meetkunde.  Niet-Euclidische meet- 
kunde. 


D. van Nostrand Company. 
New York. 

Tuomas, ROBERT GIBBES, Applied calculus. Principles and applications, essentials 
for students and engineers. 45 exercices. 166 Fig. — 490 pp. 8. 1919. 
Dol. 3:—. Bd. 

1. Diff. calculus: Introd. Functions. Differentials. Rates. Differentiation. Deri- 
vatives. Limits. Algebraic funct. Log. a. exponential funct. Trigonometric funct. 
Inverse trig. funct. Successive differentiation. Acceleration. Curvi-linear motion. Geom. 
a. mechan. application. Max. a. min. Inflexion points. Curvature. Evolutes. Change 
of the indep. variable. Functions of two a. more var. — 
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2. Integral calculus: Integration. Standards forms. Def. integrals. Areas. Inte- 
gral curves. Lengths of curves. Curve of a flex. cord. Integrat. as the limit of a 
sum. Surf. a. vol. Succ. integration. Mult. integrals. Surf. a. vol. Mom. of inertia. 
Center of gravity. Applicat. Pressure. Stress. Attraction. Inf. series. Integrat. by 
series. Taylor's theorem. Expansion of funct. Indet. forms. Diff. equations. Applicat. 
Central forces. 


Open Court Publishing Company. 


Chicago. 


SHAW, JAMES BYRNIE, Lectures on the philosophy of mathematics. — VI + 206 
pp. 8.: 1918." Dol? 1:50: Bd: 

Meaning of the philosophy of math. Number a. the arithmetizat. of math. Ar- 
rangements a. math. tactic. Logistic a. the reduction of math. to logic. Operators a. 
the reduct. of math. to algorithms. Hypernumbers a. the reduct. of math. to algebra. 
Processes a. the reduct. of math. transmutations. Inferences a. the reduct. of math. to 
systems of logic. Form as a central principle. Theory of invariants. Mathematics as 
the theory of funct. Theory of equat. Sources of math. reality. The methods of math. 
Validity of math. Central principles of math. Index. 


Rienano, EUGENIO, Essays in scientific synthesis. Transl. by J. W. GREENSTREET. 
— 254 pp. 8. 1918. Dol. 2:—. Bd. 
Pref. to the English ed. The role of the theorist in the sciences of biology a. 
sociology. The synthet. value of the evolution theory.  Biolog. memory in energetics. 
On the mnemic origin a. nature of the affective tendencies. What is consciousness? 
The religious phenomenon. Historic materialism. Socialism. Ind. of auth. cited. 
Ind. of subj. 


Casa Editrice V. Porta. 
Piacenza. 


CAMINATI, CARLO E PIETRO, Nuovo manuale italiano logaritmico-trigonometrico 
con sette o dieci decimali. Fasc. 1: 61 pp. 8. 1918. L. 3:50 (Aumento 
25%). — Fasc. 2: 35 pp. 8. 1919. L. 3:50. 

1. Teoria elementare dei logaritmi. Teoria e tavole per il calcolo dei logaritmi 
volgari, con sette decimali, di qualunque numero dato minore di 10°. Teoria e tavole 
par il calcolo del numero corrispond. ad un logaritmo volg. dato, con sette decimali. 

2. "Tavola di logaritmi delle funzioni circolari a sette decimali, per uso d. scuole 
secondarie. 


Princeton University Press. 
Princeton, U. S. A. 
VOLTERRA, Vito, The theory of permutable functions. Lectures delivered at 


Princeton University October, 1912. (Louis Clark Vanuxem Foundation). — 
66 pp. 8. 1915. 1 Dol. Bd. 


Bibliographie. 


Rivingtons, Publishers. 
London. 


Heats, R. S., Solid geometry, including the mensuration of surfaces and solids. 
4th ed. — 123 pp. 8. 1919. 4s. Bd. 


Lines perpend. to planes. Parallel lines. Parall. planes. Lines parall. to planes. 


Dihedral angles. Lines in space. Solid angles. — Prisms a. parallelepipeds. Pyramids. 
Sim. polyhedra. The reg. polyhedra. — The cylinder. The cone. The sphere. Spher. 


geom. Polar triangles. [quality of spher. triang. Areas of spher. surf. Vol. of a 
sphere. Miscell. ex. Append. Furth. miscel. exercices. 


Mayo, C. H. P., Elementary calculus. — XX + 345 + XXXIX pp. 8. 1919. 10 s. Bd. 


Definit. Limits. Different. coefficients. The use of a diff. coeff. Max. a. min. 
values. The function. notation. A funct. of a function. The diff. coeff. of log x and ef. 
Circul. measure of an angle. Polar coordinates. Second a. higher diff. coeff. Furth. 
considerat. of max. a. min. values. Small errors a. approximat. The differential of an 
arc of a curve. Curve tracing. Taylor's theor. The integral cale. Integral as the 
limit of a sum. Applicat. of the integr. calc. to phys. problems. Reduct. of integr. to 
stand. forms. Part. fract. Changing the var. Integrat. by parts. Illustr. of the meth. 
of integrat. The length of an arc of a curve. Solids of revolut. Successive integr. 
Furth. appl. of the int. calc. to phys. probl. Diff. equat. Diff. coeff. of a funct. of two 
indep. variables. Asymptotes. Sing. points. Examples. Answers. 


H. L. Schlapp. 


Darmstadt. 


Hem, JoHAN, Das letzte Fermatsche Theorem und seine Lösung. Mit einer 
graphisehen Darstellung. 2:e verb. Aufl. (Nachträge zu der in englischer 
Sprache demnächst in Pittsburgh erscheinenden III. Aufl.) — 28 pp. 8. 1918. 

Vorw. Kurzer Abriss d. Entstehungsgeschichte. Einleitung. Das parabolische 
Gesetz d. pythagorüischen Zahlen. (Prämisse). Hauptbeweis. Biographie des Entdeckers. 
Schlussbemerk. 


F. Schuler. 
Chur (Schweiz). 
Merz, Kart, Parallelflächen und Centralfläche eines besonderen Ellipsoides und 


die Steinersche Flüche. Beispiel einer quadratischen Transformation. — 54 
pp- 3. Big. Vat 8. 1914. 


Merz, K., Zur Erkenntnistheorie über Raum und Zahl. Aus historischem der 
Steinerschen Fläche. 48 pp. 8. 1917. Separatabdr. aus d. Jahresbericht 
d. Naturforsch. Ges. Graubündens. 
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Merz, K., Zur Erkenntnis-Theorie über Raum und Zahl. Vortrag, geh. 6. Okt. 
1917 im Verein schweizerischer Mathematiklehrer. — 16 pp. 8. Separatabdr. 
aus der Schweiz. Päd. Zeitschrift, 1918, H. 1/2. 


Merz, K., Anschauung und Begriff in den Naturwissenschaften. 25 pp. 8. 1918. 
Separatabdruck aus d. 58. Jahresbericht d. Naturforsch. Gesellchaft Grau- 


bündens. 
Julius Springer. 
Berlin. 
Beck, H., Koordinaten-Geometrie. Bd 1: Die Ebene. — 432 pp. 8. 1919. 


M. 38:75 geb. 


FRAENKEL, ADOLF, Einleitung in die Mengenlehre. Eine gemeinverständl. Ein- 
führung in das Reich d. unendl. Grössen. — 155 pp. 8. 1919. M. 12:50. 


Hurwırz, ApoLrF, Vorlesungen über die Zahlentheorie der Quaternionen. — 74 
PP: 28, 19197. M 98380: 


Lupwie, W., Lehrbuch der darstellenden Geometrie. T. 1: Das rechtwinklige 
Zweitafelsystem. — 135 pp. 8. 1919. M. 10:—. 


RIEMANN, B., Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen. 
Neu hrsg. und erläutert von H. Weyr. — 47 pp. 8. 1919. M. 7:—. 


SCHLICK, Morırz, Allgemeine Erkenntnislehre. (Naturw. Monographien u. Lehr- 
bücher hrsg. von ARNOLD BERLINER & AUGUST PÜTTER. 1.) — 346 pp. 8. 
1918. M. 25:50 geb. 


SCHLICK, Morıtz, Raum und Zeit in der gegenwärtigen Physik. Zur Einführung 
in das Verständnis der Relativitäts- und Gravitationstheorie. 2., stark verm. 
Aufl. — 85 pp. 8. M. 6:50. 


B. G. Teubner. 
Leipzig. 
DOEHLEMANN, Karr, Grundzüge der Perspektive nebst Anwendungen. 2:e verb. 


Aufl. (Aus Natur u. Geisteswelt. Bd 510.) — 108 pp. 8. 1919. Kart. M. 2: —; 
geb. M. 2:65. Hierzu Teuerungszuschlüge. 


Vorw. Das persp. Bild. Der gerade Riss. Die Schnittmethode. Der Satz v. 
Fluchtpunkt. Andere Bestimm. es. persp. Bildes. Darstell. es. möglichst einfach geleg. 
Quadrates d. Grundebene. Anw. dieser Konstrukt.  Tiefenmasstab. Darst. beliebiger 
geradlin. Fig. d. Grundebene. Darst. einfacher Körper, die sich auf d. Grundeb. er- 
heben. Schiefe Linien im Raume. Der photogr. Apparat. Die Wahl d. Distantz. 
Unzugüngl. Dist.- u. Fluchtpunkte. Gleichzeit. Anw. d. verschied. Methoden. Die 
Darst. d. Kreises. Einf. Schattenkonstrukt. Künstl. Freiheiten. Literat. Reg. 
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HEGEMANN, Ernst, Die Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten 
Quadrate. (Aus Nat. u. Geisteswelt, Bd 609.) — 127 pp. 8. 1919. Kart. 

M. 2: —; geb. 2:65. Hierzu Teuerungszuschläge. 
Einl. Fehlertheorie. Bestimm. er. Grösse durch mehrfache Messung. Die vorlieg. 
Fehler rühren von Messungsdifferenzen her. Ausgleich. vermittelnder Beobacht.  Aus- 
gleich. bedingter Beobacht.  Fehlergesetz u. Ableit. d. Methode d. kleinsten Quadrate. 


LICHTENSTEIN, L., Neuere Entwicklung der Potentialtheorie. Konforme Abbil- 
dung. Sonderabdr. aus Encyklopádie d. math. Wissenschaften. II, 3. H. 3. 


LIETZMANN, W., Der Pythagoreische Lehrsatz. Mit einem Ausblick auf das Fer- 
matsche Problem. 2:e durchges. u. verm. Auflage. (Math.-phys. Bibliothek, 

Bd 3). — IV + 69 pp. 8. 1917. M. 1:40. Hierzu Teuerungszuschläge. 
Einiges aus d. Geschichte des pythag. Lehrsatzes. Zerlegungsbeweise. Der pyth. 
Lehrsatz im Euklid. System. — Pyth. Lehrsatz u. Ähnlichkeitslehre. Funktionsbetracht. 
Pythag. Zahlen. Das Fermatsche Probl. Einiges üb. die Literatur zum pyth. Lehrsatz. 


Luckey, P., Einführung in die Nomographie. T. 2: Die Zeichnung als Rechen- 
maschine. (Math.-phys. Bibliothek, Bd. 37.) — 63 pp. 8. 1920. M. 1:40. 
Hierzu Teuerungszuschláge. 

Funktionsleitern. Netztafeln. Graph. Auswürtung auf funktionalen Papieren. Eine 
Fluchtentafel. Die Fluchtentafeln aus drei parall. Leitern. Andere Lagen v. drei ge- 
radlin. Leitern. Zwei Leitern geradlin. u. parallel, die dritte krummlin. Verschiedenerlei 
and. Nomogramme. Setzt sich die Nomographie durch? 


MENDELSSOHN, WALTER, Einführung in die Mathematik. (Aus Natur u. Geistes- 
welt, Bd 503.) — 113 pp. 8. 1918. Kart. M. 2:— ; geb. 2:65. Hierzu 
Teuerungszuschläge. 

Vorw. Wert d. Math. Wissenschaft u. Leben. Die Zahlen. Die Geometrie. Die 
Schlussweisen. Der Funktionsbegriff. Der Grenzbegr. Die Reihen. Die Mathemat. als 
Wissenschaft. Das Erlernen d. Math. 


PoskE, F., & von Hansteis, R., Der naturwissenschaftliche Unterricht an den 
hóberen Sehulen. (Schriften d. Deut. Ausschusses f. d. math. u. naturw. 
Unterricht. 2. Folge. H. 5) — 33 pp. 8. 1918. M. 1:40. Hierzu Teue- 
rungszuschläge. 


SCHÜRER, Frirz, Integraldifferenzen- und Differentialdifferenzengleichungen. (Preis- 


schriften gekrónt und hrsg. von d. Fürstl. Jablonowskischen Gesell. zu Leip- 
zig. 46.) — 69 pp. 4. 1919. M. 7:20. (Hierzu Teuerungszuschláge). 


Friedr. Vieweg & Sohn. 
Braunschweig. 
Einstein, A., Ueber die spezielle und die allgemeine Relativitätstheorie. (Ge- 
meinverständlich). 6:e Aufl. (Sammlung Vieweg. H. 38.) — IV + 83 pp. 
8. 1920. Geh. M. 2:80 + 60% Teuerungsaufschlag. 
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Laur, M. von, Die Relativitätstheorie. Bd 1: Das Relativitätsprinzip der Lorentz- 
transformation. 3:e vermehrte Aufl. Mit 24 Abb. (Die Wissenschaft, hrsg. 
von Prof. Dr. Eilhard Wiedemann, Bd 38.) — XIII + 292 pp. 8. 1919. 
M. 9: — geh. — M. 11:40 geb. + 60% Teuerungsaufschlag. 


Die Problemstellung: Das räumliche Bewegungssystem u. d. Zeitmass. Die rela- 
tivitàtsprinzipe d. klassischen Mechanik u. d.  Elektrodynamik. Die empirischen 
Grundlagen f. d. Elektrodynamik bewegter Kórper. — Die àlteren Theorien d. Elektro- 
dynamik bewegter Körper: Historische Uebersicht. Die Theorie von Heinrich Hertz. 
Die Elektronentheorie. — Die Relativitätstheorie, kinemat. Teil: Die Lorentz-Trans- 
formation. Die Einsteinsche Kinematik. Minkowskis geometr. Interpretation d. Lorentz- 
Transformat. Die Lorentz-Transformat. als imaginàre Drehung. —  Weltvektoren u.- 
tensoren: Vierer- u. Sechservektoren. Die algebraischen Vektoroperationen. Vektorielle 
Differentialoperat. Welttensoren. — Die Elektrodynamik d. leeren Raumes nach d. 
Relativitàtsprinzip: Die Transformation d. elektromagnet. Feldes im leeren Raume. 
Die Transformat. d. Kraftdichte, Energie- u. Impulsatz. Anwendungen. Gleichförm. 
Bewegung geladener Kórper. Die Theorie d. Trouton-Noble'schen Versuches. Ungleich- 
förmig bewegte Ladungsträger. Das Elektron u. sein Feld bei d. Hyperbelwegung. — 
Die Minkowskische Elektrodynamik d. ponderablen Körper: Die Transformation d. 
Feldgleichungen I bis IV. Die Transform. d. Gleichungen V bis VII. Anwend. Energie 
u. ponderomotorische Kraft. Der Strahlungsdruck. — Dynamik: Die Dynamik d. 
Massenpunktes. Die Grundlagen d. Dyn. d. Kontinua. Die Tensortransform. f. d. 
mechan. Energie, den Impuls u. die Spannungen. Die absolut. u. d. relat. (elastichen) 

. Spannungen. Beispiele f. d. quasistationäre, adiabatische, isopieistiche Dynamik. Die 
Erhaltung d. Drehimpulses. Das vollst. statische Syst. Thermodynamik. Die Dyn. d. 
Hohlraumstrahlung. Hydrodynamik. Flüssigkeiten geringster Zusammendrückbarkeit. 
Rückblicke u. Ausblicke. — Anh.: Geom. Bezeichnungen. Vektor u. Tensorbezeichn. 
Die verschied. Arten d. Zeitdifferentiation. Bezeichn. u. Massystem d. physikal. Grössen. 


VALENTINER, SIEGFRIED, Die Grundlagen der Quanthentheorie in elementarer 
Darstellung. 2:e erweit. Aufl. (Sammlung Vieweg. H. 15.) — X + 92 pp. 
8. 1919. Geh. M. 3:60 + 60% Teuerungsaufschlag. 
Historisches. Der Weg zum Pranck-schen Strahlungsgesetz. Prüfung. d. Gesetzes 
a. d. Erfahrung. .Energieaustausch zwischen Oszillatoren, Hohlraumstrahlung u. Atom. 
Die Gleichung EiNsrENNs. Erweiterung d. Quantentheorie. Quantentheorie d. Spek- 
trallinien. 


SCHLÖMILCH, O., Fünfstellige logarithmische und trigonometrische Tafeln. Grosse 
Ausg. mit einem Anhang chemischer und physikalischer Konstanten revid. 
von Prof. D:r KARL SoHEEL. 7:te Aufl — XXVI + 186 pp. 8. Geb. 
M. 3: 20 + 60% Teuerungsaufschlag. 


Die Briggschen Logarithmen d. natürl. Zahlen von 1 bis 10909. Tafel z. Ver- 
wandl. d. Briggschen Logarithmen in natürliche. Briggsche u. natürl. Log. oft vorkomm. 
Zahlen. Dimensionen d. Erdsphiroids in geogr. Meilen, von denen 15 auf einen Grad 
d. Aquators gehen, usw. Sinuslog. f. d. ersten 10 Sekunden. Länge d. Kreisbögen 


ot 
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f. d. einzelnen Grade, Minuten u. Sekunden f. d. Halbmesser Eins. Die natürl. gonio- 
metr. Funktionen d. Winkel v. 10 zu 10 Minuten. Reduktion d. Tang. auf Tang. d. 
halben Winkel. Die Log. d. goniometr. Funktionen d. Winkel v. Min. zu Min. Rezi- 
proke Werte. Quadratwurzeln, Kubikwurz. u. nat. Log. d. Zahlen von 1 bis 100. 
Ellipsenquadranten. Sterblichkeitstafel. Physikal. u. chem. Konstanten. 


Vereinigung Wissenschaftlicher Verleger. 
Berlin & Leipzig. 
BACHMANN, PAUL, Das Fermatproblem in seiner bisherigen Entwicklung. — VIII 
+ 160 pp. 8. 1919. Kr. 6: — 

Fermats Theorem. Die descente infinie. Beisp. v. Fermat; nach Legendres Darst. 
Unmóglichk. d. Gleich. z* + y*— z?. Folger. Unmóglichk. d. Gleich. 2° + 1 — 4". 
Die Gl. z?^-F y?" — z?.  Redukt. d. Ferm. Theorems auf die Gl. 2? + yP- 2? — 0. 
Abelsche Form. Gemeins. Grundlage d. Beweise für p —3 u. p — 5. Unmügl. d. 
Gl. 2x°+y°—2", nach Euler u. Legendre. Unmögl. d. Gl. z? 4-5? = 22° u. Folger. 
Die Gl. 3?-- y? — Az?, nach Legendre. Unmögl. d. Gl. x5-F y^ — z^, nach Dirichlet. 
Die Gl. x +y— Az5. Die Gl. z'^ -- y^ — z^. Neue Grundl. d. Untersuch. For- 
meln f. (e+ y +2)? — x? — yP — 2P u. (x + y)? — a? —y?. Bem. v. Cauchy. Ein 2. 
Ausdr. f. («+ y)? — x? — yP. And. Ausdr. f. (a+ y+ x)? — 2? — y? — zP, u. Folger. 
Die Ausdr. y*+ yz + 2?, y! — yz u. ihre analog gebild., ihr grösster gem. Teiler. Die 
Wendtschen Formeln, insbes. u? + w? + uP = 2pwuww'.P. Form. f. d. Rest v. 


Da or aD. d T 
ae (mod. p). Neue Grundl. d. Betracht. Die Kongruenz 2? + y? + 2? — 0 


EE x] 


p 
(mod. p), u. Folger. Beding. f. die Lósbark. d. Gl. z? + yP + z? = 0 im Falle I. Die 
Kongr. 2? + yP-FzP—-0 (mod. x — 2hp +1).  Legendres Bed. f. d. Lósbark. d. Gl. 
P+ yP--z? — 0 im Falle I. And. Formulier. durch Wendt. Bed. f. d. Lósbark. d. 
Gl. im Falle II, nach Wendt. Sätze v. Legendre üb. ihre Unm. im Falle I. Dicksons 
bez. Untersuch. Dicksons Beweis, dass d. Anzahl d. Primzahlen 7 — 2hp + 1, f. welche 
xP-FyP--zP—-0 (mod. x) in Zahlen, prim zu 7, unmögl. ist, nur endl. ist. Beweis 
v. J. Schur, Hilfssats aus d. Kombinationslehre. Hurwitz’ bez. Untersuch. d. allgem. 
Kongruenz ax? --by?--cz? — 0 (mod. zx). Kummers neue Behandl. u. Verallg. d. 
Fermatproblems. Grundbetracht. üb. Zahlenkórper u. ihre Ideale. Gauss’ Bew. f. d. 
Unmögl. v. @+y?+z°=0. Hilfsbetracht. aus d. Theorie d. Kreisteilungskörpers. 
Kummers Bew. d. verallg. Ferm. Theorems f. reg. Primzahlexpon.  Herleit. d. Kum- 
merschen Kongruenzbed. f. d. Ferm. Gl. im Falle I. Die Funktionen P;(xyy) od. P;(t). 
Sätze v. Mirimanoff u. Kummer.  Mirimanoffs Funkt. q;(£), V/;(f). Seine Umform. d. 

9D—-9 


4 





Kummersch. Kongruenzbed. Das Wieferichsche Kriter. O (mod. p); bez. 


Bem. v. Mirimanoff u. Frobenius. Ein Satz üb. d. Wurzeln v. ,—(t) — 0. Mirima- 
noffs Verallgem. d. Untersuch. v. Wieferich. Vereinf. u. Forts. d. Untersuch. v. Miri- 
manoff durch Frobenius. Weit. Kriter. v. Frobenius u. Vandiver. Neue Begr. solcher 
Kriter. d. Furtwängler. Furtwänglers neue Formul. d. Kummersch. Kongruenzbed. Unters. 
v. Bernstein u. von Hecke. Maillets Verallgem. d. Fermatprobl. Rückbl. u. Ausschau. 
Fueters Problemstell. Bem. 
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DisanER, Hueco, Die Grundlagen der Physik. Synthetische Prinzipien der ma- 

thematischen Naturphilosophie. — XV + 157 pp. 8. 1919. M. 11: — + 25% T. 

Erkenntnistheoretische u. logische Grundlagen: Die Tageswelt. Das Zweckprinzip. 

Die Bestimmungslehre (synthetische Logik). Synthet. Mathematik. — Die Grundlagen 

d. Physik: Die neue Methode. Die Synthese. Die Bezugssysteme. Die Mechanik. 

— Anwendungen: Weitere Konsequenzen. Die Metaphysik. Anwendungen d. Exhaus- 
tionstheorie. Die Geschichte. 


DoEHLEMANN, KARL, Projektive Geometrie in synthetischer Behandlung. 4:e verb. 
Aufl. Mit 91 Fig. (Sammlung Góschen. 72.) — 182 pp. 8. 1918. Kr. 0:95. 
Die Perspekt. Beziehung d. Grundgebilde. Harmon. Gebilde. Die Projekt. 
Jeziehung d. einfórm. Grundgebilde. Die Projekt. Bezieh. auf d. gleichen Träger. Die 
Kegelschnitte als Erzeugn. projekt. Grundgeb. erster Stufe. Die Polarentheorie d. 
Kegelschnitte. Die Kegel- u. Regel-Flachen zweit. Ordn. als Erzeugn. projekt. Grund- 

geb. Reg. 


Haas, AmrHUR, Einführung in die theoretische Physik mit besonderer Berück- 
sichtigung ihrer modernen Probleme. Bd 1. Mit 50 Abb. — VII + 384 pp. 
8. 1919. Kr. 15:20, geb. 


Einleit. — Das Beharrungsprinz. u. d. Kraftbegriff. Das zweite Newtonsche 
Bewegungsgesetz. Die ungleichförm. geradlin. Beweg. Die rechtwinkl. Auflós. d. 
krummlin. Beweg. Die nat. Bewegungsgleich. Die bewegungsgl. in ebenen Polarkoordin. 
Die Ableit. d. Newtonschen Gravitationsprinz. aus d. Keplerschen Ges. d. Planetenbeweg. 
Flàchengeschwindigkeit u. stat. Mom. Die lebend. Kraft u. das Potential. Die Vek- 
torgrüssen. Die Grundreg. d. Vektorrechn. Die mechan. Grundformeln in vekt. Schreib- 
weise, — Der Satz v. Massenmittelpkt. Der Satz v. d. Erhalt. d. gesamten Drehim- 
pulses. Der Satz v. d. Erhalt. d. mech. Energie. — Das Prinz. d. virt. Verrückungen. 
Das Prinz. v. D'Alembert u. die allg. Bewegungsformel v. Lagrange. Die Gewinn. d. 
partikul. Bewegungsgleich. aus d. allg. Bewegungsformel v. Lagrange. Das Hamil- 
tonsche Prinz. Die generalis. Bewegungsgleich. v. Lagrange. — Die Geschwindigkeit 
d. Relativbew. Die Beschleunig. d. Relativbew. Das mechan. Relativitätsprinz. — Das 
Bild d. starr. Körpers. Translat. u. Rotat. es. starr. Körpers. Die Zusammensetz. d. 
an einem starr. Körper angreif. Kräfte. Die Rotat. um eine feste Achse. Das Träg- 
heitsmom. als Tensorgrüsse. Die Eulerschen Gleich. — Das Bild d. deform. Körpers. 
Das Vektorfeld d. Geschwindigk. Strömung, Wirbel u. Dilatation. Der Satz v. Gauss. 
Der Satz v. Stokes. Der Satz v. Green. Der Spannungszustand in einem deformierb. 
Körper. Die hydrodyn. Grundgleich. — Das Gesetz v. Coulomb. Das elektrostat. Feld. 
Das magnetostat. Feld. Der elektr. Strom. Das Gesetz v. Biot u. Savart u. die erste 
Hauptel. d. elektromagnet. Feldes. Die ponderomotor. Wirk. zw. elektr. Strömen. 
Die Induktionsströme u. die zweite Hauptgl. d. elektromagnet. Feldes. Der Einfl. d. 
Zwischenstoffes auf d. elektr. u. magnet. Erscheinungen. Die Theorie d. dielektr. 
Polarisation. Die Grundlagen d. Maxwellschen Theorie. Der Satz v. Poynting. Die 
Maxwellsche Gleich. f. homog. quellenfreie Isolatoren. — Die lin. harmon. Schwing. 
Die Diff. gleich. d. harmon. Schwing. Die ellipt. Schwing. Die gedämpfte Schwing. 
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Die erzwung. Schwing. Die ebene Welle. Die Kugelwelle. — Die Wellennatur d. 
Lichtes. Die Interferenz d. Lichtes. Die Transwersalität d. Lichtschwing. Die elektro- 
magn. Wellen. u. die elektr. Natur. d. Lichtes. Das Reflex.- u. d. Brechungsgesetz. 
Die Gleich. v. Fresnel. Die Polarisat. durch Reflex. u. Brechung. Die tot. Reflexion. 
Das opt. Verhalten d. Metalle. Die Ausbreit. d. Lichtes in Kristallen. — Das elektro- 
lyt. Grundgesetz v. Faraday. Die Grundgleich. d. Elektronentheorie. Die Kathoden- 
strahlen. Die elektromagn. Masse. Der Lichtdruck. Die Dispers. d. Lichtes. Die 
Grundlag d. Magnetooptik. Die Molekularstróme. Die Róntgenstrahlen. Die Radio- 
aktivitàt. Die elektr. Theorie d. Materie. Anhang. 


JÄGER, GusTAv, Theoretische Physik. 1. Mechanik u. Akustik. Mit 24 Fig. 5:e verb. 
Aufl. (Sammlung Góschen 76.) — 167 pp. 8. 1919. Kr. 0:95. 


Mechanik es. Masspunkts. Mechan. starrer Kórper. Mechan. nichtstarrer Punkt- 
syst. Elastizitätstheorie. Hydromechan. Akustik. 


Lorwy, ALFRED, Lehrbuch der Algebra. T. 1: Grundlagen der Arithmetik. — 
VI + 398 pp. 8. 1915. Kr. 5:60 + 25% geb. 


Die ganz. posit. Zahlen u. ihre Addit. Die vollst. Zahlenreihe. Die Add. belieb. 
ganzer Zahlen. Rechnungsreg. f. d. Add. belieb. ganzer Zahlen. Die Multipl. ganz. 
posit. Zahlen u. die hierf. gült. Rechnungsreg. Relation, Àquival. u. Ordnungsfühigk. 
d. Elem. es. Syst. Verknüpfbares Syst. Gruppe.  Definit. es. Körpers u. einige f. ihn. 
gült. Sätze. Die Multiplikat. d. ganz. neg. Zahlen. D. Körper d. rational. Zahlen. 
Unabhängigk. d. zehn. Kôrperpostulate. Die Ordnungsfähigk. d. rat. Zahlen. Weit. 
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SUR LES FONCTIONS HYPERSPHÉRIQUES 
ET SUR L'EXPRESSION DE LA FONCTION HYPERGÉOMÉTRIQUE 
PAR UNE DÉRIVÉE GENERALISÉE. 


Pan 
J. KAMPÉ DE FÉRIET 
à Panis. 


(Extrait d'une lettre à M. P. ArrELL.) 


Je vais m'efforcer de vous présenter un résumé trés bref de l'état actuel 
des recherches que j'ai entreprises dans ma Thèse »sur les fonctions hypersphé- 
riques», en suivant la voie que vous avez indiquée dans votre Mémoire! des 
»Rendiconti» de 1913. 

Au Chapitre IV de ma Thése (p. 69) j'ai donné les formules qui permettent 


de caleuler les coefficients Amis .-m, et B,,,...5, du développement d'une fonc- 


m. 
p 
tion F'(x,,---x,) de p variables réelles, sous l’une ou l'autre forme: 


(1) RS ety) SA pd ‘my ven m, (& Ep) 
(2) F (x, : +, Zp) = 2 Bins: ‘My UE À mp V Xp): 


mais comme je l’ai écrit au début même de ce Chapitre: »reste à savoir dans 
quels cas la série (1),..., converge effectivement et représente la fonction F(x,,...,#,) 


dans le domaine X, — 1 m >06; nous ne ferons pour le moment qu’ 
Qv P 


jm 


> m, vérifient 
Qaia 0m 


effleurer la question». Et je démontre (p. 70) que si les 








une certaine inégalité on peut affirmer la convergence de la série (1). Pour la 


! P. ArrELL: »Les polynomes Vg, » d'HenwrrE et leurs analogues rattachés aux potentiels à 
q variables». (Rend. Circ. Math. di Palermo, t. XXXVI, 1913, p. 203—212). 
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série (2) j'obtiens des résultats plus généraux grâce à ce que j'ai pu former (p. 73) 
une majorante qui lui est simplement liée. 

Mais au point de vue de l'Analyse Moderne la question de la représentation 
d'une fonction arbitraire F(z;,..:,x5) par une série de fonctions hypersphériques 
UW ou V9 était loin d’être épuisée; je considérais seulement ce Chapitre IV 
comme la base de travaux ultérieurs. L'idée se présentait naturellement d'essayer 
de souder la question à la Théorie générale des équations intégrales. 

Les résultats que j'ai obtenus dans cette voie sont résumés en partie dans 
une Note des Comptes-Rendus (Tome 162 — p. 747 — séance du 15 mai 1916): 
»sur une équation intégrale de seconde espéce admettant les fonctions hyper- 
sphériques comme solutions fondamentales». Considérant sur l'hypersphére S deux 
points M (x,,...,%n,p) et P (yy... yn, W), je démontre qu'une fonction hypersphé- 
rique U vérifie la relation: 





nu n+1 
2 P U (P) — u(u t n) | V,(M, P)U (M) don +1. 
I = xls 1) (S) 
Dans cette équation intégrale — en posant: 


COS y — Li Yi + Xn ju + VX, V Y, cos (q — w), 


le noyau V, (M,P) est une fonction V, (£) dont je donne l'expression: 
I 9 
nV. — | Et — S01] —9) ® de. 


Je suis d'ailleurs revenu sur la question et dans une nouvelle Note aux Comptes- 
Rendus (Tome 164 — p. 856, — séance du 29 mai r917): »sur la formation d'équa- 
tions intégrales admettant les fonctions hypersphériques comme solutions fonda- 
mentales», j'ai indiqué »un procédé permettant de former sans peine un grand 
nombre de noyaux nouveaux». Je pars d'un théoréme que j'ai énoncé (avec une 
seule variable a): 

Soit F(x) une fonction représentée, dans l'intervalle (— 1 € x € +1), par la 
série uniformément convergente: 


F (x)= X A4 US) (a), 
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la fonction: 
e — Le; s—1 
K (z,y) — | F[xy 4-Vi—a? Vx —y? cos o] sin v dw 
0 


admet dans le domaine (— 1 <x,y € +1) le développement: 


T'(n +1) 


(s) 
I (n4 s) m (2) Us (y) 





K (s, y) - 21- ir (2) 2 4 


Bien que je n'aie = fait allusion à ceci dans ma Note, je crois qu’en rem- 


plaçant x et y par © et —— et faisant tendre s vers l'infini, on doit pouvoir 


Vs Vs 


étendre! ces résultats aux polynômes d’ HERMITE: 


2” dr me 
ee li 


Peut-être tombe-t-on trés simplement ainsi sur certains des noyaux qui ont été 
obtenus par M:me VERA MYLLER-LEBEDEV dans l'étude qu'elle a faite de ces po- 
lynómes d’Hermite [Math. Ann. 64 (1907) p. 388]. 


Les résultats acquis dans ces deux Notes permettront sans doute d'utiliser 
les théorémes généraux de la Théorie des équations intégrales dans l'étude de la 
convergence des séries de fonctions hypersphériques et de la représentation d'une 
fonction arbitraire par de telles séries. 


Je passe maintenant à un autre sujet voisinant avee celui qui précéde 
plutót que le prolongeant, mais sur lequel je n'ai encore rien publié. 

Dans son Mémoire sur l'équation différentielle de la série hypergéométrique, 
JacoBr a démontré la formule: 


NM 
TEN) 


x Kir (I rem aen ‘| 


dar 





F(—n,a+n,y,x) = (x x)" ne 


(n désignant un entier positif). 





‘ En utilisant la formule que vous avez établie: 
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Je me suis demandé ce que donnerait ici l'introduction du symbole A(? de la 
dérivée généralisée de RIEMANN-LIOUVILLE; ceci m'a conduit à une expression sym- 
bolique vraiment curieuse d'une fonction hypergéométrique quelconque 7 (c, 8, 7, x). 

Quand A est un nombre réel positif, on pose par définition: 


1 c 
«À. fe x 
RO f (a) = ri | (N f (xt) dt = ri, (x — £j f (t) dt, 
0 0 





d'oü, en utilisant la formule de transformation d'une intégrale double due à 
LgzEUNE-DIRICHLET: 


RUD f (x) = RO [RO f (z)] = RO [RO f (x)]; (A> 0 et i» 0). 


Si f(x) est donnée sous la forme: 


f(x) = way Ant" (9 > 0) 
0 


on a: 


TE otn) n. 


+ co 
(4) AED 


et la fonction: z!—?— RU f(x), admet la même étoile principale (au sens de M. 
MrrTrAG-LEFFLER) que: x!—* f (x). 
On pose ensuite: 


RO f(x) = f(x). 
En désignant toujours par À un nombre positif, on peut définir RAT’) f(x) de 
la facon suivante: soit k le plus petit nombre entier tel que & — À soit positif, on a: 
RD (x) = 3. [ROA j (a); 
dak 
on en déduit notamment, pour o<4<7r: 
RO(RC2 f (2)] — f (0; 
en effet, la relation: 
RO [g (2)] = f (x), 


équivaut alors à l'équation intégrale d’ABEL-VOLTERRA: 
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lb a | 
rà; (x — t)? 1 p (t)dt = (x) ; 
0 
qui a pour solution 
PRE ; | 
p(x) = "es | (z— 1) f (dt — 7 [Ra Fa]. — 
0 


Avec les définitions précédentes, si n est un nombre entier positif: 


d^ 


dar 





RO") f (x) =~ f(z), 

et R™ f(x) coincide avec l'intégrale de f(x) prise n fois entre les limites o et x. 
Ceci rappelé, en rapprochant de la définition de RW, l'une des expressions 

classiques de F (c, 8, ,x) sous forme d'une intégrale définie: 


I'(y) 


re mer =a), 
0 








1 
je (x —t)’—*1 (x — tx) dt, 


ou: 
1 


PO) (zar | e 6-7 6 — ey vdt 


F (a,8,7,%) = D (y—a) TI (a) 





c 


0 
jobtiens bien simplement des expressions du type suivant: 


ne (7) Yu a— 8 
NR 2 rest rene hona Ge Su 
ou: 
More) rt (rm S ATI Ri) [2?—a— (x — a)?—] 
, 3 > 0 (y SN ct) 
la dernière en particulier, généralise complétement celle de JacoBr. — De cette 


représentation par une dérivée généralisée de RrgwANN-LroUVILLE, la plupart des 
propriétés de F(«,B,y,æ) doivent pouvoir se déduire d’une manière élégante, car 
la fonction, dont elle est ainsi la dérivée RU), est le binome z"—!(1 —x)", dont 
les propriétés sont, pour ainsi dire, évidentes; et il y a souvent une étroite liaison 
entre les propriétés de f(x) et celles de R™f(x). Je vais esquisser une revue 
rapide des propriétés de la fonction hypergéométrique, en les déduisant unique- 
ment de son expression au moyen du symbole RW. — 
Comme premier exemple, si dans la relation: 
I 
(a) 


I 


Rv-® IE (x Bem x) ?] = F (B) 


RU ee (1 = 4) ®j 
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on fait 8 — y, on obtient: 


I I 
use el arise erum ya 
ro; BO ay ea) 
qui correspond a la propriété élémentaire: 


E(a,y,7,%) =(r—2a)>*. 


Voici ensuite un des types d’artifices qui ménent aux nombreuses équations aux 
différences finies qui lient trois fonctions contigues: 


I’ (a+tr) 
1 F(a +1, 8,7, %)= Re [ze (x — x) 
po) FetL8,7.2) [2° (1 — 2)] 
d 

= RW—«) — [7a(7 — y)—P 
Re dz (2 — x) #] 

= R6—9 [axe1(1 — x)? + Bas (x — x) 6H] 

Toc) T(a+ı) | a 
ae P (s 8,79 + Fow#Fletnptnytza) 
d’où: 


B(a+3,8,7,2)—F(a,B,7,2) +0 2Fle+1,@+2,y+1,2). 


En variant le procédé on parvient aux autres relations connues; par exemple, 
en groupant autrement les termes du second membre (3° ligne) de l'égalité ci- 
dessus, on peut écrire: 

LE (e x) 


eM Eg) Fla+1,8,7,2)= BO [(a— 8) ae (x — 2)? - Bao (a 2) ED] 


d'oü: 


& P (a+1, B, y, x) — («a — B) F (a, B, y, x) +6 F (e, 8 -F x, y, x). 


\ 


L'emploi répété d'artifices analogues, toujours faciles à imaginer, conduit 
aux autres équations aux différences finies. — 


L'équation différentielle de Gauss peut aussi se déduire aisément de l'ex- 
pression de F («, ?, , z) au moyen de R, en adaptant à la dérivation d’indice À 
le procédé souvent employé pour tirer l'équation différentielle des polynomes de 
LrarwpRE de la formule d'OLINDE RODRIGUES. 
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Considérons, en effet, le binôme: 
U(x) = x" (x — x) 
il vérifie l'équation différentielle: 


(E) z(x—2)57— (u — va) u-o. 


Prenons la dérivée AK de cette équation, en nous appuyant sur la formule 
générale: 


k=q 
RO [Pa (2) (2)] — I 1}; ne : 1 d dal 





R9 1% 


ou P,(x) désigne un polynôme de degré g; d’où: 


Ro [x a (1 — 2) al- — z(r —2) noe AT 2 senta — (A + 1) RU Fa 


da 
RU [(u — v x) u] = (a — y 2) RO u + À y RADY, 
Si nous introduisons alors la fonction: 
y (x) = R*D u (x), 


comme}, 


du) dy du dy 5 FE 
(2) N (+1) RO ne is. Gr) EC 
Fal diae 2 E d VS da’ 1 as y 


nous voyons que la dérivée A? de (E) peut s'écrire sous la forme: 


2 
er (A 4- u) - (24 4- v) )xl f — 1 +0) y = 0. 


Donnons d’abord aux paramètres les valeurs: 
À-—y—oa—ri,u-—a—rI,v—u--f, 
nous obtenons pour la fonction: 
y (x) = RE [22 (y — x)#] 


ERO) 
- TI) 





arte Hilo, ya), 





vis 


du = a) AR d Ru a) (rahe 0! 
= A u— Fa u (0) = ami Qu] — T) u (0); mais ici, l'in 


1 En général on a: jo [2t 


d peti 
terversion des symboles AU) et dz est légitime parce que u (o) = 0. — 
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l'équation différentielle: 


z (1 —: ye! Ys [2—y—(a + @—2y 3) 2194 —(¢+r—y)(P +r Y)y—o. 


Faisons ensuite: 


A=—a,u=—a—y 


US PE) 





nous constatons que la fonction: 


y (x) — Ra [x (x = x)=U+I-N] 


B Hte ES 
gl- — y, B y,2— y,x 
TEES al F(a+i—7,B+1—7,2— y,x) 


satisfait à l'équation différentielle: 


2 


d 
z(r—2)5 + [y—(a +8 +3)] 7% — apy — o. 


d 

Ces deux résultats sont bien conformes à la théorie classique de l'equation 
différentielle de Gauss. — 

Voici une application d'un autre genre; nous savons déjà, d'aprés une pro- 
priété de A? rappelée plus haut, que 7 (a, 9, y, x) admet même étoile principale! 
que (r— x)-?; partons d'un développement en série de polynomes, uniformément 
convergent, de la fonction (r — x)”, (on sait effectivement former de tels déve- 
loppements, valables dans des domaines trés étendus): 


(1-2)? = S 11, (x) 
0 


ou: 
k=n 


A à 
x)= > ar a^ . 
k=0 


Nous en déduisons pour la fonction hypergéométrique le développement: 


+» 


F (a, ß, n x) — DUE (2); 


0 


le polynóme P» (a) N Baus San 





! Il résulte aussi de ces propriétés, qu'au point singulier x = 1 Tem de l'étoile) l'ordre 
de (1—2)—? étant 8, celui de '(a,8,7,c) sera: a+ 8 — y. En effet, l'ordre de f(x) étant 
loz 5 T: (o+n) 
log a, S - I'(A3- p 4-n) 


9 -— 1-4 lim celui de AG) ff) est: w! = 1+lim — den ^ OSEE d. 
n=» 10 2 n=» og n 
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Peay re 12 1-7 R69 [x1 7, (2)] 
Pee oy QS VETE (a uL)» ik, = 
a ite Er (y FH) 


Comme dernier exemple montrons comment cette expression symbolique 
permet de retrouver les théorèmes établis par M. Nrkrs NIELSEN dans ses »Re- 
cherches sur le développement d'une fonction analytique en série de fonctions 
hypergéométriques». (Ann. Ecole Normale 3:e série, t. XXX 1913 — p. 121). 

Choisissons au hasard une de ses propositions; d'abord une des plus simples. 
Du développement: 


+0 
v 
(1 — x) = > (7) aui necp) can 
za 
nous deduisons: 
n 


+» N 
N) ia || — > I | R—o[geta—i(y —2)-0*] 
0 


d'oü: 


me a pS (c 4- m) 


, y DA a" 4 |o x 
(a, B+v,7,x) Foxx)? F(a+n,ß+n,y+n,x) 


= 
= 


0 


ce qui est bien la formule donnée par M. Nrets NIELSEN (Chap. II, $ V, exemple 1). 
Dans ce méme mémoire, l’auteur considère les deux séries de puissances: 


+n 
(ap 
ES a^ et q (x >. (a, - n)--- (ag + n) 
0 


0 


nn + 


I (B, 4 n) -- (By rom e 





il dit que p(x) est déduite de f(x) par l'opération ó5(«, 8) et pose: 
p(x) = à, (a, B) f (x). 


En employant le symbole A), l'opération 6, («, 8) s'exprime par la chaine de 
relations suivante: 


Pi (a) = gif R(B1— 1) [ea 1 Î (2)] 


Pz (2) = ar RO 02 [at p, (x)] 


p (x) = a1— p. Rp ap [2001 pp (2)] 
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Les divers développements de f(x) que M. Nrets NIELSEN considère rentrent tous 


dans la forme: 


To 
f(x) = Dan xin (x — z)'n. 
0 


Bornons-nous au cas oü 
PE 
la fonction p(x) déduite de f(x) par l'opération 6, (a, f) 


p (x) = 9, (e, B) f(x) 
E ali Ru a1) Er Î (x)] 


admettra le développement suivant: 
To 
q (x) — > An 278 R1—2) [gartin—1 (y — x) Hn] 
0 


Si gS (etico) m 
Teen ES en) 


Dans son mémoire M. NIELS NIELSEN a notamment étudié une série déjà rencon- 
tree par PUISEUX, SCHLÖMILCH et PETERSEN: 


+» 
(= DIA zes a) 
0 


la fonction p(x), qui s’en déduit, est ici: (An = un — n) 





BG T(a,+”) „ 
P(e) Z4» rg tn)” F (—,o,- n, 8, 4- n, x). 


C’est bien là le développement en série de fonctions hypergéométriques rencontré 
par M. Nıers NıeLsen (Chap. IIT, $ IX, formule 7). 


J'espére vous avoir montré par ces quelques exemples, pris un peu au 
hasard, que la representation de F (a, 8,7,%) par la dérivée généralisée RU), de 
RIEMANN-LIOUVILLE, du binome z"(r— x)", (dont j'ai donné plus haut un ou 
deux types) ne se réduit pas à un symbolisme stérile, mais pourrait devenir un 
instrument commode pour une exposition synthétique des propriétés des fonc- 


tions hypergéométriques. 
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Dans ce court exposé j'ai passé sous silence, notamment, toutes les ques- 
tions de convergence, admettant plusieurs fois implicitement des propositions 


comme celle ci: 


+» To 
RO) [2 fn | = M pof, (a), 
0 0 


de méme je n'ai pas examiné les inégalités restrictives auxquelles devraient satis- 
faire «, 9, y, pour la validité de certaines des expressions formelles obtenues. 


Paris, le 8 novembre 1917. 
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UEBER KONVERGENZ UNENDLICHER KETTENBRÜCHE MIT 
DURCHWEG REELLEN ELEMENTEN.' 


Vox 
OTTO SZÁSZ 


in FRANKFURT a. M. 


Die Konvergenz oder Divergenz einer unendlichen Reihe mit komplexen 


o0 00 
Gliedern Dar = >, (e +7,) hängt in sehr einfacher Weise von dem Verhalten 
1 1 


o0 
der beiden Reihen mit reellen Gliedern ab: » ay, P. Dy. Ganz anders ist es bei 
: ; 


-Ms 


Kettenbrüchen; man kennt keinen Zusammenhang zwischen dem Verhalten eines 
Kettenbruches mit komplexen Elementen und dem Verhalten von Kettenbrüchen 
mit reellen Elementen. Wenn ein solcher überhaupt existiert, so dürfte er sehr 
komplizierter Natur sein. Es ist demnach zu erwarten, dass die Beschrünkung 
auf nur reelle Elemente einen genaueren Einblick in die Struktur des Ketten- 
bruches ermóglichen muss. Spezielle Klassen soleher Kettenbrüche, namentlich 
die mit lauter positiven Elementen und alternierende Kettenbrüche, sind schon 
eingehend untersucht worden’; in neuerer Zeit hat nun Herr H. TreTze auf 
geometrischem Wege für allgemeinere Kettenbrüche einige interessante Konver- 





1 Diese Arbeit ist bis auf unwesentliche Anderungen ein Teil meiner Habilitationsschrift, 
die im Mai 1914 der Akademie für Sozial- und Handelswissenschaften (und später der Natur- 
wissenschaftlichen Fakultät der Universität) zu Frankfurt a. M. vorgelegen hat. (In ungarischer 
Sprache vorgelegt der Ungar. Akad. d. Wissensch. am 19. April 1915.) 

? Zur Orientierung verweise ich auf das inhaltsreiche Werk des Herrn O. Perron, Die 
Lehre von den Kettenbrüchen, Leipzig, 1913 (vgl. insbesondere §§ 50, 51), im folgenden unter 
>Perron, Lehrbuch» zitiert. 
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genz- und Irrationalitätssätze abgeleitet. Herr Perron (Lehrbuch, $$ 51—52) 
bewies sodann diese Sätze auf arithmetischem Wege mit Anwendung der Zzten- 
sion (PERRON, Lehrbuch, $ 44) von Kettenbrüchen. 

In Weiterverfolgung des von Herrn PERRON eingeschlagenen Weges gebe ich 
nun Verallgemeinerungen dieser Konvergenzsätze. Ferner leite ich aus meinen 
Sützen, durch Spezialisierung der darin auftretenden unendlich vielen Parameter, 
weitere neue Konvergenzkriterien ab. Dabei ergibt sich die Verallgemeinerung 
eines von mir mit Hilfe unendlicher Kettenbruchdeterminanten gegebenen Satzes,* 
soweit er sich auf Kettenbrüche mit reellen Elementen bezieht; und zwar han- 
delt es sich hierbei um folgendes: 

Bekanntlich hat Herr H. v. Kocg? den Satz bewiesen: 


Der Kettenbruch mit beliebigen (auch komplexen) Elementen BH kon- 
1 


o0 
vergiert sicherlich, wenn D |a,|< x ist. — Herr PrINGSHEIM* hat diesen Satz aus 


nw 


o0 
seinem Hauptkriterium abgeleitet und auch auf den Fall E a,|-— 1 erweitert. 
2 


Ich konnte schliesslich die Konvergenzbedingung: N del za durch die folgende 


2 
ersetzen (a. a. O.): 
C o6 
> | as =a De R(a,) = 2, 


(bei vorausgesetzter Konvergenz von lee 


wo R(a,) den reellen Teil von a, bedeutet. 
Offenbar unterwirft man den Kettenbruch durch die Forderung, dass 


an 
Y . . . . .. . 
dla konvergiere, einer starken Einschränkung. Für den speziellen Fall lauter 





! H. Tigrze: a) Einige Kettenbruch-Konyergenzkriterien (Monatshefte für Mathematik und 
Physik, Bd 21, 1910, S. 344—360); b) Über Kriterien für Konvergenz und Irrationalität unend- 
licher Kettenbrüche (Mathem. Annalen, Bd 71, 1911, S. 236—265). 

? O. Szisz, Über gewisse unendliche Kettenbruchdeterminanten und Kettenbrüche mit 
komplexen Elementen (Sitzungsberichte der Akad. d. Wissenschaften, München, Jahrg. 1912, 
S. 323—361), S. 341. 

? H. von Koen, Sur un théorème de Stieltjes et sur les fonctions définies par des fractions 
continues (Bull. Soc. Math. de France, t. 23, 1895, p. 33— 40). 

* A. PRINGSHEIM, Über einige Konvergenzkriterien für Kettenbrüche mit komplexen 
Gliedern (Sitzungsberichte der K. Bayer. Akademie der Wissenschaften (München), Math.-phys. 
Klasse, Bd 35, 1905, S. 359—380). 
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reeller a, kann ich nun diese Bedingung, soweit als möglich, beseitigen. Es ist 
jetzt R(a,) =a,; ferner sei o, folgendermassen definiert: ist &,417 0, So sei 6,—0, 
ist 2,41 <0, so bedeute c, die Summe der absolut genommenen auf 4,71 unmittelbar 
folgenden negativen Teilzühler (a,+ı inkl.) bis zum nächsten positiven (exkl.). 
Bedeutet schliesslich 


9 __ fo für a,» o 
à lx für a, <O, 


so lässt sich offenbar o, in der Form anschreiben: 
e 
0, = Dilar+el 241 Dao ehe Dk, 
1 


wo die Summe mit dem ersten verschwindenden 3 abbricht. Der Satz, der sich 
am Sehlusse dieser Arbeit ergeben wird, lautet nun folgendermassen: 


oo 
Der Kettenbruch mit lauter reellen Elementen: EH (a, #0) konvergiert, wenn 
1 
die Bedingungen erfüllt sind: 


EST EN.) limon «c T: 


v=o 


Nur wenn von einem gewissen » an alle 9, verschwinden, ist für seine Konvergenz 
ausserdem die Divergenz der Reihe 





UNE Re BC NITET UY 
SS) | [Bfssurfüstdttl, Tefactaifu (r, — |a. |) 
me \reTy se. Tor Valise TEL 


erforderlich. (Die ja allemal eine notwendige Bedingung der Konvergenz darstellt, 
im Falle unendlich vieler negativer a, aber eo ipso erfüllt ist, wie aus dem Be- 
weise hervorgeht.) 

Dieser Satz und einige andere Sätze dieser Arbeit bedeuten einen ersten 
Schritt zur Erweiterung der Resultate, die ich in einer früheren Arbeit gab 
(a. a. O.), in dem Sinne, wie ich es daselbst auf Seite 36r andeutete; man 
vergleiche auch Satz 4 meiner im Journal für Math. Bd. 147 (1917), S. 132—160 
erschienenen Arbeit: Über die Erhaltung der Konvergenz unendlicher Ketten- 
brüche bei independenter Veränderlichkeit aller ihrer Elemente. 

Noch ein Satz sei hier angeführt, weleher dem obigen etwas ähnlich ist und 
neben seiner einfachen Formulierung doch auch ziemlich allgemeinen Charakter 
hat. Man setze zur Abkürzung 
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bib, 


Ons On — 5155011 — 1 907 SISSE (re ai 





(für 5, 15, — o sei à, — 1) 
dann gilt der Satz: 


: lm : 
Der Kettenbruch mit nur reellen Elementen [5] konvergiert, wenn 
v Jl 


16,1 > x Td (0, 35 0,41) (v —1,2; 3: Do -) 


I 
2 


und mindestens für einen Wert von v (v 7 0o) 
[ILLUS lol + iaa Saa] 


isl. Nur wenn von einer gewissen Stelle an durchweg b,-ı 5, > 0 ist, muss ausser- 


o0 
dem die Divergenz der Reihe 2102] vorausgeselzt werden. (Vgl. Satz 3.) 
1 


Es gibt noch kein Analogon dieses Satzes für Kettenbrüche mit komplexen 
Elementen; einigermassen verwandte Sätze sind in $ 6 meiner im Journ. für 
Math. Bd. 147 erschienenen obenzitierten Abhandlung abgeleitet. 

Bei Beschränkung auf reelle Elemente ist obiger Satz eine Verallgemeinerung 
des bekannten PRINGSHEIM’schen Satzes (auf S. 210 in Fussn. 4 a. O., S. 363): 


oo 
Der Kettenbruch mit komplexen Elementen: ls. konvergiert sicherlich, 
v J1 


wenn 


ale e (Jio NE 8) 


ist und mindestens einmal Ungleichheit statthat. 

Für lauter reelle, negative 5, ; b,gehen die beiden Sätze ineinander über 
(es wird à, — — r). 

Manche Stellen dieser Arbeit kónnte man stark abkürzen, wollte man für die 
Teilzähler den Wert Null durchweg ausschliessen. Dies würde aber eine erhebliche 
Einschränkung der Allgemeinheit bedeuten; diesist klar, falls die Teilzähler Funk- 
tionen einer Variabeln sind, die auch Nullstellen besitzen. Andererseits hängt 
aber die Konvergenzfrage solcher Kettenbrüche mit verschwindenden Teilzählern 
auch eng mit der Frage zusammen, wann ein endlicher Kettenbruch einen be- 
stimmten Wert hat oder sinnlos ist (vgl. Perron, Lehrbuch § 42, Satz x, S. 193). 
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$ r. 
Vorbereitende Sätze. 


Herr PERRON hat in seinem bereits mehrfach zitierten Lehrbuche ($ 44) den 
Satz abgeleitet: 


Satz A. Sei 


este tm i1 | 3 
== — —_! + ND LLL k > 
E jo ra rem M) 


ein Kettenbruch mit von Null verschiedenen Teilzählern und mit den Näherungs- 
brüchen: zm (v =0,1,...,k +71); o sei eine beliebige von Null verschiedene 


B, 
Zahl. Damit der (k + 2)-gliedrige Kettenbruch: 





a, | ay omo meet 
C c rc LAE TEL don (a) 
|^, Père [8 18 18 
die Näherungsbrüche: 
zin cere na desi Aus y Heo d 
B, B, Bia By il) Br By Bust 
besitze, sind folgende Bedingungen hinreichend und — bis auf eine äquivalente 
Transformation — auch notwendig: 
! ; ar 
Ber el OC RES B" = brrı + Seb (1) 


Man sagt in diesem Falle nach PERRON, dass der abgeleitete Kettenbruch (a) 
aus dem ursprünglichen durch Extension entstanden ist. 

Für das Folgende wird es nützlich sein, zu bemerken, dass der Satz — mit 
einer geringen Anderung — auch dann noch gültig bleibt, wenn man für die a, 
den Wert Null zulässt; dann sind nämlich die Gleichungen (1) — wie man sich 
aus dem Beweisgange des Herrn PERRON leicht überzeugt — noch hinreichend, 
aber nicht notwendig. 

Der gesuchte Kettenbruch hat also die Form: 


Gk4-] 
axl , el 


S 


a3 | 
| dx-ı 


CHES 


[^^ 


x 





-+ T 


|5.—eo Ir TRE 
0 
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In meiner Untersuchung werden ferner die folgenden zwei bekannten Sátze! 


eine Rolle spielen: 


Satz B. Hat der Kettenbruch In] lauter positive Elemente, wobei aber 
v J1 


auch q,— o zugelassen wird, sofern nur nicht alle q»,41 gleich Null sind, so be- 
steht die notwendige und hinreichende Bedingung für seine Konvergenz darin, 
dass wenigstens eine der beiden Reihen: 








wv Pi Pa - - + Port c D. cre Don, T T 
Zu cruce 2 ao REDE v+ 
d pp, + + Pav COS» pp... Partı 


divergiert. 


10 
Satz C. Der Kettenbruch mit lauter positiven Elementen 7] , wobei 
1 


Y. 


o ] 1 
ray c : 3 ul TEES > 
aber auch q,- 0 zulässig ist, konvergiert, wenn die Reihe > lee diver- 
v+1 
1 


giert. Die Konvergenz ist offenbar eine unbedingte. 
Zwecks späterer Anwendung (Sätze 6 und 10) beweise ich hierzu den folgen- 
den einfachen Satz: 


oo 


Satz D. Der Kettenbruch mit lauter nicht negativen Elementen A (also 
v .]1 


Pr > 0, v2.0) konvergiert sicher, wenn mindestens für einen Wert von v p, gleich 
Null ist und die Bedingungen erfüllt sind: 
Qvt Pai > oO (9 — 1,23. 4 — 1); (2) 
Ww>o (v=k, k+1,...) 
für ein gewisses k (k > 1).? (3) 


Beweis. Die Näherungsbrüche des Kettenbruches seien: 


D 
Q» 


(DUE NOSTRE 55-0) 
dann ist bekanntlich: 
QE Q, = Qi Q, = Q5, + Pa 


Oy = Gy Qa nr Pr Q,-2 (v — 2, 3, -. 3 (4) 


! In bezug auf Quellendaten vgl. Perroy, Lehrbuch, § 50. 

* Man kónnte statt dieser Bedingungen etwas allgemeinere einführen; dies würde aber 
den Beweis komplizieren, und da ich in dieser Arbeit nur den obigen Satz anwenden will, 
beschrünke ich mich auf die hier gegebene Formulierung. — Für k — 1 fällt Bedingung (2) fort. 


Ueber Konvergenz unendlicher Kettenbrüche mit durchweg reellen Elementen. 21 


c 


Hieraus ist unmittelbar ersichtlich, dass die Ungleichung gilt: 
Q, > 0 (UE One eM) 
ich beweise nun die Ungleichheit: 
Q» + Qua 0 (r—0,1,2,.. .). (5) 


Zunüchst bemerke ich, dass aus den Rekursionsformeln: 


Q,—4. at Pr Qs | metit 
Eo Yen uo Jor 
Quai = Qv41 QO, 3E P»+1 Ons 
durch Addition sofort die Beziehung hervorgeht: 
Q, 3r Qvi = Qv41 Q, s (q» xis Dy41) (0/33 xis pv Q,_2 (v 25.349€ 9); (6) 


nun ist für » — o, 1 Ungleichheit (5) offenbar richtig; ihre allgemeine Gültigkeit 
gewinnt man leicht mit Hilfe vollständiger Induktion. Sei also für ein 4 > 2 
bereits 


Qo SF Q; > 0, 
so muss entweder Q; o sein, und in diesem Falle ist die Ungleichheit 


Q; + Qin>o (7) 


auch gültig, oder es muss Q; >o sein und in diesem Falle folgt Ungleichheit 
(7) sofort aus den Beziehungen (2) bezw. (3) und (6) für » — 4. Somit ist Ungleich- 
heit (5) allgemein bewiesen. 

Schliesslich leite ich noch die Ungleichheit ab: 


Q,»0 (v=k, k+1,...); (8) 


wegen (5) ist mindestens eine der Grössen Q;.;, Q; von Null verschieden; nun 
folgt (8) durch vollständige Induktion: sei für ein À (4 7 k— 1 »? o) Q;» o, dann 
folgt aus (3) und (4) für v — À + 1, dass auch Q;,1>0 ist. Somit ist auch (8) 
allgemein bewiesen. 

Nun ist bekanntlich (vgl. Perron, Lehrbuch, S. 234): 


t e d . v 


2, a : - 
qv y= oO Q, Q; Ei Q, iQ 


und diese Reihe bricht ab, hat also einen bestimmten endlichcn Wert, womit 


Satz D bewiesen ist. 


216 Otto Szász. 
Zusatz. Ist 


Qk— 0, Pr+ı >20, aber prqz—2>o (für ein k 2), (9) 


und im übrigen die Bedingungen von Satz D mit eben diesem & erfüllt, so ist 
der Kettenbruch auch noch konvergent. Dabei ist q, — 1 zu setzen. 
Jetzt wird nämlich infolge der Beziehungen (9): 


Qi = px 2; (ro) 


ich zeige zunächst, dass Qj » » o ist. Für b— 2 ist dies offenbar richtig; sei also 
k>2. Aus (2) fü v —1,2,..., k — x folgt, wie früher: 


Q, d: Qi41» 0 (7—0,1,... k— 1); (ir) 


ist nun Q;i.5— 0, so folgt aus (11) für v — k— 3, dass Qx>o ist; ist aber 
Qi-3»0, so folgt aus (9) und (4) für »=k—2 wiederum, dass Q;-2> 0 ist. 
Nun folgt aus (9) und (10): Q;» o und aus (3) für v » k ergibt sich wie vorhin, 
dass auch die Ungleichheiten gelten: 


Q,>0 WER ES en 


Hieraus erschliesst man unmittelbar, wie bei Satz D, die Konvergenz des Ketten- 
bruches. Es gilt also der 

Zusatz zu D. In (2) und (3) darf für v —k Gleichheit gelten, wenn nur 
Pr Qr-2 > 0 und k> 2 ist. 

Schliesslich zitiere ich noch den Satz: 


Satz E. Bei einem Kettenbruch mit lauter positiven Elementen, wobei 
aber auch g, — o zugelassen wird, sofern nur nicht alle 4,4, verschwinden, nähern 
sich die Näherungsbrüche gerader Ordnung wachsend oder doch nicht abnehmend 
einem Grenzwert k, die ungerader Ordnung abnehmend oder doch nicht wachsend 
einem Grenzwert K, und es ist o<k<K; nur ist möglicherweise eine end- 
liche Anzahl sinnloser Nüherungsbrüche vorhanden. (Vgl. Perron, Lehrbuch, 


S. 239—240.) 


-I 
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SN2- 
Ein allgemeines Konvergenzkriterium und Folgerungen aus demselben. 


Ist allgemein der Kettenbruch vorgelegt: 


u a |, al, ol 
BI = + Hurt, (12) 


wo die a,, b, beliebige reelle Zahlen sind (die Null zugelassen), so setzen wir: 


Celia b, = By |b, 
wobei 
+1 fur a, > 0 eS ICI pe tur Uy 0 


Cy = ee Py c 
— 1 für a, «o, js 1 tur 0, «0 


Nun ist leicht einzusehen, dass: 


Oy 


[04 2 
xd] XX Tamale 


b, 1 |^, | lé, 


(das Zeichen — bedeutet Âquivalenz); im folgenden benutze ich durchweg diese 
transformierte Form des Kettenbruches (r2) und setze zur Abkürzung: 





a, (y 
zy Exin Qu = €y (v — 2, 3» - - .) 
Py=1 B» 


— = 


(13) 
dije (92; 3: -1)5-5 [al — 2», | D» |= qv: 


Ich beweise zunächst den 


Satz 1. Wenn die Elemente des Kettenbruches (12) reell sind! — und für eine 


Folge positiver Zahlen: o, — 1, o,» 0 (v=1,2,3,...) den Ungleichungen genügen: 
23 : 
YW 2 es + Ov )951 (1 — 1,25 34), (14) 
0y—1 





! Dies wird in dieser Arbeit stillschweigend stets vorausgesetzt. 
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so ersetze man an allen Stellen, an denen 9,4, — 1 (k » 1) ist, die Gliederfolge 


Dii | 
Ek Pk | 0 prn | arch €x pe TE er] TE Ok Ms Aa 
|o: | 2i lax—ex |x qu 2 Pr+i 
3 
0]: 


gh 


Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens entsteht ein Kettenbruch mit lauter 
nicht-negativen Elementen (das Vorzeichen von e,p, spielt im folgenden keine 
Rolle). Seine Konvergenz, die nach den Sätzen B, C und D entschieden werden 
kann, ist-dann hinreichend für die Konvergenz des Kettenbruches (12). Dabei sind 
Es, p», Qu, 9, durch die Relationen (13) bestimmt, wo «, und 7, die Charakteri- 
stiken! von a, und b, sind. 

Der Beweis dieses Satzes ist sehr einfach und analog dem, von Herrn 
PERRoN für einen ähnlichen spezielleren Satz? gegebenen Beweise. 

Bezeichnet man den ursprünglichen Kettenbruch abkürzend mit A, den 
abgeünderten mit A’, so ist aus den Bedingungen (14) unmittelbar ersichtlich, 
dass K' lauter nicht-negative Elemente hat. Nun seien A,, B, die Näherungs- 
zähler und -nenner von K; aus K geht dann K' nach Satz A durch Extension 
hervor, wobei die neu hinzugekommenen Näherungsbrüche die Form haben: 


Ar — Qi Axa 


QUI err Te 
Br 0% Bia 


Daher ist die Konvergenz von K' hinreichend für die von K. W. z. b. w. 








1 Nach Herrn PniNGsHEIM nennt man SIT die Charakteristik von a; für a- o sei 


g — + I. 
? Perros, Lehrbuch, S. 242 -244. Dort lauten die Bedingungen in unserer Bezeichnungs- 
weise: 


2,20, % 2D, 3 9,43 (yos): 


In etwas anderer Weise hat Herr Tierze (auf dem S. 210 in Fussn. 1 a) a. O., Satz 2) unter diesen 
Voraussetzungen die Konvergenzbedingungen formuliert. Offenbar sind meine Bedingungen — 
und dies ist in Satz 1 das wesentlich Neue — auch wenn durchweg 5, — !, p, # O gesetzt wird, 


allgemeiner. Natürlich sind auch die Bedingungen (14) zur Konvergenz des Kettenbruches (12) 
nicht notwendig; der alternierende zweigliedrig-periodische Kettenbruch z. B. 
Sp e] | 
Ga tn RS ar 
la Ua la la 


konvergiert sicher für O € g < I, wovon man sich am leichtesten mit Hilfe eines Perroy’schen 
Satzes (vgl. sein Lehrbuch, $ 51, Satz 17) oder auch des Konvergenzkriteriums periodischer Ketten- 
brüche überzeugt. Damit aber für gewisse p, (14) erfüllt sei, müsste jedenfalls q,. ; q, => p, 92 


sein, und dies ist in unserem Falle für kein ungerades v erfüllt. 
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Man beachte, dass für ein 4,41 = o (also ¢,4;— + 1) das zugehörige o, im exten- 
dierten Kettenbruch gar nicht vorkommt; es übt also auf die Konvergenz gar 
keinen Einfluss aus und es kann ihm irgend ein nur von Null verschiedener 
Wert, etwa der Wert r, zugeschrieben werden. 

Man kann, analog dem Vorgange des Herrn PERRON, zeigen, dass in ge- 
wissen Fällen die Konvergenz von K' auch notwendig ist für die von K. Dies 
ist z. B. der Fall, wenn alle g, > o sind und wenn man für 941 >o o; = ne setzt, 

c+1 
weil dann: 
Ae eae. Zen ist für 241 = — r. 
Bk — 0x Ber Bri à 
Diesen speziellen Ansatz machte schon Herr Prrron (Lehrbuch, S. 245—246, 
Satz 16). 

Ich untersuche nun genauer die Struktur des Kettenbruches K'. Dieser 

Kettenbruch besitzt jedenfalls die Teilnenner: 


€ 
PAS hé sl (Paty ei 


für 9,431 —0 (v » 1) besitzt nun K' die Gliederfolge: 





mE el Ar ER val | zw E : 

Dy 39s — |qv31— Ova Doro t 
Iisages 
Ores 


ist hingegen 9,4; — 1, so besitzt K' die Gliederfolge: 





Pr+1 
3^9 3l 0,| ov : 
x E x —»3 7 Bor UE SF ME en pa = = dd c 
Dy Uy v 2 
| qv — ee Qv 19a — pL as sd v2 
v—1 ev 


Wendet man nun Satz C an (unter der Voraussetzung, dass durchweg a, # 0 
ist) so ist ersichtlich, dass K' konvergiert, wenn mindestens eine der Reihen: 


! Aus dem vorhergesagten ist nämlich klar, dass für D, = 1 der Teilnenner qj, — 


9 
ASUS 3 "Ne Prae 
nn nacht Extension WENO e 
Pk Pr 


verändert bleibt. 


— (4, übergeht, während er für 0, ,» —O un- 
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ino 





| Dy In + 
> m ] Gr — n 9 e l^ 


Dv 








Pr+1 


| 

EV Doct NN Nae 
ys [2 " bn dira) e | je 
J 





divergiert. Dabei sei p,— I, qo, — I, 9,—0, 9-1 =I; man beachte auch, dass 
9, — o ist. 

Ferner lässt sich ein spezieller Fall einfach erledigen. Sind nämlich von 
einer gewissen Stelle an alle &, p, negativ, so wird durch die Extension von dieser 
Stelle an zwischen je zwei aufeinander folgende Näherungsbrüche von K ein neuer 
eingeschaltet; die Näherungsbrüche von X sind daher für K' von einer gewissen 
Stelle an alle von gerader oder alle von ungerader Ordnung. Um also die Kon- 
vergenz von K behaupten zu dürfen, hat man sich nach Satz E nur dessen zu 
versichern, dass nicht alle Teilnenner ungerader Ordnung von X' verschwinden. 
Dies ist sicher der Fall, wenn qg, — o, 9, > o ist, oder wenn unter den Produkten, 
die aus je zwei aufeinander folgenden Teilnennern von K' gebildet werden, we- 
nigstens eines von Null verschieden ist; mit diesen Aussagen gleichwertig ist aber 
die, dass die obigen Reihen nicht alle drei identisch verschwinden. 

Schliesslich kann man auch den Wert von X' abschätzen, denn es ist 
offenbar: 


o € e, K' € — P cc 
y Qi Qi 9: 


Durch Zusammenfassung dieser Resultate ist folgender Satz bewiesen: 


Satz 2. Wenn die Elemente des Kettenbruches (12) für eine Folge positiver 
Zahlen o, (v — 1,2, 3, ...) den Ungleichungen genügen: 


p,»o (Te ES) (x5) 


Py dy 
qv > o 0, 941 (r — SU 3): (16) 
y—1 


so isl jede der folgenden zwei Bedingungen für die Konvergenz hinreichend: 
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1) Von den drei Reihen: 











Y (O21 — 2) (qvi — v4 di ] (1) 

ARES 0y—1 Pr+1 | 
v—Lgy-— Py oy = Que Oy à * 

E 14 p 9,—1 | | (v2 o) (3) 
Dee Ov—1 Ov [ 
0,—1 qv am pv — 0v—1 0» Jul 4 | 

> à | (71) 

d= ^ 


ist wenigstens eine divergent. 

2) Von einer gewissen Stelle an sind alle 9, — 1 und es verschwindet nicht eine 
jede der Reihen («,), (8,) und (y,) identisch. 

Es ist auch: 


Dabei sind p,, gy, 2, durch die Gleichungen (13) bestimmt, und es ist o .,— 1, 
Qy = I, 3, — O. 

Bemerkung 1. Statt zu sagen: es verschwindet nicht eine jede der Reihen 
(«,), (8,) und (y,) identisch, kann man natürlich auch sagen: es verschwinden 
nicht alle die Zahlen: 


(Qy— Qv — Pv Iv) (Qu+1 — Q1 9543) für alle .9,41— o, 
Qu—1 Gy — Pv Iy — nn für alle 9,41— rz, 
Qr—1Qv — Py — Qv-1 Qv 941. für alle .9, — 1. 
Oder auch: es verschwinden nicht alle die Zahlen: 
Zu = (Qy—1Q» — Pv Iv) (Qvx1 — 07413549) (x — 91) + (09, Ge — 
— p» Py — Qv—1 Ov) 941 + (9-19 — Pr — Q1 Ov 391) 9v; 
WEST) 
wegen 3,4; (I — 9,41) = o ist offenbar 
Zu = (Qv Gv — Pv Iv — Ov—1 Ov 9543) (Qv41 — Ove 9543) (1 — 93) + 
+ (0r—1 Qu — Pv Pv — Ov—1 Ov 9541) Iva + (Qv—1 Wy — Pv Pv — Ov—1 Ov Iv41) 9» 


= (@-1 Qv — pv dy — Qr—1 Oy 9,41) (+1 — Qv41 2432) (x = +1) Ar dy Ar +1]; 


GI 0627 0) 
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schliesslich ist klar, dass dieser Ausdruck zugleich mit 


(Qy— Qv — Pv Iv — Ov—1 Ov 9va1) (Gri — Qv+1 Jrg2 + Du Ja) (17) 


(DZ Oa) 


verschwindet oder nicht. Man kann also 2) durch die Aussage ersetzen: 
2!) Von einer gewissen Stelle an sind alle 9,— x und für mindestens einen 
Wert von v(v 70) ist (17) von Null verschieden. 


Bemerkung 2. Die Bedingungen (15) und (r6) sind i. a. zur Konvergenz 
nicht hinreichend, selbst wenn darin durchweg Ungleichheit gilt und unendlich 
oft 9,— r ist.! Der alternierende Kettenbruch z. B., in welchem allgemein 








gri EET 


ist, divergiert immer. Man überzeugt sich hiervon leicht mit Hilfe eines PER- 
RON'schen Satzes (vgl. Perron, Lehrbuch, S. 247, Satz 17). Aus demselben folgt 


= Sr Ge 
nämlich, dass der Kettenbruch i DA divergiert, wenn die Bedingungen er- 
v 1 
füllt sind: 
I (dov—1qQ2» + po ») Q2»41 2 Q2v—1 2v41 (RE RE) 
Ca 6; ... C95—1 Cy Cy ois 202% . 
TI Cg PS LEE CR ee ee t, 
> E "Cam d», + ERE SENS d» 4 konvergier 
wobei 


€, = Pov—1 pav Q2v—3Q2»41, v= (qov—1 Gov + a») Q2v41 — Q2—i P2v41 


ist. Nun lautet jetzt die Bedingung I: 





I T ; idus I 
le I = =| + g | GERS 2g lett— E 2 


! Für den speziellen Fall: p,=1, 6,=1 (= 1,2, 5,. —) reicht dies sicherlich aus; vgl. 


Satz 3. 
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und dies ist offenbar erfüllt. Ferner ist 





= qU—1gr*l.- g2v S Cy = I < 
OE Igi q^", also De I5 
1.-| v (: + S| + — ol vl LI. „2341 + I 
q q?* q?"—TI q q q 
xt qiu Ha 
a ct etg en : 


hieraus ist ersichtlich, dass auch Bedingung II erfiillt ist. Schliesslich sind auch 
die Bedingungen (15) und (16) erfüllt, wenn man durchweg o,— 1 setzt. Denn 


dieselben lauten jetzt: 


qr, gie ES xe 


und es gilt sogar überall Ungleichheit. 

Für ,=ı (v=1, 2, 3,....) erhält man aus Satz 2 eine Verallgemeinerung 
eines TreTZE'schen Satzes (auf dem S. 210 in Fussn 1 angeführten Orte a), Satz 3; 
b) Satz 6; vgl. auch PERRoN, Lehrbuch, S. 244—245) selbst dann, wenn man 
die Reihe (7,) ausser acht lässt. 

Sind von einem gewissen v an alle &,p, positiv, so kann man den Satz 2 
noch verschärfen; in diesem Falle sind nämlich von einem gewissen Gliede an 
die Kettenbrüche K' und K identisch und man kann leicht auf den Kettenbruch 
K' statt Satz C den allgemeinen Satz B anwenden. Man erhält so den 

Zusatz zu Salz 2. Sind von einer gewissen Stelle an. alle 9,— o, so kann die 
Bedingung r) durch die folgende ersetzt werden: 

Von den beiden Reihen 

Pi Ds + Par-ı V D2 Ps +++ Par 
e" pup. pu, n 2 ps 
ist mindesiens eine divergent und es verschwindet nicht eine jede der Reihen (c), 
(3,) und (7,) identisch.! 

Es sei bemerkt, dass die o, denselben Charakter haben, wie die unendlich 

vielen willkürlichen Parameter p, im PRiNGsHEIM'schen Hauptkriterium.° 


! Für dies letztere genügt es jetzt offenbar, wenn von einer gewissen Stelle an alle q, > o 
sind. Die im Zusatze enthaltene Konvergenzbedingung ist dann bekanntlich stets eine not- 
wendige. 

? Vgl. die auf S. 210 in Fussn. 4 zitierte Arbeit, insbesondere $ 2; den Übergang von 
CHAT 


den 5, zu den p, gewinnt man durch die Substitution: ^, p 
> 
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$ 3. 
Ein Konvergenzsatz für Kettenbrüche der Form b und seine 


Verallgemeinerung. 








Für p,— 1, o,— 1 (v— 1, 2, 3, ...) erhält man aus Satz 2 den spezielleren 
Satz 2. Wenn die Elemente des Kettenbruches (12) den Bedingungen ge- 


nügen: 


Du 
1 | (Ce eh (591) 
QW = dy ur vl | 
so ist jede der folgenden zwei Bedingungen für die Konvergenz hinreichend: 
r) Von den drei Reihen: 


> [(q.— 9) (Qv+1 — 3,431! (æ,) 

0,1170 | 
1 

> Hl | (> o) (8) 
MEUS | 
| 

> [q» rv Ivy == x | (72) 
9, c1 J 


ist mindestens eine divergent. 

2) Von einer gewissen Stelle an sind alle 9,— 1 und es verschwindet nicht 
eine jede der Reihen («,), (8,) und (7,) identisch. 

Es ist auch: 


In Satz 2' ist ein Konvergenzkriterium des Herrn Tierze (auf dem S. 210 
in Fussn. ı angeführten Orte b), Satz ı) speziell enthalten. 


' selbst noch wesentlich ver- 


Ich kann, unabhängig von Satz 2 den Satz 2 
allgemeinern. Zur Herleitung des ersteren Satzes wurde nämlich auf den ex- 
tendierten Kettenbruch K' Satz C angewendet; ist nun durchweg p,— r, 0,— r, 
so kann man auf KX’ leicht den weitergehenden Satz B anwenden, weil alle seine 


Teilzähler und daher auch ein Produkt solcher Teilzühler gleich 1 ist. Ist ferner 
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unendlich oft %,—1, so tritt unendlich oft r als Teilnenner auf; ist aber nur 
endlich oft 9,= 1, so hat K' von einem gewissen Gliede an die Form: 


"EE ces LES dl 
|a. 194 | Qee 


SUCCEED 


Man gewinnt so bei Beachtung der Bemerkung r, S. 221 den 
Satz 3. Der Ketienbruch (12) konvergiert, wenn die Bedingungen erfüllt sind: 
2) el | 


(WEIT. SE) 
lee | 


3) Es ist mindestens für einen Wert von v (v > 0): 
(qv — %— +1) (Qu+1 — Inga + Do + 3941) > 0. 


Nur wenn von einem gewissen v an alle 9, verschwinden, muss ausserdem die Di- 


oo. 
vergenz der Reihe D q, vorausgesetzt werden. (Die ja stets eine notwendige Be- 
1 


dingung der Konvergenz darstellt, im Falle unendlich vieler negativer e, aber 
eo ipso erfüllt ist.) Ferner ist: 





Für a,= r ist 


I by—1 by 


3 = Brat B» Spr Im? 
[P»—1 B» | 6a b,| 








man gelangt so zu dem in der Einleitung zitierten Satze. 
Diesen Satz erweitere ich mit Hilfe der äquivalenten Transformation: 


Re Gill Coll wall. Gil 
=e. +t f+ ten, 0~0 
El AN (6: or, |B: Ge 
le le 


Sei o» o; wendet man auf den so transformierten Kettenbruch Satz 3 an, so 
erhält man den allgemeineren 
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Satz 4. Der Kettenbruch (12) konvergiert, wenn für ein positives o die Be- 


dingungen erfüllt sind: 


rz) || x 


| bor] (= 2,3522.) 


2) o| P». | > Ioan + 9», > In + Jove 


3) Es ist mindestens für einen Wert von » entweder 


— Jaw = jeu] (0 q2»41 — )2v42 + Joy + 92041) > 0 (v = 0) 


oder 


(0 qov—1 — V2y-1 — 32») Ir: — J»y41 + Jz,—1-F Dov] > 0 (v > 1). 


Nur wenn von einem gewissen v am alle 9, verschwinden, muss ausserdem die Di- 


oc 
. \ 

vergenz der Reihe Da q, vorausgesetzt werden. 
1 


Man kann Satz 4 leicht auf Kettenbrüche, deren Teilzähler beliebige, von 
Null verschiedene Werte haben, übertragen. Denn es ist ja 


%]” _ [a &y Py |” — Fae 
Bs Zen le Qv | = hy 1 í 


wo die A, durch die Gleichungen bestimmt sind: 


hi; = q. os Ce E 
AE Do Ps Po ++. Per À 
Ya 2.49 (18) 
P2 Da ++ P2v 
hoy S-_ SS — —5 Sar 
2v+1 Pa Ds ++ Paver Qq?v41 | 


Wendet man auf den so transformierten Kettenbruch Satz 4 an, so folgt: 


Satz 5. Der Kettenbruch (12) konvergiert, wenn fiir ein positives o die Be- 
dingungen erfüllt sind: 


I) M >0 
hee (v —1,2,3,-. .) 
2) 0i» ,—1 2 92v-1 is Jay, — = Io» zs Jo v+1 
- x D 


3) Hs ist mindestens für einen Wert von v entweder 


ihe v 


2 — 92,— 39241] (Ohav+ı — Joven + Joy + 92,41) >0 (» 2 0) 
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to 
bo 
-1 


\ 


oder 


[25 
(Qho,—1 — I2r1 — V2) | 7 — Jev41 + Do» + 3-3] xo (yi =x): 


Nur wenn von einem gewissen v am durchweg 9S,— 0 ist, muss ausserdem die 


Le] 

. B ' 
Divergenz der Reihe A h, vorausgesetzt werden. 

1 


Dabei sind die h,, py, q», 9, & dureh die Gleichungen (18) und (13) be- 
stimmt, und A, — 1 zu setzen. 

Wenden wir schliesslich auf den extendierten Kettenbruch X’ Satz D an, 
so erhalten wir unmittelbar den 


Satz 6. Der Kettenbruch (12) konvergiert, wenn mindestens für einen Wert von 
y Py=o ist und für ein k(k> 1) die Ungleichungen erfüllt sind: 


293 
qu + Pr+1 (I "— 3,41) 20 (v E2815 72 3» reds. k— r)| 
y—1 
: (19) 
Pr Dr 
bee — Oy Dy+1 > 0 (EYE + 1, ...). 
v—1 


Den Zusatz zu D verwende ich nur für den Fall, dass 
I, — I, ro 


ist. Der Kettenbruch K' hat dann offenbar die Gliederfolge: 


pi | 
no dL S RIPE T E —— A 0i] NN Ok—1 | re Pr+ıl —, : Js 
Teu DEE |x TS Pk dee — 0i Pete 
Ok—2 Ok—1 


und man erhält den 
Zusatz. Ist für ein k(k 2) 


Dii ii 


Ie — I, Jeri = O, Pr (IR-ı — - 2221) Ies Toy 


Ok—2 


so darf in (19) für v =k auch Gleichheit gelten. 
Wir werden den Satz 6 und seinen Zusatz in $ 4 benutzen. 


bo 
to 
oo 


Otto Szász. 


$ 4. 


Ableitung neuer Konvergenzkriterien aus den allgemeinen durch 
Spezialisierung unendlich vieler Parameter. 


Für spezielle Werte der o, erhält man aus obigen Sätzen einfachere Kon- 
vergenzkriterien, ähnlich, wie Herr PRINGSHEIM! aus seinem Hauptkriterium neue 
Sütze ableitete. Es kónnen dabei vielfach umständliche Formeln auftreten, daher 
beschränke ich mich auf die einfachsten bemerkenswerten Fälle. 

Ich nehme im folgenden an, dass 


Q5 40: an a2 42 EC) 
ist. Setzt man 


Qy — = (v 0 75 3» )s 
und zur Abkürzung 
Pi Pr 
T5 —— — Ty (= 25 3...) 
qi : Qqv—1 Ih 


so erhalten die Ungleichungen (16) die Form: 


x dy 
I d Ty Oy m (P= meu) (20) 
5 


und die Reihen («,), (9,) und (y,) gehen in die folgenden über (man kann ohne 
Einschränkung der Allgemeinheit q,— 1, p,— r, setzen): 





Jv2|4i 
(x — Uy-1 Ty dy) Ir— | Ê | 
> pA eM SRN ER US (as) 
Jy 41=0 Tyg1 
4 
> [Uy — WM Uy Py 9, — 1]° (x > 0); (85) 
9,4171 
SE 
> — 1, — — |. 
N I v—1 74 Uy 
2 || (^) 
NE UT» J 
dabei sei: 4, — 1, w, — I, % — I. 





! Auf dem S. 210 Fussn. 4 angeführten Orte und in seiner früheren Arbeit: Uber die 
Konvergenz unendlicher Kettenbrüche [Sitzungsberichte der K. Bayer. Akad. der Wiss.(München), 
Math.-phys. Klasse, Bd. 28, 1898, S. 295—324]. 
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i. Setzt man nun 


Uy—=I +I, (»-1,2,3,....) 
so reduziert sich Ungleichung (20) auf 


0,9, < rar Ju 21 
vy Vy = FERT TER 


E) E 


und man erhàlt den 


conie 2 : 
Satz 7. Der Kettenbruch [e^ (> 0, & = + I) konvergiert, wenn die Un- 
1 


gleichungen (21) erfüllt sind und mindestens eine der Reihen 


ju 
D rel] 029 wand 


My4l 





1 
x [tr — 2 (x + 3,1) 2 
V,=ö,r+1=1 
\ (vr 22 
vl a Tag 
Y Baron | 
dy=l Ty à 


divergiert, oder von einem gewissen v an alle 9,- 1 sind und dann die obigen 
Reihen nicht alle drei identisch verschwinden. 
So konvergiert z. B. der Kettenbruch 


wobei allgemein 
23,9 = 0, va — I, 9g, = r (¥ =T, 2, 3,---) 


ist, wenn für ein e 


€ I 
£57»503 VELIE T IM T3y <- (y LES 29e) 


ist. Die 3, sind ganz willkürlich (nur positiv). 
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2. Setzt man 


W,— INA, aU 0 (92:331) 


so wird die Reihe (9,) sicher divergieren, falls nur für unendlich viele Werte von 
vy 9,—0, 9,41— 1 ist. Ist dies aber nicht der Fall, so wird von einem gewissen 
y an entweder stets J,— ri oder stets 3,— 0 sein. Im ersteren Fall ist die 
Bedingung 2') (S. 222) sicher erfüllt, wenn für ein y >2 9,— 0 ist. Aus Satz2 
und seinem Zusatz folgt daher mit Rücksicht auf Bemerkung 1 (S. 221) der 


oo 

€y ly 5 = . 

= 1 (r, > 0) konvergiert, wenn für ein wu» 0o 
I 





Satz 8. Der Kettenbruch | 


I; : ry Dy < Sed) = val 
I+u mo (TEE): 





-1 
bz 
LA 





I— 


= 3,455 3) (23) 


ist. Sind aber 1) von v — 2 an alle 9,— x, so muss in (23) mindestens einmal 
Ungleichheit gelten; sind 2) von einem gewissen v an, alle 9, — o, so ist ausserdem 
die Bedingung: 





N [Ti Ta - + T2 TT... . 12v RAE 
à ( - divergiert, (24) 


"Maa. T2v Tal 1 193ET 


erforderlich 
Für den Kettenbruch (22) erhält man hieraus die Konvergenzbedingungen: 
u I u I 


E we 
IUE MP Uum "1 Ru 





ies 


jess | (yc 


T3,—9 ist willkürlich nur positiv. 
Speziell für w—1 reduzieren sich die Bedingungen (23) auf die folgenden: 


39 I 
T,9,€ 1—-35 r,9, €- — 
Br — 2 + 4 


€ 
9, 
ME (arce a) 


3. Setzt man 





SILVER 


Uy ae (vy =T, 2, 3, ...), 


so erhült man in ganz ähnlicher Weise den 
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v Ty = . 
Satz 9. Der Kettenbruch E | (r, > 0) konvergiert, wenn 
1 


(ar) (25) 


ist. Sind aber 1) von v — 2 an alle 9,— 1, so muss in (25) wenigstens einmal 
Ungleichheit gelten; sind 2) von einem gewissen v an alle 9,— 0, so ist die Zusatz- 
bedingung (24) auch moch erforderlich. 

4. Sei nun für r, auch der Wert Null zulässig; ich nehme an, dass die Reihe 


o0 
Dr konvergiert und nicht grösser als ı ist. Sei ferner die Zahlenfolge 
2 


U;, Us Us, . - . niemals abnehmend und insbesondere uw, » 1. Dann ist 9,41 € 1, 1 
und daher sind die Ungleichungen (20) sicher erfüllt, wenn die folgenden gelten: 


m I > 
IS V—=2,3,...). 26 
Se MN See) (26) 
Nun setze ich: 
I x : 
Uy => 2. Tn Ins (d) 
+ 


falls diese Reihe nicht verschwindet; sie kann aber nur dann verschwinden, wenn 
Unc OR SS See ruo) 


ist, und in diesem Falle können w,, 4,41, ... beliebige Werte haben, welche nur 
der vorausgesetzten Bedingung w, > u„—ı (n > 2) genügen, man kann etwa u,—1u,; 
(n=», v+1,...) setzen. 

Es ist klar, dass jetzt die Ungleichungen (26) erfüllt sind. 

Sei zunächst durchweg r,> 0; das allgemeine Glied der Reihe (?,) ist jetzt: 


(w— wa Uy Ty dy ap: 1)? (für (CS) = 1), 
ferner folgt aus Ungleichung (26): 


Uy—] Uy Ty Dy < Uy — Ur]; 
oder 


Un 153 Ty dy 72: E22 Uy—1 IT. 
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Gibt es nun unendlich viele 9,41 = 1, so ist offenbar lim w, — ©, und die Reihe 


y= c 
(3,) hat unendlich viele über alle Schranken wachsende Glieder, daher divergiert 
sie. Dies sichert die Konvergenz des Kettenbruches. 

Sind aber von einem gewissen v an alle 4, — o, so kann man den Zusatz 
zu Satz 2 anwenden; die Reihe (c,) hat sicher von Null verschiedene Glieder 
(sogar unendlieh viele), daher ist jetzt für die Konvergenz des Kettenbruches 
die stets notwendige Bedingung, dass mindestens eine der Reihen: 





Ÿ Taser * TT... To 
tar OF v po Tas... Tovl 
divergiere, auch hinreichend. 

Um auch den Fall zu erledigen, dass wenigstens eines der p, (oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, der r,) verschwindet, ist Satz 6 anzuwenden. Die Be- 
dingungen dieses Satzes lauten jetzt: 


I — Uy—1 Ty dy "E Ty+1 (1 ER 3v41) 20 (v — Spies k — 1) (27) 


dy = : : 
I— Unity — m >o (v=k, k+1,...) für ein gewisses k. (28) 
, 


tibt es erstens unendlich viele 9, — r, so ist Ungleichbeit (27) stets erfüllt, denn 
für ein » — 4 kann die linke Seite von (27) nur so verschwinden, dass 


9;-— I, Un I, Tigi (I — 3;4)—0 
wird; aus w; i7;— 1 folgt aber: 


95-0, (HIE AES TETOUA EO ER) 


und dies ist gegen unsere Voraussetzung. Auch Ungleichheit (28) ist jetzt er- 
füllt (bei geeigneter Wahl von &), denn man hat: 
Jul 


I Vai 
I-wan» D — (wWw-WAWNn Dy — I) > ——— — 
Uy U =. TE 


und dies ist von einem gewissen » an grösser als Null, weil lim w,_; — o. Also 
v=o 


der Kettenbruch konvergiert. 
Ist zweitens durchweg 9,=o (»>2), so sind die Ungleichheiten (27) und 
(28) offenbar schon für k— 2 erfüllt; der Kettenbruch konvergiert auch jetzt. 
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Gibt es schliesslich drittens endlich viele 9, — r, so sei: 
NE SES ad eee ab ai (>) 
JOUE D, con ey): 


Die Bedingung (28) ist auch in diesem Falle erfüllt, etwa für k =k, + x. 
Für v— k, wird die linke Seite der Ungleichheit (27): 1 — 1 + 7,41; dies ist 


grösser als Null, wenn rj, 417» o ist. Ferner ist für v < k,: 


23:95 
Ty Dy + Ty1 dy OCDE Tr 








Uy—1 Ty dy < I; 


daher ist jetzt die Ungleichheit (27) für alle » gültig und man hat Konvergenz 
des Kettenbruches. 
Es bleibt noch der Unterfall zu erledigen, dass 1,41 = 0 ist. Jetzt sind die 


Ungleichungen (27) nur für » Lk, erfüllt, es kommt also (laut dem Zusatze zu 
Satz 6) noch darauf an, ob der Ausdruck: 


" € . 
I— ur ar 1 = I Le r ke ] 
OT RU DG LEM nn A "Ie 
i 4 it Uk, —1 Tk —i Jk, TE, ETUI AT TR, fe 








verschwindet oder nicht. Im letzteren Falle hat man sicher Konvergenz. Er 
verschwindet aber dann und nur dann, wenn die Gl. gilt: 


Tk, LUE, LT Tk, — I. | (29) 


Ist zunächst 4 - 1, so kann man statt #, einfach £k schreiben und da 3; ,— 0 
sein muss, lautet Gl. (29) jetzt: r;— r. Man hat somit den Kettenbruch zu 
untersuchen (re, = Th = 0): 





Jetzt ist: 
Qi = Qi-1— Qi» = rii Qi Qaa = Qi, Sere = (1 i9) Qi, ...; 
PP Deo TE 1 Pros, Prii= Pr, Pro (I re) Be, 535 





also der Kettenbruch konvergent oder divergent, je nachdem r;-; Q;-3 ungleich 
oder gleich Null ist. Nun ist Q.; — o und Q;_;> o für ein k>3, weil er, > o 
für v<k— 1 ist; also ist für r;_1 —0o der Kettenbruch wesentlich divergent; für 
k—2, r,--o ausserwesentlich divergent, im übrigen konvergent. 


Acta mathematica. 43. Imprimé le 26 mars 1921. 30 
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Für u 72 ist rx, «1, also kann Gl. (29) nur dann bestehen, wenn k,—1— 
— kun A = Ts Tha + Thy = I ist. Dies ist nur so möglich, dass u —2 
ist. Schreibt man statt k, einfach k, so ist also r;,; — 1 — r; und man erhält 
den Kettenbruch (74,41 —Tx+2 — 0): 


ri | rx I Tk | 





Jetzt ist: 


Qx = Qua — rk Que, Qui = Qe — (x — rx) Qui = rx (Quà — One) = reri Qi—s, 

Qr+2 = Qai =e Qe-3, Qias = (I + res) TE Tk Qs, » -- 

Py — Py a — ri Pro, Pin = Pr — rx) Pra = rare Pres, 

Pris = Prrı = rurn-ı Pras, Pres = (I + 1e43) Ta fk Pass.» - 

Da nun r;»0 ist, so konvergiert oder divergiert der Kettenbruch wiederum, je 


nachdem rj; Qi-5 ungleich oder gleich Null ist —. Wir können diese Resultate 
in folgenden Satz zusammenfassen: 


a oo 
Satz 10. Der Kettenbruch EJ (r, > 0) konvergiert, wenn 
1 


Gabe DS (30) 


2 


2 


ist. Nur wenn durchweg r,>0 und von einem gewissen v am 9,— o ist, ist für 
die Konvergenz die weitere Bedingung erforderlich: 


Es 
ao are 1,1,.-.-T2v . . 
De es OU TRICK tuti Ve 
dm yon nU M375 +++ 7241 


Ferner ist in den vier Ausnahmefallen: 


1) 9 —1, 9,— 0 (v 23) r —=1I, Ts —0 


2) 9; — 1, 9,— 0 (v-[- E), rg1750, rk — 1, "en =0, (E2:3) 





3) 9; — 14:95 — T, Ju ON (EA) tits — 0 





4) D 1, Nes =I, 9,— 0 (v--k, k-F 1), rei = — 0, Tk A TER1— I, 


(E> 3), 


der Ketlenbruch wesentlich divergent; nur wenn im Falle x) oder 3) r, ——0 ist, diver- 


giert er ausserwesentlich. 
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Qt 


Es gilt auch die Beziehung: 





oo 


: . z Cd T a, 
Fortsetzung; ein weiterer Konvergenzsatz für Kettenbrüche der Form H 
I Ji 


5. Die Bedingung (30) kónnen wir durch eine allgemeinere ersetzen, wenn 
wir wieder annehmen, dass r,» o (v=1,2,3,...) ist. 
Wir betrachten die Reihe: 
ive] 


Ty dy zi: Ty+1 dy dy+1 Ar Vy+2 dy 3 Ja? +. = D Yıtk dy 241 CIO up = 07-15 ( 
0 


Ww 
^ 
~ 


dieselbe besitzt nur dann unendlich viele (nicht verschwindende) Glieder, wenn 
von einem gewissen v an alle 9,=1 sind. Ist dies der Fall, so sei die Reihe 
konvergent. Nun setze ich: 


U —— I, U—1 = Uy-o für y = 0 | 

Re ; (32) 
Us = —— für 9,— 7 | 

v—1 

für 9,— r ist das erste Glied der Reihe (31) r,, und sie besteht aus so viel 
Gliedern, wie negative Teilzühler von e,r, an (inkl.) bis zum ndchsten positiven 
(exkl. aufeinander folgen; ich nehme an, dass diese Summe den Wert ı nicht 
übersteigt; dann ist 


Wy ro (Y= "752535 0); 


daher ist die Bedingung (20) erfüllt, falls 9, — o ist. Ist aber 9,— r, so ist sogar 
die schärfere Ungleichung: 
I M Jott 


ry € — 
Uv—1 Uy 


für J,=1 (33) 


auch erfüllt, denn für 9,41= o ist dieselbe offenbar richtig und für 9,41 = 1 folgt 
aus (32) (da auch 9,= 1 ist): 
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Ist nun von einem gewissen v an stets 4, —o, so kann man den Zusatz 2 


(S. 223) anwenden; ist aber für unendlich viele Werte von v: 3,4; — 1, so genügt 
zur Konvergenz des Kettenbruches, dass mindestens eine der Reihen («.), (3,) und 


(y,) divergiert. 


Ich untersuche speziell den Fall, dass für eine positive Zahl 0 (0 « 1) und 


für eine positive ganze Zahl N die weiteren Bedingungen erfüllt sind: 


Gy1<0 für »2N 
d. h., dass 


lim o, € 1 
yz 00 


ist und zeige, dass in diesem Falle die Reihe (9,) sicher divergiert. 


Sei nämlich 3,,; — 1; für 9, — 1 folgt nun aus (33): 


Uy—1 Uy Ty S Uy — Uy=1, 
daher ist 


U, Uy 1 Uy Ty — I = Uy TI 


und mit Rücksicht auf (32) und (34) für v > N: 


EET I 
Tot v TO by ez omm = 12 em T 
Ferner ist für 9,=o (v > N): 
, I 
Wy — Wy] y Ty Py — I = UW — I > d m 


die Reihe (3,) divergiert also. 
Es gilt daher der 
Satz 11. Der Keltenbruch [25 (r.2 0) konvergiert, wenn die 
1 
erfüllt. sind: 


> Tran la dr Sr a ea) 


lim 6, < r. 


veo 


(34) 


Bedingungen 


(36) 
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Nur wenn von einem gewissen v an alle 9, verschwinden, ist für seine Konvergenz 


ausserdem erforderlich, dass die Reihe 


Tov 





.. T20+1 


- - divergiert. (24) 


Auf den Zusammenhang dieses Satzes mit anderen Sützen habe ich bereits 


in der Einleitung hingewiesen. 


Offenbar ist die Bedingung (24) sicher erfüllt, wenn 2 ve divergiert. 
1 i 


Die Bedingung (35) selbst ist für die Konvergenz des Kettenbruches nicht 


notwendig; vgl. hierzu etwa Satz 8. 


Schlussbemerkung. Sind die Elemente des Kettenbruches reelle Funktionen 


von reellen Variabeln, so kaun man analoge Sátze über gleichmássige Konvergenz 


aufstellen. 


ely Malta 
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A PROOF THAT EVERY AGGREGATE CAN BE 
WELL-ORDERED. 


Bx 


PHILIP E. B. JOURDAIN. 


Introduction. 


If we are given any aggregate whatever, M, which contains at least one 
member, this M has a perfectly definite class of »chains». A »chain» is any 
definite part of M which is well-ordered. Thus, if we know that M contains the 
three members a, 6 and c, we know that to M belong six chains. The class of 
M-chains falls into sub-classes, of which one, A,, contains all those chains, and 
only those chains, that are of ordinal type 7. 

Our object is to re-arrange all the chains in the K’s in other classes, which 
we will call »K-classes», and these can be defined as follows. A »K-class» is a 
class of chains such that (T) it contains chains respectively of all types less than 
some ordinal number y, and (II) if x and y are members of the K-class, and the 
type of x is greater than that of y, then y is a segment of x. It is evident 
that a K-class determines uniquely a single chain, such that the K-class is 
composed of the segments of this chain and that, if y has no immediate prede- 
cessor, the chain determined by the K-class whose members are respectively of 
all types less than y, is of type y. 

If there is a chain which is a member of one of the A’s which exhausts M, 
the theorem is obviously proved. If there is not such a chain, we will fill up 

The undersigned does not accept the principal wiew on which is based the above paper 
of the regretted, highly esteemed mathematician Philip B. Jourdain, which paper seems to be 
the last one written by him. Bat it contains so many new points of wiew that I have thought 
I would do the mathematical Publie a service by publishing it. At the same time, however, 


I wish to point out that this journal will not to any further extent be at the disposal for 
papers of the same kind. G. Mittag-Leffler. 


(Cf. G. Mirrac-LErrFLER,»Die Zahl, Einleitung zur Theorie der analytischen Functionen», 
The Tóhoku Mathematical Journal, Vol. 17, Nos 3, 4. May 1920. — »Talet, inledning till teorien 
fór analytiska funktioner», Det Kgl. Danske Vid. Selsk., Math.-fys. Meddelelser, II, 5. 1920). 
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from the perfectly definite set of K’saset of K-classes, which can afterwards be 
proved to consist of all possible K-classes which contain one chain of each type 
of all possible M-chains. Each of these K-classes define a chain which is of 
higher type than any M-chain; so that it is impossible that there should not be 
a member of some X which exhaust M. 

Before we can assume that there is an ordinal number so great that every 
M-chain is of type less than this ordinal number, we have to prove that it is 
impossible that the series of A's is of the same type as the series of all ordinal 
numbers. This can be proved quite simply. 

The rule for re-arrangement of the A's in K-classes is defined by an induction 
which in general is transfinite, and which does not depend on Zermelo's principle 
of arbitrary selection. 

If we take K,, we can evidently arrange without arbitrariness all the mem- 
bers of X, in unit K-classes. If now all the X's whose suffixes are less than 7 
are arranged in K-classes, we can give a rule for arranging all the members X, 
among the K-classes just mentioned. Consider the cases: — (I) 7 has an imme- 
diate predecessor ; — 1; (II) y has no immediate predecessor. 

(I) In this case, if there is a class X,, put for the moment with each member, 
x, of K, ; all the members of X, which continue z. Then replace this complex 
by a set of which each member is a member of X, associated with 2. By this 
means we finally get the whole set of /'s of which the suffixes are equal to or less 
than y into a set of K-classes of which each consists of chains of all types equal 
to or less than y. 

(II) In this case, each of the K-classes consists of chains respectively of all 
types less than y... By what has been said before, the chain defined by any 
one of these K-classes is of type y. 

We have thus obtained a chain of type greater than any M-chain. The 
only alternative is that some M-chain exhausts M. 


I. 


In a famous memoir published in 1883, GEORG Cantor! states that any 
well-defined aggregate whatever can be brought into the form of a well-ordered 
aggregate, and promised to return in a future publication to this »law of thought 
which seems to be both fundamental, rich in consequences, and particularly remark- 


+ Math. Ann, Vol. XXI, p. 550; or Grundlagen einer allgemeinen Mannig faltigkeitslehre, 


Leipzig 1883, p. 6. Cf. Cantor's Contributions to the Founding of the Theory of Transfinite 
numbers, Chicago and London, 1915, pp. 62, 62, 66. 
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able for its generality». This promise was never fully carried out, and it is not 
diffieult to guess why it was not carried out. In fact, it seems! that, to well- 
order a given aggregate M he imagined an arbitrary selection of a member m, 
of M and laid down that m, schould be the first in a well-ordered aggregate; 
then he imagined a selection of any other member m, from the remaining part 
of M, and laid down that m, should be the second in the above well-ordered 
aggregate, and, in general, he imagined that, after any finite or transfinite num- 
ber of members have been selected from M, any member of the remaining part 
of M is chosen as the member of the above well-ordered aggregate to follow 
immediately all the m/s already chosen. This process suggests itself at once?; 
but the fact is that it is not sharply defined and cannot, then, be regarded as 
a method of strict proof.’ If, indeed, we have to select a finite number (x) of 
members from an aggregate M, we can do so arbitrarily — provided, of course, 
that M has as many as » members. But if we are merely given that M is 
infinite, and we are required to select an infinity of members from M , we cannot, 
since specification one by one of an infinity of members is naturally impossible, 
decide which members are selected and which are not unless we imagine a rule 
to decide the question unambiguously. Since such a rule must be expressed by 
a finite number of symbols none of which, like » ... », sometimes indicates vaguely, 
we get a demand for »definability in a finite number of words». Thus, KRONECKER 
held that a definition is permissible only if in every case it can be tested by a 
finite number of inferences.* 

When Cantor gave a proof that every transfinite aggregate 7 has parts 





* For example, Harpy explicitly used it in the paper to be mentioned below. In my paper 
of 1904 also mentioned below I first relied on Hardy's result, but afterwards (Math. Ann., Vol. 
LX, 1905, p. 68) made use explicitly of the notion of an infinity of arbitrary selections (cf. 
Rev. de Math., Vol. VIII, 1906, p. 9, note 1). 

? Boren (Math. Ann. Vol. LX, 1905, p. 195, and Leçons sur la théorie des fonctions, Second 
ed., Paris, 1914, pp. 135—181). Any reasons Borel may have had for his rejection of a series of 
arbitrary choices are not given, and it seems that he passed over an important logical point 
involved, since he admitted any enumerable infinity of choices and rejected a non-enumerable 
infinity of choices (cf. Honsox, The Theory of Functions of a Real Variable and the Theory of 
Fourier's Series, Cambridge, 1907, p. 210, note; cf. pp. 196—197) Borel made use of an enumer- 
able infinity of choices in the above Lecons, for example, pp. 12—13. 

* H. Weser, Jahresber. der D. M. V., Vol. II, 1891—2, pp. 20; Math. Ann., Vol. XLIII, 1893, 
p. 15. See also Hosson, op. cit., pp. 196—197. Cf. Scnoexrites, Encycl. der math. Wiss., Vol. I, 
Part r, p. 188, Die Entwicklung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten, Leipzig, 1900, p. 5, 
and Entwicklung der Mengenlehre und ihrer Anwendungen, Leipzig and Berlin, 1913, pp. 6—7. 

5 Math. Ann., Vol. XLVI, 1895, p. 493; Contributions, p. 105. On p. 205 of the Contributions, 
I wrongly assumed that Cantor, like Russezz (The Principles of Mathematics, Cambridge, 1903, 
pp. 122—123) selected each ¢ arbitrarily. 
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taken away a finite number (¢,,¢,,...,6-1) of T, the always remains the 
possibility of taking away a further member /,. From this the question arises 
as to whether we can give such a rule, whatever our 7’ may be; but, if we accept 
as an axiom that we can always do so, Cantor's proof is perfectly valid. It 
must be noticed that in many other cases the process of arbitrary selection of 
an infinity of members was carefully avoided by Cantor. Thus, hedefi ned the 
multiplication of two cardinal numbers!, and, although the extension of this 
definition to a transfinite number of cardinal numbers immediately suggests itself 
and leads, if the possibility of an infinity of arbitrary selections is admitted, to 
a definition of the exponentiation of a cardinal number by a transfinite cardinal 
number, yet, he preferred to give* an independent definition of the latter process 
which is not at first sight connected with the definition of multiplication appar- 
ently because the independent definition could be formulated without any use 
being made of an infinity of arbitrary selections. Where Cantor did use the 
principle of arbitrary selection was in a case in which that use was so little 
apparent that it was only discovered long afterwards.? Still the principle of 
selection was used both explicitly and implicity by many other mathematicians, 
and sometimes in work of which Cantor expressed approval.* 

But Cantor explicitly accepted as an axiom this principle of selection in the 
problem of well-ordering any given aggregate M. The proof of this well-ordering 
seems to have been completed about 1895, and, though not printed, was commu- 





! Math. Ann., Vol. XLVI, 1895, p. 485; Contributions, p. 92. 

? Math. Ann. Vol. XLVI, 1895, p. 487; Contributions, p. 95. SCHOENFLIES drew attention to 
the fact, which must have been the one that led Caxror to his definition, that multiplication 
could be defined for an infinity of cardinal numbers. The idea was worked out in the symbols 
of »mathematical logic» by A. N. WmrireHEAD (Amer. Journ. of Math., Vol. XXIV, 1902, pp. 
383—385), who did not however mention that the essential idea is due to ScHoENrLIEs; although 
elsewhere (ibid. p. 367) he mentioned Schoenflies’s book. The fact of an axiom being required 
here and in many other cases was certainly not noticed by either Whitehead or Russell before 
1903 (ef. ibid., pp. 368, 380; RussELL, op. cit, pp. 122—123; and my paper in Quart. Journ. Math., 
1907, p. 364) and was not pointed out by them in print until after Zermelo's discovery was 
generally known. In many cases it was Zermelo or others who also were not »mathematical 
logicians» who first pointed out that the principle of arbitrary selection is tacitly used in much 
mathematical reasoning (cf. Math. Ann., Vol. LIX, 1904, p. 516; Vol. LXV, 1908, pp. 113—115). 
From this and from the historical remark in my above-cited paper (pp. 360—366), it must, I 
think, be concluded that »mathematical logic» has not been of help in perceiving the logical diffi- 
culties that beset an infinite series of arbitrary choices. It has not been of any help in solving 
these difficulties. 

* Of. Contributions, p, 205. "The first to publish a remark that the principle of selection 
was used in this place seems to have been Zermelo (Math. Ann., Vol. LXV, 1908, p. 114, fifth 
paragraph). 

* Thus, in letters to me he expressed approval of the method of Hardy (1903) referred to 
below, and the discovery (1904) of Junius Kénie on the infinite products of certain cardinal numbers 
— which depends on the legitimacy of making an infinity of arbitrary selections. 
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nicated to HıLBERT (1896) and DEDEKIND (1899). If W is the system of all 
ordinal numbers, Cantor? considered it as evident that any given aggregate M 
either is equivalent to a part of W or else that M contains a part P equivalent 
to W. In the latter case Cantor discovered the following contradiction: If 3 is 
the ordinal type of W arranged in order of magnitude, 9 is an ordinal number, 
and hence, since the type of an aggregate with no last term is of higher rank 
than any term of the aggregate, 9» 8. This last contradiction is closely aliied 
to the well-known contradiction published by BurAL--ForTI in 1807. 

In 1903 Harpy published a construction, in the continuum of real numbers, 
of an aggregate of cardinal number K,. In the introduction to his paper he 
advanced the argument that, given any aggregate M whose cardinal number is 
greater than N,, we can choose from it successively individuals corresponding to 
all the numbers of Cantor's first and second number-classes; if this process were 
to come to an end, the cardinal number of M would be K,, so that we must 
conclude that its cardinal number, by the »equivalence theorem» first proved by 
SCHRÖDER and BERNSTEIN, is equal to or greater than w,.? Further, if it is 
greater than N,, it is equal to or greater than K,, ond so on; and if it is greater 
than K, for all finite values of », it must be equal to or greater than Sq, for we 
can choose individuals from M corresponing to all the numbers of the first, se- 
cond, third, ..., th, ... number-classes. And, by a repetition of these two 
arguments, we can shew that, if there is no Aleph equal to the cardinal number of 
M, the latter cardinal number must be at least equal to the cardinal number of the 
aggregate of all ordinal numbers — or of all Alephs, and so must be greater than 
any Aleph. This principle of selection was used in the construction given by 
Hardy of a set of points of cardinal number K,, but it was not very evident that 
it did so, since a method of proceeding for some way past w was actually given.* 

It was the general argument of Hardy just described, together with a dis- 
proof of RussELL’s statement, in his book of 1903, that the series of all ordinal 
numbers is not well-ordered, that prompted me, in 1903°, to use Burali-Forti's 
contradiction to prove that, if an aggregate cannot be well-ordered, it must be 





! Cantor communicated this proof to me on November 4, 1903 because I had previously 
communicated to him (October 29, 1903) an almost identical proof which I bad independently 
discovered. 

? In his letter just mentioned, Cantor wrote: 

»Nimmt man nun irgend eine unendliche Vielheit V und setzt voraus, dass ihr kein Aleph 
als Cardinalzahl zukommt, so betrachte ich es mit Ihnen als einluchtend, dass in dieses V das 
System W hineinprojicirt gedacht werden kann;...» 

* References to this and some other papers to be dealt with below are given in my 
above-cited paper of 1907, pp. 563—365. 

* Cf. Honsox. op. cit., pp. 191—194, 207—208, 210—211. 

^ Phil. Mag., January, 1904, Series 6, Vol. VII, pp. 61—75. 
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susceptible of having a contradiction proved of it if we assume that it has a 
cardinal number or ordinal type. It will be observed that the validity of the 
process of making an infinite series of arbitrary selections was simply assumed 
by me in consequence of Hardy's work; but, in common with most other mathe- 
maticians, I was quite unconscious at that time of the fact that any unproved 
assumption was made by the admission of the principle of selection. 

The credit of being the first to publish definitely the wiew that a postu- 
late is involved in the theorem that any aggregate can be well-ordered is due 
to ZERMELO (1904) some months after my own paper just mentioned. Zermelo's 
object was the formulation of the axiom used when an infinite series of selections 
is made: mine was to solve a difficulty which arises when Zermelo's difficulty 
is overcome.! Zermelo returned to the subject four years afterwards, gave his 
postulate the form of a »principle of selection», and emphasized his view that 
this principle is the only one required in well.ordering an aggregate and was not 
touched on in my own attempt. The latter contention is quite true, and, in 
the paper that follows, I will give a definite rule which fulfils the purpose of 
the axiomatic principle of Zermelo, but from which it appears that the earlier 
argument brought forward by Cantor and myself does realiy, in spite of deceptive 
appearances, enter essentially into the proof that the rule is necessary and 
sufficent for the purpose of well-ordering. 


10% 


In LrBEsGUE's? proof of the theorem in which BoREL generalized a process 
used by Herne, the principle of arbitrary selection is not used, whereas it was 








Soc. (2), Vol. III, 1905, pp. 171, 184—185, and op. cit, pp. 195, 208—210) and Russell (Proc. Lond. 
Math. Soc. (2), Vol. IV, 1906, p. 29). However it appears from $ X that the two difficulties cannot 
be separated so much as Russell thought, while Russell (loc. cit., pp. 34—35, 43—44) failed to grasp 
that then my theory was that there is a class of ordinal numbers, but the series of all ordinal 
numbers has no type and no associated cardinal number (ef. my remark in ibid. p. 282) In 
consequence of $ IX below, it is necessary to admit that there is no such thing as a class of 
all ordinal numbers; and another point which my theory has led to be modified is due to the 
fact that there is a mistake in ibid, pp. 271—272. It seems impossible to avoid the theory that 
there are ordinal numbers beyond those indicated by Cantor, and from which . This theory 
has the avantage over the theory (held since 1905) of Russell, that it includes much more of 
the theory of the transfinite; while Russell's very limited theory does not exlude false appear- 
ances of elasses at all more effectively than my present theory. 

* Leçons sur l'intégration et la recherche des fonctions primitives, Paris, 1904, pp. 104—105; 
ef. Harpy, Cource of Pure Mathematics, Second ed., Cambridge, 1914, pp. 186—188; and Scnorx- 
FLIES, Op. cit. 1900, pp. 51—52, Part II, Leipzig, 1908, pp. 76—80, and op. cit., 1913, pp. 234—252. 


A proof that every aggregate can be well-ordered. 245 


the theorem, for the linear continuum of real numbers, is that an infinity of 
given intervals for which every point of the continuum is in the interior of at 
least one of these given intervals may be replaced by a finite set of such inter- 
vals, without the property ceasing to hold that every point of the continuum 
is in the interior of at least one of these intervals; and, if we wish actually to 
select the sought finite set of intervals in the case where each one of the infin- 
ity of intervals given in the theorem has no first or last or other particul- 
arized member, there seems to be no alternative but to use the principle of arbi- 
trary selection. In the theorem on uniform continuity proved by Heine after 
Cantor, in which a case of the theorem was first used, the principle was not 
required, since the intervals had ends; but, in the first proof of Borel, an ar- 
bitrary selection was made at each of an infinity of steps. 

Lebesgue proved that, if the right-hand end (5) of the continuum of (a...b) 
of real numbers which is to be covered by some finite set chosen out of the 
infinity of intervals given in the theorem is not reached by some finite selection 
made out of the latter set of intervals, there must be a point + to the left of 
b which is either the last point that we can ever reach from a or the first point 
that we cannot reach when all possible finite selections are considered. Then 
at once results the inconsistency of the existence of such a point x with the 
conditions that the set of intervals in the theorem is required to fulfil. Hence 
b must be reached by some finite set selected out of these intervals. 

The use of an argument like this, when we replace the continuous series 
(a...b) by a series (S) of ordinal numbers in order of magnitude and deduce 
conclusions about the least ordinal number which is not reached by the various 
segments of S such that each of them images, in a one-one correspondence, some 
part of a given aggregate M, must have suggested itself to many as possibly 
leading to a means of well-ordering M; but such an analogous argument resting 
on all the possible well-orderable parts of M were first published by Hanrocs.! 
However, Hartogs did not refer in any way to Lebesgue. Hartogs’s chief re- 
sult is the proof, which does not depend on Zermelo's principle, that, for any 
aggregate M, there is a well-ordered aggregate whose cardinal number is neither 
less than nor equal to that of M. Thus, from Hartogs's theorem results that, 
if all aggregates are comparable, any aggregate can be well-ordered. This co- 
rollary, however, has long been known?, and was proved, though not in these 
words and not in a forcible way, by Cantor as early as 1883. It is the result 


! »Über das Problem der Wohlordnung», Math. Ann., Vol. LXXVI, 1915, pp. 438—443. 
? Of. my paper of 1907 cited above, p. 566. 


246 Philip E. B. Jourdain. 


spoken of just before that is the truly interesting part of Hartogs's paper.' 
To obtain this result, Hartogs's process can be greatly simplified by introducing 
the consideration of ordinal types and the concept of a »chain» which we will 


now proceed to explain. 


III. 


Consider all those parts of a non-null aggregate M which can be well- 
ordered, and suppose these parts to be well-ordered in all possible ways. We will 
call a part of M which is well-ordered in ordinal type y an »M chain of type y», 
provided that the same part in different orders — even though the part in all 
these orders may be of the same ordinal type — forms different »chains».? 

Of course we do not assume tbat one of the M-chains exbausts M, or, for 
example, M lacking some one member: this is what we have to prove: all that 
is necessary for the validity of what follows is that: 0 is an M-chain’ is not 
false for all 2s; and this is evidently so if M has any members at all, for we 
can then select arbitrarily M-chains of, say, one member. 

A chain P is said to be a »segment» of a chain Q if P is identical with 
the chain whose members precede some member of Q. In this case, we will 
also say that Q »continues» or »is a continuation of» P. 

The concept of »chain» allows us to state more shortly than usual an ap- 
parent difference that we meet when we consider various aggregates with a view 
to well-ordering. In the first place, it seems, at first sight, evident that, if 
chains respectively of all types less than w can be found among the M-chains 
there is an M-chain of type w. This has been admitted, for example, by DEDE- 








! Jt must be mentioned that, as is shown below in $ X, this result depends on an axiom 
formulated by Zermelo in 1908, which is other than the principle of selection and which can 
be proved by using —  &, it seems, only by using — the principle of selection or my rule 
given below. 

? We may define a »chain», in a way which is, perhaps, preferable from a logical point 
of view, as follows. An »M:chain» is a class of couples (m, a), where m is a member of M and 
a is an ordinal number, and the couples are such that in each chain no m or a occurs more 
than once, and, if @ occurs, all ordinals less than a occur also. We will suppose that this chain 
is well-ordered by arranging the couples in the order of magnitude of the right-hand members 
(a). We say that a chain »exhausts» M if the class af left-hand members (m) of the couples of 
the chain consists of all the members of M. This new definition of the word »exhausts» ob- 
viously conforms closely to the usual sense if an »M-chain» is, as in the text, a part of M. 
It may also be mentioned that, in the sense of this note, an »M-chain» is a one-valued func- 
tion where the argument consists of ordinal numbers. Such functions are considered by Oswarp 
Vesey (»Continuous Increasing Functions of Finite and Transfinite Ordinals», Trans. Amer. 
Math. Soc, Vol. IX, 1908, pp. 280—292). 
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KIND, CANTOR, WHITEHEAD (1902), and RUSSELL (1903).! However, it is now re- 
cognized that an exact proof of this conclusion cannot be carried through except 
by using a form of Zermelo's principle of selection, or of what Russell and 
Whitehead called, from about 1904, »the multiplicative axiom». Indeed, White- 
head and Russell (1912)? carefully distinguished »inductive» from »non-reflexive» 
numbers, and contemplated the existence of numbers which are both non-induc- 
tive and non-reflexive. But there seems to be no instance that we can construct 
that shows the falsity of the above conclusion. On the other hand? it is pos- 
sible to show that chains respectively of all types less than w,, may be found 
among: the chains of an aggregate of cardinal number K,, although there is cer- 
tainly no single chain of type w, which can be extracted from that aggregate. 
Thus, it would appear that it is sometimes true and sometimes false that* if there 
are M-chains respectively of all types less than y, there is an M-chain of type y. 

We have assumed that M is not null, that is to say, that it has at least 
one member. Thus the class of M-chains has at least one member. If, then, 
we split this class into sub-classes such as Ks, — which class consists of all 
those and only those chains which are of type 5, — we may conclude, that X, 
is not null, but we do not assume, in general, that any other of these A's 
has members. But it is to be noticed that, if A, has members, every Ks, where 
ı<&<y, has members. If, for example, M is of cardinal number K,, there are 
such subclasses X: for all values of £ such that 1<§<w,, and we know on 
other grounds that this is so only for such A's. 

For a given M a particular X, either has or has not members; we may not 
be able to find out which of these two propositions is true, but, for the purpo- 
ses of our theorem, this is immaterial: the question is logically determinate and 
we merely have to prove that the class of members of all the AX’s can be rear- 
ranged as indicated below. It is essential to realize that we neither assume 
that the suffix of one of the K’s is transfinite, nor that it is not the case that, 
however great the transfinite ordinal number ¢ may be, there is an M-chain of 
type ¢. Both these propositions will be deduced from the construction given 
of chains which exhaust JM. 

A given M determines uniquely a series of classes A: belonging to it. If 
this series is arranged in the order of magnitude of the suffixes §, either 


! Se 8 I above. 

* Principia Mathematica, Vol. II, Cambridge 1912, pp. 3, 187—190, 207—210, 278—288. Ct. 
§ VI below. 

* In this paper, is the first number of the (2+ ) theory of »number-classes» of Cantor, 

* The problem indicated here is completely solved in $ XIV below. 
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there is a last term of thé series or there is not. If there is, let it be K;; 
then any member (say k;) of A; exhausts M. For if not, there would be 
a member (m) of M which is not a member of K;, and K; followed by m would 
be an M-chain of type À + r, whereas we have supposed that there are no M- 
chains of type 4+1. Further, if there are M-chains of type 4 but none of type 
à +1, it is evident that A is finite. Thus, if there is a last term X,, M is finite. 
In this case, a well-ordering of M is brought about by any member of K;. 
Thus, the only case which presents difficulties is that in which there is no 
last term in the above series of A’s. We shall, then, always assume in future 


that this is so. 


IV. 


Now Hartogs's chief result may be stated, with the help of the concepts 
defined in § III, as follows: Assuming that M is not null and that all the K’s 
together form an aggregate which is of the kind that does not give rise to diffi- 
eulties!, not only is there at least one K but also there is an upper limit to the 
suffixes of the X’s; let ¢ be this limit, then the cardinal number of M is not 
greater than that of a well-ordered aggregate of type ¢. Hartogs's other results 
follow obviously from this main result, and the conclusions of this main result 
follow obviously from — above all — the second of the assumptions given above. 
It only remains to show that this assumption is merely an equivalent form of 
some of the axioms formulated by Zermelo in 1908 to avoid difficulties in the 
theory of aggregates and adopted by Hartogs® In fact, Hartogs's? aggregate 
L, which is the same thing as the well-ordered aggregate of all the A’s, is to 
»exist», as Hartogs and others called a certain property* which holds in virtue 
of the axioms just mentioned, and this property would not subsist if the second 
of the above assumptions did not hold and would subsist if the assumption were 
to hold. The interesting and important part of Hartogs's paper thus seems to 
be the conclusion, which can easily be made by means of Zermelo's principle 
or the rule described below, but which is made by Hartogs without the use of 
any »principle of selection», that no M can be such that, if E is all ordinal num- 


bers in turn, there are A/-chains of type S. 





! This is merely the way of stating the axioms referred to in the test below, which exclude 
such aggregates as W. 

? Math. Ann., Vol. LXXVI, 1915, pp. 438—440. 

* Ibid., p. 421. 

* It might be as well to distinguish this property as »having being» from »existing» in 
the sense of having at least one member. Thus, the null-class will not »exist» but will »have 
being». 
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V. 

But examination of the classes A soon showed me that we can without 
difficulty go far beyond what Hartogs proved. 

Hartogs's process enables us to obtain certain information about the class 
of all M-chains, but not as to whether or no any of these chains exhausts M. 
In attempting to satisfy the need thus indicated, the difficulty before us is that 
any given M-chain of type 7 is continued by many others of type y 1, so that 
apparently we must select one of these at each stage of an attempted construc- 
tion of a chain to exhaust M. But the method at once suggested itself to me, 
that, where there are many continuations of type y+1 to a chain of type y, we 
should assign a repetition of this chain of type 7 to each of the chains men- 
tioned of type 74 r. 

We would start from A,, and, where x takes the values respectively of all 
the members of A,, would assign repetitions of x to each of those members of 
K, which continues x, and would, in general, where z takes the values respect- 
ively of all the members of A,, assign (I) repetitions of z to each of those mem- 
bers of A,4; which continues z, and also (II) all those M-chains which have 
been, by this rule, from y — 2 onwards, previously assigned to A,. Obviously, 
all the members of A:, where §<y+1, are thus transferred so as to form, with 
their repetitions. classes such that each one contains chains of all types from 1 
to y where each member continues all those members of the same class which 
are less in type. The series of A's to which this rule applies is of type w at 
least, for that series where the suffixes are all the finite ordinal numbers in 
turn is of this type. Further, we easily see that, if y has no immediate prede- 
cessor and we have a class of chains such that each chain continues all those 
of lower types and the chains are respectively of all types less than y, we can 
extraet without a »principle of selection» from the members of these chains a 
chain of type y. The series made up in turn of the lowest member of each 
continuation which is not a member of the chains continued is such a chain. 
In this way we can find chains of greater and greater ordinal types: some one 
of these must exhaust M, for otherwise, as we shall see in detail below, M would 
contain an aggregate equivalent to the aggregate of all ordinal numbers. 

These chains are, then, determined mediately, through certain classes of 
chains, and not immediately, as they are by Zermelo's principle of selection. 

Suppose, for example, that 7 is any finite ordinal number, the above rule 
of assigning a repetition of a chain of type y to each of its continuations of 
type 7+ı constitutes in combination with the further specification (II) above, 
a general rule for constructing without any arbitrariness several classes of M- 
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chains such that the members of each class are respectively of all types less 
than w, and it is particularly to be noted that each such class defines an M- 
chain of type w as the unique chain of which all the segments together make 
up all the members of the class. Notice that, if we are merely given that M 
contains chains which are respectively of all types less than o, but, if z and y 
are M-chains and the type of a is greater than that of y, then y is not neces- 
sarily a segment of x, then apparently we need Zermelo's principle of selection 
to conclude, from the fact that there are M-chains respectively of all types less 
than c, that there is at least one M-chain of type w. In general, where M is 
any aggregate, we will call a class of M-chains a »class of direct continuations» 
or, more shortly, a »K-class», when the class of M-chains is such that, if 
x and y are any members of the class and the type of x is greater than that 
of y, then y is a segment of x. 

We can prove, then, that there is an M chain of type w provided that we 
are given that there are M-chains of all finite types. Of course this determina- 
tion of a chain of type w is a theoretical determination exclusively; we are not 
concerned here with the actual construction, but only with the proof that this 
construction is logically determinate. 

In what follows, the class — which can be proved, in all the cases which 
interest us, to contain members — of all M-chains will be rearranged by the 
above rule, which will be stated below with the utmost precision, so as to form 
several K-classes. Of K-classes, as we must remember, we have the theorem 
that, if y is an ordinal number with no immediate predecessor and if the chains 
which are members of a K-class are respectively of all the types less than y, 
it follows, without the aid of any »principle of selection», that there is an .M- 
chain of type y. Each K-class mentioned above is proved to contain at least 
one member, and the rule arranges that, if all the chains of types less than y 
are distributed amongst these Æ-classes, the chains of type y, and there are 
always such chains ($8 III, V-VIT) unless M is finite — are also distributed 
amongst these K's in a completely non-arbitrary way. 

If M is of cardinal number K,, it is not exhausted by chains whose types 
do not belong to Cantor's second number-class, and, for any number of the 
second class, there is a chain which exhausts J/; secondly, the least ordinal 
number that is greater than the types of all these chains is w,; thirdly, every 
chain of type belonging to the first number-class, and some chains of higher 
types, are segments of some of the chains of types belonging to the second 
number-class; fourthly, each chain which exhausts M is not a segment of a chain 
of any other type. We shall find that there are analogies with all J's. 
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VI. 

We will now collect together some facts which seem to need continual 
emphasis, modify slightly our definition of »K-classes», and give an explana- 
tion of the notations which will be found convenient to use. 

If the class of M-chains contains chains respectively of all types less than y, 
we cannot, in general, conclude that it contains M-chains of type y. For example, 
the principle of the validity of an infinity of acts of arbitrary choice formulated 
by Zermelo has hitherto seemed to be necessary to conclude!, from the premiss 
that an aggregate has chains respectively of all types definable by »mathematical 
induction», that the aggregate has a chain of type w; and even the admission 
of this principle does not allow us to conclude, from the fact that an aggregate 
of cardinal number w, has chains respectively of all types less than w,, the 
demonstrably false result that this aggregate has a chain of type w,. But, if a 
class of M-chains is such that, if x and y are any members of this class and 
the type of 2 is greater than that of y, then y is a segment of x; then, provided 
that y is an ordinal number with no immediate predecessor, we can obviously 
conclude, from the premiss that the chains which are members of the class are 
respectively of all the types less than 7, that there is an M-chain of type 7. 
For, in this case, all the chains of types less than y build up, when they are 
put together in such a way that the identical parts of any two chains coincide, 
a single chain of type 7. We will express the fact that a class of M-chains is 
of the nature just considered, but where y need not necessarily lack an immediate 
predecessor, by saying that it is a »K-class» of M-chains. If a K-class (k) 
contains a chain (K) of maximum type, this K, we will say, »defines and is 
defined by» k; for the members of k are the segments of K and vice versa. 1f, 
on the other hand, & has not a member of maximum type, the chain K such 
that all the members of k are segments of it and all the segments of K are 
members of k will be a? chain »defining and defined by» &. Thus, if, and only 
if, k contains no chain of maximum type, no individual member of k is identical 
with K. As an example, let 


(Gi; 4,, 05; @,, Ay, da; ...) 


denote a K-class, the chains constructed with members a of M being of all types 


! Zermelo has concluded in this way in his paper »Sur les ensembles finis et le principe 
de l'induction complete», Acta Math. Vol. XXXII, 1909, pp. 185—193. 

? This Æ, it must be noted, also defines the A-class of which it is the member with the 
greatest type. Thus, if the type (ordinal number) of K has no immediate predecessor, we must 
be careful to specify which one is meant of the two K-classes which correspond to K. 
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less than w; the class then defines (if we take the nth member of the nth chain 
in the above order)! the chain 


CRU DA GING oon 


and this last chain defines the former class as the class of its segments. 

We will always reserve the letter »k» to denote a K-class, and »K» to 
denote the chain defined by or »corresponding to» k. Also »k’» and » K^» will 
be used to denote respectively another K-class and its corresponding chain. 


VII. 


The rule indicated in $ V is defined formally by induction, and this defini- 
tion is here, for ease of apprehension divided into four parts, the last of which 
is subdivided into two parts. But it is to be remembered that the rule is to be 
regarded as one whole; so that the results obtained at some stage of the rule are 
not necessarily the final results. 

I. The class X, defines uniquely a set of K-classes such that each of these 
K-classes contains one and only one member of X,, and all of these members 
taken together make up A,. In the other parts of this rule, other K-classes 
will be substituted for the K-classes just defined, yet other K-classes substituted, 
and so on. This will be done by processes which may be called »assignment» 
and »replacement». If we have a K-class (k') containing one or more members 
and an M-chain (K") which continues all the members of k', the result of assig- 
ning KA" to k' is the K-class whose members are the members of k' together 
with X". The new K-class, in which are preserved all the members of £', then 
replaces k'. The rule will give a method of making, in a perfectly determinate 
manner, a transfinite sequence of such assignments and replacements such that 
the whole class of M-chains is rearranged in a set of K-classes. Each M-chain 
will be, by the rule, repeated so as to form a definite set of copies, and each 
one of these copies is contained in one of these last K-classes. 

2. Since the class K, has members, distribute them all in the following 
manner. Where k, is in turn all the K-classes constructed in (x), with #,, which 
contains only one member (K,), put, for the moment, the class A’, of all those 
chains of type 2 which continue K,. This process is of course logically deter- 
minate and therefore involves no arbitrary selection. Then replace the complex 
(k,, K',) by complexes such as (k,, x), where x is in turn all the members of 
K', and in each of those latter complexes »assign» x to k,; so that we thus 





! Of course the members of a A-class have no intrinsic order of their own. 
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obtain, instead of the k,’s, several K-classes of which each contains a repetition 
of K, and one of the members of X',: these last K-classes are to contain between 
them all the members of K',, and each of them is to contain a chain identical 
with K,. Note that our reasoning does not depend on any particular selection 
of x: for z is merely what PEANO called an »apparent variable» in the definition 
of K-classes with two members. All the members of X, and X, are arranged 
as members of the £,'s; indeed, each member of %, is repeated in order to construct 
k,'s, and, since we have replaced all the K-classes constructed in (1) — which 
have but one member each, — by K-classes which contain repetitions of these 
members of type r and also members of type 2, we have left over no K-classes 
with only one member. 

3. The class X, has members. Where %, is, in turn, all the K-classes con- 
structed in (2), with k, put, for the moment, the class A’, of all those M-chains 
of type 3 which continue the chains in k,. Then replace the complex (k,, A.) 
after »assignment» of the same nature as that described in (2), by several K-clas- 
ses of which each contains the members of k, and one of the members of K’,: 
these classes are to contain between them all the members of K',, and each of 
them is to contain chains identical with those in £,. Thus, all the members of 
K,, K,, and K, are arranged as members of K-classes of these members, and 
there now remains no K-classes containing one or only two members. 

4. We will now describe in general how, if all the A’s of respectively all 
the suffixes less than y have been arranged by a definite process in K-classes, 
such that each K-class contains one member out of each A: where £< y, the 
class K,, which we will prove always to have members under this hypothesis. 
— which is fulfilled except in some cases where an M-chain of type less than 7 
exhausts M, — can be rearranged by a definite process which is such that the 
arrangement for those A:s where £ < y is unaltered!, so as to assign one member 
to each of the K-classes formed by repeating the above ones in a definite set. 
We have given a definite process for the cases 7 — 1, y — 2, and y = 3; a process 
will be defined successively for y — 4, 5,..., and indeed for all ordinal numbers 
7 in which either (a) y has an immediate predecessor, or (b) y has not an imme- 
diate predecessor. 

Let us consider these cases (a) and (b) separately. 

(a) Suppose that those A's whose suffixes are respectively all the ordinal 
numbers less than 7, where y has an immediate predecessor y — 1, have been 
rearranged in one definite way so as to form K-classes and that each one con- 


' Note that this condition is not fulfilled for a series of type of chains of an enumerable 
aggregate. 
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tains chains of respectively all types less than 7. Obviously, since M is not 
finite, X, has members. Where k,_, is, in turn, all of the K-classes just men- 
tioned, put, for the moment, with k,_, the class A’, of all those M-chains of 
type > which continue all the chains in k,_1. This process involves no arbitrary 
selection of members. Then, by »assignment» and »replacement», replace the 
complex (k,_ı, K',) by several K-classes of which each one contains repetitions 
of all the members of k,_ı and one of the members of K^, these K-classes are 
to contain between them all the members of A',. There is, as before, no arbitrary 
selection used to define these K-classes. We thus obtain from the k,_;’s and 
K,, by a process definite throughout a set of K-classes each of which (k,) defines 
and is defined by a chain of type y. All the members of all the A's of suffixes 
up to and including y are arranged as members of these k,’s, so that we have 
no K-classes containing only a finite number of chains! less than 7; and we can 
dispel any doubt as to whether in the replacement of the complexes just referred 
to, some M-chains may have been passed over. In fact, all M-chains of type 7 
are contained in A, and all the members of X,, and consequently of AK: where 
E «y, are evidently arranged in one or other of the k,’s just coustructed. 

(b) There only remains the case of y having no immediate predecessor. 
In this case, since the Æ’s of respectively all suffixes less than y are rearranged, 
by hypothesis, in K-classes such that each Æ-class contains one member from 
each Kz where $ € y, then each of these classes defines, in a manner, which does 
not depend on any »principle of selection», a chain of type y. For example, 
a K-class in which the members are respectively of all types less than c, and 
which may consequently be represented by 


(a; Gi, Ay; A, das Ag;~--3 Ay, 025 ds, sen) 


where it must be remembered that the continuations a,; @,, 4,; &,, a, Ay;... do 
not appear in any special order in the class, determines uniquely the chain 


AI As, ey 7 


7 


of type w, which is such that the above K-class consists of all segments of this 
chain of type » and of no other members. 

We conclude, then, that, if y has not an immediate predecessor, and each 
of the above K-classes contains one member from each X: where &<y, there is 


C If 7 is transfinite and has an immediate predecessor, it may be that there are chains 
of type 7—1 that exhaust M, and thus cannot be continued by any M-chain. See the end of 
next section, : 

? Of. SS V and VI above. 
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a K,. If there is a K-class (k) which remains without some chain of type less 
than y when all the K:’s, where £ «y, are rearranged, it can without difficulty 
be seen that the X corresponding to this k exhausts M. 


MIE 


As we see in tbe case of the cardinal number of M being N, if « is any 
number of Cantor’s second number-class, there is a chain of type « which 
exhausts M. Hence, when the above rule is applied to M, we must arrive at 
a k whose K is this chain of type «. This k cannot be added to, except possibly 
by X,at any subsequent stage of the rule!, and so, although the rule is not 
completed at the stage «, k is one of those K-classes that are constructed by 
the complete rule. 

The complete process just defined by an induction which is transfinite if 
— whether we are supposed to know it or not — the series of A's is transfinite 
and of type greater than c, thus defines a set of K-classes of which each one 
contains a single member from each K unless some one of these k’s defines a 
K which exhausts M, though some suffixes of the A’s may exceed the type of 
K. Every chain is accounted for among these K-classes; in the words, if K is 
the chain defined by any one (k) of these K-classes, all these chains K are such 
that any M-chain is either one of these K's or a segment of one of them. 

Let us say that the /'s to which the rule of 8 VII is applicable are »capable 
of a q-arrangement» to show now that every M-chain is arranged by the above 
rule in at least one of these k’s. Consider what would happen if there were 
M-chains which were not thus arranged. Let A; be the A of least suffix which 
has members not so arranged; then X, combined with those X£s for which §<y 
would not be capable of our g-arrangement, — and this is impossible by the rule. 

If we were to suppose that an aggregate M could have chains whose types 
are respectively all the ordinal numbers, we can conclude by the above rule’, 
that all the complete k’s define K’s whose types fulfil its impossible condition. 
This we shall do in the next section. 


IX. 


It might be argued that, given any ordinal number §, however great, there 
might always be M-chains whose types are £, because this does not imply that 
M has a chain of »the type of all ordinal numbers in order of magnitude», — 





! In fact, if M-chains other than A could continue as segment all the members of k, K 
would not exhaust M. 
? And also, rather more simply, by the argument of S 
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which would give rise to the contradiction discussed below, — any more than 
the supposition that M has chains whose types are greater than any given num- 
ber (v) of Cantor's second number-class implies that M has a chain of the type 
(w,) of this number-class arranged so that the numbers are in the order of their 
magnitude. But, in the case of the Fs, if we choose a number c, for £, we know 
that, since the cardinal number w, belongs to w,, there must be a series of type 
v, in every one of the chains defined by a K-class determined by the complete 
rule. For, if not, at least one of the chains last spoken of, does not contain a 
series of type w, and is therefore of cardinal number less than K,, and yet would 
exhaust M. For if it did not exhaust M, there would be at least one member 
(m) of M which would not be a member of the chain mentioncd, whose type, 
we will suppose, is o. But then we could construct, from this chain and m, a 
chain of type o--r, and this latter chain of type o+ı would be assigned 
by the above rule to the class determining this chain of type o. Hence each 
chain determined by the K-classes found by the complete rule has segment where 
types are respectively all the ordinal numbers i. We will now show that it is 
impossible that, however great the ordinal number 5 may be, the chain defined 
by a complete K-class is always such that it has a segment of type 5. Indeed, 
a chain such that, however great £ may be, it always has a segment of type 5, 
must be of the type (9) of »the series of all ordinal numbers». Now, we can 
prove that this series is well-ordered, for any part (P) of it which has any terms 
atall — say p — has a first term — namely the first term of the well-ordered series 
formed by p and those terms of P which precede p. Hence j? is an ordinal 
number, and hence £ is both the ordinal number of a series and a term of the 
series, so that 9» 9. This implies, of course, that the series of all ordinal num- 
bers is ordinally similar to a segment of itself, and thus that the series is not 
well-ordered; and therefore that there is no such thing as what we meant to de- 
note by the phrase »the series of all ordinal numbers», which would thus be both 
well-ordered and not well-ordered. But at present we only need the proof that 
it is impossible that a complete chain should have segments of all types. 

It must be noted that the proof given in the last paragraph holds, not for 
any class, but only for a K-class. 

It is only for a K-class that we can thus immediately conclude that, if, 
whatever £ is a chain of the class is of type §, then there would be a member 
of the type of »the series of all ordinal numbers»; just as, without using the 
theorem on wellordering or an application of Zermelo’s principle, we cannot 
conclude, from the fact that a class has chains of all finite types, that it has a 
chain of type w, unless it is a K-class. However, we have shown, in the first 
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paragraph of this section, that the apparently wider proposition is implied by 
the apparently less general proposition just proved. 


X. 

The theorem with which this paper is concerned seems to me unavoidably 
to depend on this proposition about »the type of the series of all ordinal num- 
bers», given by me!, and which was stated by Russell? — apparently on no 
grounds save the occasionally delusive ones of mere appearance — to have a 
purpose quite different from that of Zermelo's principle. Indeed, Cantor, in 
his unpublished proof of about 1895 that any aggregate can be well-ordered, — 
which I rediscovered independently in 1903?, — depens essentially on the propo- 
sition referred to. The merit of the proceeding seems to be that we can, by 
proving that, for a given JM, there is an upper limit for the suffixes of the X’s, 
find the relation between the suffix of the Aleph belonging to M and that of the 
ordinal number expressing »Hartogs's limit» (cf. $$ II, IV, VI, XII), and also 
avoid yet another axiom introduced by ZERMELO* and adopted by practically 
all German mathematicians? and some others. 


XI. 

We have then shown that there is, for any M, a smaller ordinal number 2, 
which is of course a function of M, such that there is no A of suffix equal to 
or greater than D, but that there are X’s whose suffixes are respectively any 
ordinal numbers less than £. We assume (cf. $ VIII) that none of these latter 
K's contain members which exhaust M; then the complete rule given above en- 
ables us to construct several K-classes each of which contains one chain from 
each X. Since then, ¢ has no immediate predecessor, each of these K-classes 
defines a chain of type C. It is quite essential to realize that, as is shown in 
$$ V and VI, we can conclude in this way for K-classes only, and that the rule 
reduces the class of M-chains to a set of K-classes. Since, however, there are 
no M-chains of type £, our hypothesis that none of the A’s has a member that 
exhausts M must be false. Hence, if £ is the upper limit of the sufixes of the 








? Proc. Lond. Math. Soc. (2), Vol. IV, 1906, p. 29. 

8 Tt is important that Cantor seems to have been conscious that he assumed as axiomatic 
the principle of selection. I did not recognise that I had made any assumption until long 
afterwards (cf. Math. Ann., Vol. LX, 1905, p. 68). 

* Math. Ann., Vol. LXV, 1908, p. 261. 

5 Of. Journ. für Math, Vol CXXXV, 1909, pp. 86—90; Math. Ann. Vol. LXXVI, 1915, 
pp. 438—439. 


Acta mathematica. 43. Imprimé le 6 mars 1922. 33 
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XII. 


We have, then, proved that, for any M which is not null, there is a class 
of non-null and complete K-classes such that each of the latter classes defines 
and is defined by a chain that both exhausts M and is of type less than some 
type £, say. Of the ordinal numbers greater than the type of this chain, there 


I 


is one that is the least; let it be denoted by Z'. This ordinal number ¢' must 


have an immediate predecessor; for if it had not, the chain itself would be of 


type Z', and so £&' would not be the least ordinal number that is greater than the 


"is the first number 


type of the chain. Hence Z' is of the form €"+1. Now, & 
of one of Cantor’s number-classes; for if there were numbers of the same num- 
ber-class which were less than the ordinal number just mentioned, this ordinal 
number would not be the least to which would belong chains which were not 
continued by other chains of M. We may thus denote ¢" by w,, so that N; is 
the cardinal number of M. Consequently, the least ordinal number that is greater 
than all the types of chains of M is wj41.! 

Since any aggregate M can thus be well-ordered, any part of M, in the de- 
finite order chosen (say of type «;), has a lowest number which can be cor- 
related to the part as the »specialized» member; and thus Zermelo's principle 
can be proved. 


XIII. 


We may now sum up what has been proved. Let M be my aggregate which 
we will assume to be neither null nor finite. Let ¢ be any ordinal number wbat- 
ever; the set of those classes of M-chains for which 1 «i «Z, where it must be 
noted that we do not assume that there is a K;, is said to be »capable of a 
q-arrangement» if there is a class of K-classes such that, if k is any member of 
t, either K exhausts M, or k has one member from each of the above K¢s, or 
both. If then, K does not exhaust M, it must be of type y — 1 or y according 
as y; has or has not an immediate predecessor. In the above rule, one definite 
process was given for putting all the A's belonging to M in a g-arrangement, 
and so the question as to whether one and the same set of K’s has more than 
one possible g-arrangement was not touched upon in the above proof. However, 
it may be seen without difficulty that a set of Ks (E <EË) can be g-arranged in 


! This is the type of that chain (D) which may be said to »limit» M (cf. S VID, and was 
founded by Harrocs (Math. Ann., Vol. LXXVI, p. 4—40) unnecessarily on a non-logical axiom. 
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one and only one way. The M-chains, then, can be so arranged, and $$ IX and X 


show that there is an M-chain which exhaust M. 
Our $ XII then gives us the types of all the M-chains that exhaust M. 


XIV. 


In this section we return to the question as to the circumstances under 
which we may infer from the premiss that there are M-chains respectively of all 
types less than y, that there are M-chains of type y. Some examples are given 
of various 7’s for which the above inference holds or does not hold; and, finally, 
an exact determination, resting on the rule of $ VII or the principle of Zermelo 
which it establishes, of all the 7's without exception for which the inference holds. 

We can conclude generally from chains of types less than y if y is the upper 
limit of ordinal numbers such that to each of them belongs a different cardinal 
number. Thus, if y is w, to each of the ordinal numbers less than w belongs a 
different cardinal number; if y is w,, the cardinal numbers belonging to the ordinal 
numbers less than y form, in order of magnitude, a series of type c +1, of which 
y cannot be the upper limit; if y is w,, where » is a finite ordinal number; if y 
is w», besides being the upper limit of a series of type wo, y is the upper limit 


4 
of, for example, the series of type w: 


ah bracelets 
to which the series of type w of different cardinal numbers: 
KH S PE Meet: 


belongs.! If, then, M has chains of all the types less than w,, it has one of 
type o». If y is os, 7 is the upper limit of series such as 


COLE bn Sib e.g ED UP sig. COS. TN COS 
or 


Din Vola 3:15 1-120159 nn. 





! Russezz and WHITEHEAD, basing their attitudes on their theory of »logical types», hold 
that there is no reason to think that there is a series of type wo. But, on the one hand, the 
extent to which Cantor's ordinal numbers are preserved in this theory has been stated differ- 
ently at different times and is not yet fixed (cf. Russert, Proc. Lond. Math. Soc. (2), Vol. IV, 
1906, p. 46; Rev. de Metaphys., Vol. XIV, 1906, p. 639; Amer. Journ.. Math., Vol. XXX, 1908, pp. 
258, 261; WHITEHEAD and RussELL, Principia Mathematica., Vol. II, Cambridge, 1912, pp. 189—190; 
Vol. III, Cambridge, 1913, pp. 170, 173, and, ond the other hand, it is not quite evident that 
there is not a wth logical type in some sense analogous to that in which the number which 
Cantor denoted by »w@»r immediately follows those ordinal numbers obtained by exponentia- 
ting w with v, but is not w exponentiated by w. 
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which are of types w, and w respectively, where to each member of these series 
belongs a cardinal number which differs from that belonging to any other ordinal 
number in the same series. Again, if y is w,,, 7 is the upper limit of the series 
of type o: 


(Qj, Wi,...3, Way Vatls+++35 Das... 


where « is any number of the second number-class, to which belongs a series of 
type o, of the Alephs less than K,, in their order of magnitude. Here if M has 
chains of all types less than 7, then it has one of type y. Lastly, if M has 
chains of all types less than c-r r, it must have a chain of type w. +1. 

Let us now consider, quite generally and in succession, all the kinds of 7 
for which we can or cannot conclude, from the premiss that M has chains of all 
types less than 7, that M has chains of type 7. 

(x). If M is finite, it has a chain of maximum type. Suppose that this type 
is ;—1; then M has chains of all types less than y. Evidently we cannot con- 
clude that M has a chain of type y. The case of M having only chains of all 
types less than some ordinal number which is less than c is thus disposed of, 
and consequently in future we will exclude the case of M being finite. 

(2). If there is an M-chain of type y', less than 7 and such that the cardinal 
number of any chain of type y! is equal tothe cardinal number of any chain of 
type y, we can, since then y belongs to the second number-class at least and is 
not the first of any number-class, conclude that M has a chain of type 7 from 
the premiss that it has chains of all types less than y. 

(3). There only remains the case of y being the first number of a number- 
class which is not the class of finite ordinal numbers. Let, then, y be represented 
by ws. If i has an immediate predecessor, it may be that the cardinal number 
of M is w;, where À is such a number as is referred to under that notation in 
$ XII, so that £ is 44- r. In this case, the type y is not reached by any M-chain, 
although there are M-chains of respectively all the types less than it. Conse- 
quently, if ¢ has an immediate predecessor, it is established that it cannot be 
inferred generally that, if M has chains of respectively all types less than y, it 
has chains of type y. 

(4). Thus, there now only remains the case that ¢ is a limit-number. By 
$ XII we know that in this case y is always reached by some M-chains; for any 
type that is not reached by a chain of some M or other is of the form 4+1, 
and we cannot have £=A/+1 if & is a limit-number. We may also argue as 
follows. Since cw; is upper limit of numbers co: to which different cardinal num- 
bers correspond, if we are given any definite M having chains of all types less 
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than we, all the chains that exhaust M must contain as segments chains of all 
those types ws; for, if not, M would be exhausted by a chain whose cardinal 
number was less than that of M. Thus, any complete K-class has members of 
all the types w:, so that the type of the chain determining and determined by 
this class is at least we. 


XV. 


The above method is somewhat analogous to that by which all possible permu- 
tations of a finite set of things can be constructed systematically and without any 
arbitrary selections whatever.! If, indeed, we are given a finite set S of » things, 
we may construct all possible permutations n at a time by (1) putting each member 
(x) of S in correlation with all those of S, splitting up this correlation by imagining 
several members identical with x and correlating each one of them with each of 
the members of S, and, in the couples thus obtained, striking out those in which 
the same member occurs more than once; (2) doing much the same with the 
couples, — correlating each (z) with all of S, then z with each of S, regarding 
the couple thus formed out of a couple and an individual as a triplet of indi- 
viduals, and striking out each triplet in which a member occurs more than once; 
(3) proceeding thus so as finally to get n-plets. It is easy to modify this rule 
so as to apply to an infinite S by making each process depend, not on »its 
predecessor» but, on all its predecessors; and this seems the simplest method 
of well-ordering an aggregate. But in this paper, the chains that exhaust M are 
not directly built up out of members of M, but are very simply defined by 
classes of certain chains which do not necessarily exhaust JZ. The reason for 
this is that this method grew out of an attempt to extend the considerations 
of Hartogs, which started from the — obviously non-null — class of M-chains. 
In what precedes the chains that exhaust M are defined by certain classes of 
chains (»K-classes»), because such classes are evidently non-null, so that no doubt 
can arise of the existence of a chain defined by such an entire class determined 
by a wholly definite rule — though the class is infinite in extension. 





1 I have brought forward this point of view in Science Progress, Vol. XIII, 1918. 
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— XXXII + 483 pp. 8. 1919. L. 9:50. 


Simboli ideograf. fondam. — Operatori, coppie, terne, ... , operazioni, relazioni. — 
Algoritmo ideograf. in generale. — Definizioni. — Alcune applicazioni. 
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MARCOLONGO, R., Il problema dei tre corpi da Newton (1686) ai nostri giorni. 
(Manuali Hoepli. Ser. scientif. 403, 404, 405.) — VII + 166 pp. 8. 1919. 
L. 4: 50. 

Lavori dei geometri del secolo XVIII. -— Riduzione delle equazioni differenziali 
all'ordine minimo. — Probl. degli n corpi. Casi partic. — Integrali algebr. ed uniformi 
del probl. degli n corpi. — Soluzioni approssim. per serie infin.; per serie trigonometr. 
Ricerche di Sundman. — 1l probl. ristretto dei tre corpi. Soluzioni period. 


Carl Koch, Verlagsbuchhandlung. 
Nürnberg. 


KILLERMANN, ANTON: Beweis des Fermat’schen Lehrsatzes. VII + 86 pp. 1916. M. 4. 


1. Allgemeines — 2. Ableitung d. Bildungsgesetzes für À, B, C in der Gleichung 
A” + B" = C^. — Bildungsgesetzen für ungeradzahl.-Exp., u. s. w. Unters. für unendl. 
Werte. — Betr. d. Ferm. Gleich. für ung. Exp., wenn C = gerade Zahl. — Allgemeines 
über Bildungsges. für A, B u. C wenn » gerade. — 3. Erw. d. Dildungsges. f. A, B 
u. C. — Bestimmungsgleichung. — Symmetr. Bildungsges. für unger. ». — Bildungsges. 
wenn C ger. u. n ung. — 4. Ableit. d. Bildungsges. u. Bedingungen für » gerade, wenn 
die in den Bildungsges. für A, B u. C auftretenden Variabl. beliebige Fakt. mit » ge- 
meins. haben mit Einschl. ger. Zahlen. 5. Übersicht. — Zusammenfassung d. Lósungen 
in ein einziges Dildungsges. 


C. L. Krüger. 
Dortmund. 


TIMPENFELD, P., Tabellen der Quadrate von 1 bis 12000, Kuben von 1 bis 2500, 
Quadrat- und Kubikwurzeln von 1 bis 1200, Kreisumfünge und -inhalte von 
1 bis 1200. 9:e Aufl. 123 pp. 8. 1920. M. 12: — geb. 


Universidad Nacional de La Plata. 
La Plata (Rep. Argentina) 


Universidad Nacional de La Plata. — Contribución al estudio de las ciencias fisi- 
cas y matemáticas. Serie técnica. Vol. 2: 3*. No. 46. — 399 pp. 8. 1920. 


Juno R. Castıseiras: Calculo de estructuras de hormigón armado.  Esfuerzos de 
corte. Adherencia. Tensiones principales. Anclaje, unión y separación de las barras. 


Verlag von B. G. Leopolds Universitätsbuchhandlung (Paul Babendererde). 
Rostock. 
BangNEWITZ, F., A. Einstein’s Relativitütstheorie. Versuch einer volkstümlichen 


Q 


Zusammenfassung. 3:e verb. Aufl. 7.—10. Tausend. — 16 pp. 8. 1920. 
M. 2:—. 
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Longmans, Green & Comp. 


London. 


SILBERSTEIN, L, Elements of vector algebra. With diagrams. (7) + 42 pp. 8. 
1919. 5 s. 6 d. 


Vectors defined. Equality of vectors defined. Addition of vectors. Subtraction 
of vectors. Scalar product of two vectors. The vector product of vectors. Expansion 
of vector formulae. Iteration of vectorial multiplication. The linear vector operator. 
Hints on differentiation of vectors. 


Young, J. W. A., The teaching of mathematics in the elementary and the secon- 
dary school New ed. New impr. (American teachers series. Ed. by James 
E. Russell. — XVIII 4 359 pp. 8. 1920. 7 s. 6 d. 


Study of the pedagogy of mathem. — Purpose and value of the study of mathem. 
in prim. and second. schools. — Methods and modes. — The heuristic method. — The 
individual mode. — The Perry movement; the laboratory method. — Miscell. points of 
method and mode. — Preparation of teachers; mathemat. clubs. — Material equipment. 
— The curriculum of math. — Definitions and axioms. — Teaching of arithmetic. — 
Teaching of geometry. — Teaching of algebra. — Limits. — Index. 


Macmillan & Co, Ltd. 
St. Martins street, London W. C. 


Cusack, J., The arithmetic of the decimal system. — XVI + 492 pp. 8. 1920. 6s. 


Introduct. A decimal syst. What does it mean? How to express divisions a. 
subdiv. of a unit by the dec. syst. The simple rules. Applicat. of the dec. syst. to 
everyday calculations. Multiplicat. a. div. of money. Applicat. of the dec. syst. to 
caleulat. resp. money.  Applicat. of the dec. syst. to money, to weights, to measures. 
Advantages of the dec. syst. in calculations further considered. Applicat. of the dec. 
syst. to questions of profit a. loss, to quest. resp. stocks, to calculat. resp. shares, to 
questions on alligation. The metric syst. Applicat. of the dec. syst. to the finding of 
compound interest. Answers. 


Junta para amplición de estudios e investigationes cientificas. 
Madrid. 


Laboratorio y Seminario Matematico, Publicaciones, t. 1—3. 1916—19. 8. 


1. Rey Pastor, J., Fundamentos de la geometria proyectiva superior. — 432 pp. Pes. 12. 

Geom. elem. Geom. super. El espacio proyect. La continuidad geom. La proyect. 

real. Cáleulo vector. proyect. El espacio compl. y la proyectividad compleja. La 

representación conf. proyect. Geom. proyect. de I. fig. alg. El concepto de curva 
analit. proyect. 
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2. FERNANDEZ BaNos, O., Estudio sintético de los espacios complejos de » dimensiones. 
Arenas Herrero, P. F., Operaciones financieras. 
Pinepa Y GuTIÉRREZ, P., Representaciones conformes segün el método de Bieberbach. 
RoDRÎGUEZ Sanz, J., Grupos de susticiones que dejan invariable un recinto plano circular 
mültiplemente conexo. 279 pp. Pes. 8. 

3. Araujo, RoBERTo, Las curvas W. 


Orts, José ArAcz, Resolución del problema de Dirichlet en algunos recintos elementa- 
less, Res. 


Isicuez ALMECH, J. M., Estudio de una correspondencia geométrica. Pes. 2: — 


Masson & Cie. 
120 Bd. Saint Germain, Paris 6. 


MOoUREU, CHARLES, La chimie et la guerre. Science et avenir. — 384 pp. 8. 
1920 Er 410 


Verlag v. Felix Meiner. 
Leipzig. 


Borzawo, BERNARD, Paradoxien des Unendlichen. Mit Unterstützung der Ge- 
sellschaft zur Förderung deutscher Wissenschaft, Kunst und Literatur in 
Bóhmen herausg. von der Philosophischen Gesellschaft an der Universitát 
Wien durch Anois HórrgR. Mit Anmerkungen vers. von Hans Hann. (Der 
Philosophischen Bibliothek Band 99.) — XI + 157 pp. 8. 1921. 


Verlag von Carl Meyer (Gustav Prior). 


Hannover. 


Greve, ApoLr: Fünfstellige logarithmische und trigonometrische Tafeln nebst 
einer grósseren Anzahl von Hilfstafein. Ausgabe A. 193 pp. 24* Aufl. 1921. 
M. 6:60 + Zuschläge. 


1. Fünfstell. Mantissen d. dekad. Log. aller Zahlen v. 1 bis 10.000.— 2. a) 
Tabelle zur Berechn. dekad. Log. auf 12 Dezimalst. m. 2 Beisp. Zur Erläut., u. s. w. 


[bj—f)] — 3. Fünfstell Log. d. trig. Funkt. v. Minute zu Minute....— 4. Fünfstell. 
natürl. Zahlenwerte d. trig. Funkt. v. 10 zu 10 Minuten. — 5. a) Die Maskelyneschen 
Formeln... b) Tafel zur Verwandl. d. Dezimalgrade in Minuten u. Sek., u. s. w. [c —h)]. 


— 6. a) Quadratzahlen v. 1 bis 1000 u. Kubikzahlen v. 1 bis 100., u. s. w. [b)—p)]. 
7. A. Astr. Tafeln. B. Physikalische Tabellen. C. Chemische Tafeln. — 8. Konstantentafeln. 
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C. F. Müllersche Hofbuchhandlung. 
Karlsruhe i. D. 


KIRCHBERGER, PAvr, Was kann man ohne Mathematik von der Relativitätstheorie 
verstehen? — VI 4 87 pp. 8. 1920. M. 25:—. 


Einleitung. 

Spez. Relativitätstheorie. 
Die neuen Tatsachen. Die Lorentzsche Deutung.  Einsteins Relativierung d. Rau- 
mes. Relativierung d. Zeit. Korrekturen u. Zusammenfassung. Die vierdimen- 
sionale Veranschaulichung Minkowskis. Philosoph. Schlusswort z. spez. Relativi- 
tätstheorie. 

Vom allgem. Relativitätsprincip. 
Die Rotation d. Erde. Trägheit u. Schwere. Die krummen Lichtstrahlen. Newton 
u. Einstein. Das Eisenbahnunglück. Prüfung durch Tatsachen. Vergleich mit 
Kopernikus. 


Laus, M. v.: Über die Auffindung der Röntgenstrahlinterferenzen. Nobelvortrag, 
gehalten am 3. juni 1920 in Stockholm. 16 pp. 8. 1920. .M. 8:—. 


Pranck, M.: Zu Max Plancks sechzigstem Geburtstag. Ansprachen, gehalten 
am 26 april 1918 in der Deutschen Physikalischen Gesellschaft von E. War- 
BURG, M. v. LAUE, A. SOMMERFELD und A. ErNSTEIN, nebst einer Erwiderung 
von M. PLANCK. 36 pp. 8. 1918. M. 4:30. 


P. Noordhoff. 
Groningen. 


Brouwer, L. E. J., Wiskunde, waarheid, werkelijkheid. 12 + 23 + 29 pp. 8. 1919. 
FI. 1: 90. 


Onbetrouwbaarheid d. log. principes. — Het wezen d. meetkunde. — Intuitio- 
nisme en formalisme. 


ScHUH, Frep., & RUTGERS, J. G., Compendium der hoogere wiskunde, omvat- 
tende rekenkunde, hoogere stelkunde, neiuwere meetkunde, driehoeksmeting, 
elementaire beschrijvende meetkunde, analytische meetkunde van het platte 
vlak, differentiaalrekening, analytische meetkunde van de ruimte,integraalreke- 
ning, differentiaalmeetkunde van het platte vlak, differentiaalmeetkunde der 
ruimte, differentiaalvergelijkingen, beschrijvende meetkunde, vectoranalyse, 
kinematica, theoretische mechanica, waarschijnlijkheidsrekening en fouten- 
theorie, met vraagstukken. Deel 3. Differentiaalrekening. Analytische 
meetkunde van de ruimte. Integraalrekening. Met 23 figuren in den tekst. 
IX + 239 pp. 8. 1919. El. 9:— Bd. 

Voorwoord. 
Differentiaalrekening: 
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Inleiding. Techniek v. het differentiéeren. Hoogere differentiaalquotiénten. Impli- 
ciete functies. Nieuwe veranderlijken. Reeksen. Reeksen v. Taylor en Mac Laurin. 
Bepaling v. limieten. Maxima en minima. 

Analyt. meetkunde v. de ruimte. 
Inleiding.  Transformatie-formules. Plat vlak. Rechte lijn. Boloppervlak. Lineaire 
bollenstelsels. Meetkund. plaatsen. Onderzoek v. de algem. kwadrat. vergelijking. 
Voorwaarden aan een O, opgelegd. Doorsnede v. O,’s en lineaire stelsels O,’s. 
Cyel. doorsneden. Tangentiéele coórdinaten. Algebr. oppervlakken en algebr. 
krommen. Algebr. krommen op een O, zonder dubbelpunt. Ruimtekrommen v. 
d 3° en 4% graad. 

Integraalrekening. , 
Onbepaalde integralen. Bepaalde integralen. Oneigenlijke bepaalde integralen. 
Differentiéeren en integreeren onder het integraalteeken. Oppervlak- en boog- 
lengtebepaling. Dubbele en meervoud. integralen. Oppervlakbepaling v. gebogen 
vlakken (complanatie). Ellipt. integralen. Reeksen v. Fourier. Bernoulliaansche 
coéfficiénten. 

Register. Corrigenda et addenda. 


P. A. Norstedt & Soners Forlag. 
Stockholm. 


LAGERGREN, Stren, Stereometri för realgymnasiet. — 64 pp. 8. 1920. Kr. 3:25. 


Om rita linj, plan o. hórn. Om de regulj. polyedrarna. Om prismer. Funda- 
mentalsats f. beräkn. av volymer. Om pyramider. Om cylindern. Om konen. Om 
sfiren. Om rotationsytor o. rot.-kroppar. Om homog. kroppars tyndgpkt. Guldins reg- 
ler. Exempel. 


Office National des Universités et Ecoles Françaises. 
96, Boulevard Raspail, Paris. 


La science française, tomes 1—2, publ. par le Ministère de l’Instruction publique 
à l’occasion de l'exposition de San Francisco. — 396 + 403 pp. 8. 1915. — 


1. La science francaise à l'exposit. de San Fransisco, par L. Poincaré. La phi- 
losophie, par H. Bercson. La sociologie, p. E. Durkaelm. La science de l'éducat., p. 
P. Larıe. Les mathémat., p. P. Arpeır.  L'astronomie, p. B. Baizzaun. La physique, 
p. E. Boury. La chimie, p. A. Jos. La minéralogie, p. A. Lacroix. La géologie, p. 
E. DE Marcerie. La paléobotanique, p. R. Zemurr. La paléontologie zoolog., p. M. 
Bovurnre. La biologie, p. F. Le Dantec. Les sciences médicales, p. H. RoGer. La 
science géographique, p. E. DE MARTONNE. 

2. Les études égyptologiques, p. G. Masrero. L'archéologie class., p. M. CoLLIGNON. 
Les études hist, p. Cu. V. LawcLor. Hist. de l'art, p. E. Marr. La linguistique, p. 
A. Meter. L’indianisme, p. S. L£vr. La sinologie, p. E. CuavawwEs. L'hellénisme, 
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p. A. Crorser. La philologie latine, p. R. Duranp. La philologie celtique, p. G. DorrIN. 
Les études sur la langue franc., p. A. JEANRoy. Les études sur la litterature franc. 
du moyen âge, p. A. JEanroy. Les études sur la litterat. franc. moderne, p. G. Lanson. 
Les études italiennes, p. H. HavvETTE. Les études hispaniques, p. E. MARTINENCHE. 
Les études anglaises, p. E. Lecouis. Les études german., p. CH. AnDLER. Les sciences 
jurid. et polit, p. F. Larnaupe. Les sciences économ., p. CH. GIDE. 


Open Court Publishing Co. 
122 S. Michigan Avenue, Chicago, Il. 
HALSTED, GEORG Bruce, Girolamo Saccheris Euclides Vindicatus. Edited & 
transl. by G. B. H. — XIII + 246 pp. .8. 1920. 2 Dol. Bd. 


Translator’s pref. Introduct. Saccheri’s title-page. Pref. to the reader. In place 
of an index. Proposition I—XXXIII with corollaries a. scholions, Lemma I— V. Prop. 
XXXIV—XXXIX, corollary, scholions. Notes. Subj. index. Index of proper names. 


Verlag von Moritz Perles. 
Wien & Leipzig. 
BEER, Fnrrz, Die Einsteinsche Relativitätstheorie und ihr historisches Fundament. 


Sechs Vorträge für Laien. 6:e durchges. Aufl. — 80 pp. 8. 1920. M. 10 + 
220 % Valuta-Zuschl. 


Die Grundlagen d. Geometrie. Raum u. Zeit. Die Minkowskische Welt. Materie 
u. Energie. Allgem. Relativität u. Schwerkraft. 


Philipp Reclam, jun. 
Leipzig. 
EvrER, LEONHARD, Vollständige Anleitung zur Algebra. Neue Ausg. (Reclam’s 
Universalbibliothek. N:o 1802—1805 a.) — 527 pp. 8. 1920. Bibl.-Bd M. 9: 50. 


GÜNTHER, SIEGMUND, Geschichte der Naturwissenschaften. 3:e Aufl. Mit dem 
Bildnis des Verf., 4 farb. u. 12 schwarzen Tafeln u. einem Gesamtregister. 
Teil 1—2. (Bücher d. Naturwissenschaft, hrsg. von Siegmund Günther. 
Bd 2—3. — Reclam’s Universalbibliothek. N:o 5069— 74.) — 136 + 290 pp. 
8. 1917, 1919. Geschenkbd M. 3 + 100 %. 


The Rice Institute. 


Houston, Texas. 


The Rice Institute Pamphlets, publ. by the Rice Institute, Houston, Texas. — 
Vol. 1, No. 2 (May, 1915). 193 pp. 8. Vol. 4, No. 1 (Jan., 1917). 117 pp. 8. 
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1:2. Henri Poincaré. A lecture delivered at the inaug. of the Rice Inst., by 
Senator Viro VorrERRA. — Molecular theories a. mathematics. A lecture deliv. at 
the inaug. of the Rice Inst., by Prof. Ewing Bonzr. 

4:1. Aggregates of zero measure. Monogenic uniform non-analytic functions. 
Lectures deliv. at the inaug. of the Rice Inst, by Prof. Ewing Boren. — The gene- 
ralization of analytic functions. On the theory of waves and Green's method. Lec- 
tures deliv.... by Senator Vrro VOLTERRA. 


Johannes Rómert. 
Halberstadt. 


RÖMERT, JOHANNES: Der praktische Mathematiker. Lehrbuch nebst Aufgaben- 
sammlung zur Veranschaulichung und leichteren Erlernung der Mathematik. 
Apparat, Lehrbuch (=wissenschaftliche Ausgabe, 44 pp.) und Unterbaltungs- 
teil (— Unterhaltungs-Ausgabe & Auflósungen). 4. 1912. M. 5 4- Zuschlüge. 


Wiss. Ausg., Inhalt: Winkeln. — Kongruenz d. Dreiecke. — Flächengleicheit d. Fi- 
guren. — Pythagoräische Lehrsatz. — Ähnlichkeitslehre. — Arithm. Formeln. 


RÔMERT, JOHANNES, Der elementare Beweis des Fermat'schen Satzes a?"*' + 
+ y?r+l — 22+! auf Grund der Zerlegung in Faktoren und der Regeln der 
Potenzlehre. (Die Propüdeutik d. ebenen Mathem., von Johannes Rómert. 
Teil 5. Potenzlehre. Abschnitt 16.) — 17 pp. + 10 hektogr. pp. 8. 1920. 
[Verlag von J. Schimmelburg (W. Cramer), Halberstadt]. 


»Die Vorarbeiten zu d. vorsteh. Beweise sind niedergelegt in meinen Handschriften 
Die Propädeutik d. ebenen Mathem., Ausgestellt i. Würtemb. Sehulmuseum zu Stuttgart.» 


Emil Roth. 
Giessen. 
NELL, A. M., Fünfstellige Logarithmen der Zahlen und der trigonometrischen 


Funktionen.  Vóllige Neubearbeitung von Lupwie BarsEn. 16:e Aufl. — 
— VI + 84 pp. + Figurentafel. 8. 1920. M. 8:— geb. 


Sibyllen-Verlag. 
Dresden. 
PETZOLDT, JosEePH, Die Stellung der Relativitätstheorie in der geistigen Entwick- 
lung der Menschheit. 131 pp. 8. 1921. M. 8:50. 


Stellungen d. mechan. Naturansicht. Angriff d. Philosophen. Philosoph. Sieg. 
Angriff d. Physiker. Physikal. Sieg. Geschlossene Front. 


Acla mathematica. 43. Imprimé le 22 juillet 1921. 
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Leonhard Simion Nf. 


Jerlin. 
BARTHEL, Ernst, Polargeometrie. Mit 23 Figuren. 95 pp. 1919. M. 4:50. 


1. Der Grundgedanke u. zeine Beweise: Der Grundgedanke... Vorläufige Aus- 
einandersetzung mit den Anhängern Euklids u. Hilberts. — Theorie Geisslers. — Zwei 
Wege d. Grundl. d. Geom. — Axiom u. Def. — Die objekt. Geom. als logisch mögl. 
Geom. — Def. d. Geom. im Verh. zur Erfahrung. — Dreizehn Def. d. objekt. Geom. 
— Dedukt. d. Eigensch. von Parall. — Ebener Bew. für d. Grundged. — Dedukt. d. 
Parall.-Schnittpunkte aus d. Kontinuitütsprinz. — Ursache d. euklid. Irrtums. — Verh. 
d. eukl. Täuschung zur modernen Grundl. d. Geom. — Beweis d. Grundged. durch d. 
Hyperbel, durch d. Satz v. Pascal, durch d. trigonom. Tangente... durch d. harm. Tei- 
lung, durch d. Apollonischen Kreis, durch d. Parabel. — Beweis aus d. symm. Entspr. 
v. Ellipse u. Hyperbel, aus d. geforderten Lückenlosigkeit d. analyt. Gleichungen, aus 
d. Symm. überhaupt. — Die B-Kegelschn. — Widerl. eines Einwands durch d. Erfah- 
rung. — Nachweis d. unendl. nahen Annäherung d. Kreises an d. Gerade. — Identität 
dieses Annih.-problems mit d. eleatischen Pfeilprobl. — Erkl. d. erkenntnistheor. Zwie- 
spaltes durch das Bergsonsche Prinzip. — Dew. d. Mittelpunktes im Annäh.-prozess. — 
Eine auffällige Weg-Zeitgl. — Beseitigung eines durch d. Vorstellungstendenz veranlassten 
Hindernisses. — Beseitig. eines analyt. Einw. — Beseitig. eines Einw. d. proj. Geom. 
— Gesetz v. d. Erhaltung d. geom. Elem. — Insichgeschl. v. Ger., Ebene u. Raum. — 
Math. u. raumtheor.-astr. Fruchtbarkeit d. Polargeom. 

2. Math. Folgerungen. A.  Planimetr. Teil: Definite Unendlichkeitsbegriff d. 
Polargeom. — ... Die Kugeloberfläche als Anschauungsmittel d. objekt. Planimetrie. — 

. Verlauf d. Hyperbel. — ... Verlauf d. Parabel u. seine Darst. — ... Ellipse u. 
Gegenellipse. B. Stereometr. Teil: Kegel u. Zylinder. — ... Räumliche Strahlenbü- 
schel. — Begriff d. Raumes. — Ein Gesetz d. Raumbewegung. — Zwillingsgeraden. — 
Windschiefe Geraden eines Raumes. — Schnittlinie zweier Ebenen. — Mehrzahl d. 
Räume. — Log. negat. Zahlen. — Dimensionenzahl d. Raumes. — Reversionskugel als 
math. Modell d. Raumes. — Geradlinige Bew. eines Punktes durch d. Raum... — Die 
Zeit als Grundbegr. d. Polargeom. — ... Bedeutung d. Lehrzätze d. eukl. Geom. inner- 
halb d. Polargeom. — Dreiteilung eines Winkels. — Berechnung d. Rauminhaltes in 
beliebigen Kubikeinh. — Empirischer Character d. Polargeom. 


Julius Springer. 
Berlin. 


AHRENS, W., Altes und Neues aus der Unterhaltungsmathematik. Mit 51 Text- 
figuren. — VI + 206 pp. 8. 1918. M. 5:60 + Teuerungs- u. Sortim.- 
Zuschl. 9: 80. 


Born, Max, Die Relativitätstheorie Einsteins und ihre physikalischen Grundlagen 
gemeinverstündlich dargestellt. Mit 129 Textabbildungen und einem Porträt 
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Einsteins. (Naturwissenschaftl. Monographien u. Lehrbücher, hrsg. von den 
Hrsgebern der »Naturwissenschaften» Arnold Berliner und August Pütter. 
Bd 3.) — X + 242 pp. 8. 1920. M. 37:40. 


ErNSTEIN, ALBERT, Ather und Relativitäts-Theorie. Rede gehalten am 5. Mai 
1920 an der Reichs-Universitát zu Leiden. — 15 pp. 8. 1920. M. 3:10. 


FREUNDLICH, Erwin, Die Grundlagen der Einsteinschen Gravitationstheorie. Mit 
einem Vorwort von ALBERT EINSTEIN. 4:e, erweit. u. verb. Aufl. — 96 pp. 
8. 1920. M. 11:— 


Haun, Hans, Theorie der reellen Funktionen. Bd 1. Mit 18 Textfiguren. — 
VII + 600 pp. 8. 1921. M. 136: —. 


KrEIN, FELIX, Zur Feier seines siebzigsten Geburtstages. (Die Naturwissenschaf- 
ten, H. 17, 1919). — 42 pp. 4 M. 20:80, inkl. valuta-Zuschl. 


Péscut, THeopor, Einführung in die Mathematik, mit einfachen Beispielen aus 
der Flugtechnik. Mit 102 Textabbildungen. — VII + 134 pp. 8. 1917. 
M. 5:60 + Teuerungszuschlag 8:40. 


Reicue, Frirz, Die Quantentheorie. Ihr Ursprung und ihre Entwicklung. Mit 
15 Textfiguren. — VI + 231 pp. 8. 1921. M. 34: —. 


REICHENBACH, Hans, Relativitätstheorie und Erkenntnis apriori. — 110 pp. 8. 
1920. M. 15:40. 


SANTZ, ADOLF, Santz-Multiplikator. D. R. G. M. Kleinste, das gesamte Zablen- 
reich umfassende Rechentafel zum unmittelbaren Ablesen des Ergebnisses 
aller Làngen-, Flachen-, Inhalts-, Gewichts- und Preis-Berechnungen, wie 
überhaupt der Multiplikation und Division beliebig vieler Zahlen. — X + 
202Npp 8271920. M:-33: —'geb: 


SCHEFFERS, GEORG, Lehrbuch der darstellenden Geometrie. In zwei Bänden. 
Bd 2. Mit 396 Fig. — 439 pp. 8. 1920. M. 52: —; geb. M. 60: —. 


Weyr, HERMANN, Raum, Zeit, Materie. Vorlesungen über allgemeine Relativitäts- 
theorie. 4., erweit. Aufl. Mit 15 Textfiguren. IX + 300 pp. 8. 1921. 
M. 48: —. 


Hofbuchhandlung Heinr. Staadt. 
Wiesbaden. 
CHRISTIANSEN, Hans, Absolut und relativ! Eine Ablehnung des »Relativitäts- 


Prinzips» Einsteins auf Grund einer reinen Begriffs-Mathematik. — 16 pp. 
8. 1990. M. 3:— 
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B. G. Teubner. 
Leipzig. 


FRAENKEL, A., Zahlbegriff und Algebra bei Gauss. Mit einem Anhang von A. 
Ostrowskt: Zum ersten und vierten Gauss’schen Beweise des Fundamental- 
satzes der Algebra. (Materialien für eine wissenschaftl. Biographie von 
Gauss, ges. von F. Kreis, M. BRENDEL und L. SCHLESINGER, H. 8.) — 
58 pp. 8. 1920. 


W. J. Thieme. 
Zutphen (Holland). 


Derksen, H. A., Inleiding tot de hoogere wiskunde behandelende grafische voor- 
stellingen en de beginselen d. differentiaal- en integraalrekening. (7) + 
176 pp. 8. 1919. Fl. 3:50. 


Grafische voorstellingen. 
y is een eerste-graadsfunctie naar x. — De cirkel. Meetkund. plaatsen. — y is een 
functie v. d. 2. graad naar x. Maxima en minima v. functies v. d. 2 graad. — y is 
een functie v. d. 3 graad naar x. Maximum en minimum v. de functie y = 2° + az 
+b. — De vergelijking a*--ar?-d-bx-4-c- 0. — y is een gebroken functie v. x. 
Oplossing v. stelsels vergelijkningen v. hoogeren graad met twee onbekenden. Het scheef- 
hoek. coórdinatenstelsel. Het pooleoórdinatenstelsel. Kegelsneden. Asymptoten. 

Beginselen d. differentiaalrekening. 
Oneindig kleinen en oneindig grooten v. verschill orde. Limieten. Differentialen en 
differentiaalquotienten. Het differentiaalquotient v. een macht. Het differentiaalquotient 
v. een som, verschil, produkt, quotient v. functies v. x.  Differentiéeren v. functies v. 
functies.  Differentiéeren v. exponentiéele en logarithm. functies. Differentiéeren v. gonio- 
metr. functies.  Differentiéeren v. cyclometr. functies. Hoogere differentiaalquotienten. 
Differentiéeren v. impliciete functies. Maxima en minima. Parameters. Meetkund. 
toepassingen v. de differentiaalrekening. 

Beginselen d. integralrekening. 
Onbepaalde integralen. Integreeren bij gedeelten. Bepaalde integralen. Oppervlakken 
in pooleoórdinaten. Lengte v. bogen. Inhouden v. omwentelingslichamen. Omwente- 
lingsoppervlakken. Van buiten leeren. Antwoorden v. de opgaven ov. de differentiaal- 
en integraalrekening. Register. 


Verlagsanstalt Tyrolia. 
Innsbruck, Wien, München, Bozen. 
Wotr, Tuko, Einsteins Relativitütstheorie. Gemeinverstündlich dargestellt. Mit 
8 Abbildungen im Text. — 86 pp. 8. 1921. 
Von Newton bis Einstein. Die spez. Relativitätstheorie Einsteins. Die allg. 
Relativitätstheorie. Beweise f. d. Relativitätstheorie. Bedeutung d. Relativitätstheorie 
f. d. Philos. 
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Union Deutsche Verlagsgesellschaft. 
Zweigniederlassung, Berlin. 


HENKLER, PAUL, Rechnen und Raumlehre in der Volksschule. Auf wissenschaft- 
licher Grundlage bearb. — 166 pp. 8. 1920. M. 10:— 


A. Aufbau auf d. Erkenntnislehre. 
I. Die Aufgabe d. Erkenntnislehre. 
II. Erkenntnislebre u. Mathematik. 
1. Menge, Zahl, zählen. — 2. Rechnen. — 3. Raum u. Raumlehre. — 4. 
Die Denkweise i. mathem. Unterricht. 
III. Mathem. als Bestandteil der ges. Erkenntnisbildung. 
B. Ethisches. 
C. Psyeholog. Ergänzungen. 
D. Geschichtliches. 


HENKLER, Paur, Einführung in mathematisches Denken. Anregungen für den 
Unterricht und für die wissenschaftliche Fortbildung in Rechnen und Raum- 
lehre. (Zur Fortbildung d. Lehrers. Anregungen u. Winke. Hrsg. v. Alfred 
Pottag. H. 48.) — 55 p. 8. 1919. M. 3:— 


Die Sprache d. Mathem. Zählen u. Rechnen. Einige Grundbegriffe d. Raumlehre. 
Allgem. Arbeitsweisen, durch die mathem. Einsichten gewonnen werden. Der Funk- 
tionsbegriff. Mathem. in ihren Bezich. z. Wirklichkeit. Vorschläge z. Weiterbildung. 


Vereinigung Wissenschaftlicher Verleger, Walter de Gruyter & Co. 
Berlin. 


Aucust, E. F., Vollständige logarithmische und trigonometrische Tafeln. 43. 
Aufl. in der Bearb. von F. August. VIII + 204 pp. 8. 1920. 


BECKER, H., Geometriches Zeichnen. Neubearb. von J. Vanderlinn. 3:e (der 
Neubearb. 1:e) Aufl. 6:er Neudruck. Mit 290 Figuren und 23 Tafeln im 
Text. (Sammlung Göschen. 58.). — 126 pp. 8. 1920. Kr. 1:25 geb. 


Einleitung. Einfache Konstruktionen zwischen geraden Linien u. d. Kreislinie. 
Konstruktion d. Kegelschnitte, Ellipse, Parabel, Hyperbel. Einige Eigenschaften d. 
Kegelschnitte, d. f. d. Zeichner v. Interesse sind: Pol, Polare, Sätze v. Pascal u. 
Brianchon. Konstruktion v. Korbbogenlinien u. Eilinien. Verwendung d. Kreislinie zu 
bestimmten Bogenformen. Konstruktion d. cykl. od. Rollkurven einschliesslich d. wicht 
Spirallinien. Konstruktion einiger and. Spirallinien. Konstruktion d. Konchoide. Kon- 
struktion d. Cissoide. Konstruktion einiger Ovallinien. Verbindung v. geraden u. krum- 
men Linien zu geometr. Ornamenten. Konstruktion v. Massstäben. Verkleinern u. 
Vergrössern v. Figuren. 


22 3ibliographie. 


BÜRKLEN, O. Ti, Aufgabensammlung zur analytischen Geometrie des Raumes. 
Mit 8 Figuren. 2:e, verb. u. verm. Aufl. (Sammlung Güschen. 309) — 109 
pp: 8- 1012: Kr> lessen: 


Punkt, Ebene, gerade Linie. — Die Kugel. — Krumme Flächen (Herleitung d. 
Gleichung aus d. Entsteh.-Gesetz). — Flächen 2. Grades. — Raumkurven; Schnittlinien 


v. Flächen. Vermischte Aufgaben. 


BURKHARDT, Heinrich, Funktionentheoretische Vorlesungen. Neu hrsg. von 
Grore Fager. Bd 2. Elliptische Funktionen. 3. vollständig umgearb. 
Aufl. besorgt von GEORG FABER. Mit zahlreichen Figuren im Text. XVI 
+ 444 pp. 8. 1920. 

Einleitung. Die auf d. Riemannschen Fläche f. Va,2*4- 44,2 3- 6a,2* 4- 4 a,2+a, 
eindeut. Funktionen. Ellipt. Integrale. Allgem. Lehrsätze üb. ellipt. Funktionen. Die 
Funktionen ow und ou. Darstellung d. ellipt. Funktionen durch ow und jw. Die el- 
lipt. Funktionen zweiter Ordnung. Die Funktionen 6, u, 0, u,0,u, snw, enw, dnw. Theta- _ 
funktionen. Das Umkehrproblem. Integrale zweiter u. dritter Gattung als Funktionen 
des Integrals erster Gattung. Normalformen d. ellipt. Integrale erster Gattung. Lineare 
Transformation d. Perioden. Die Modulfunktionen J (zr) und À (z). Allgem. üb. Modulfunk- 
tionen. Die Funktionen J (nr) und A (nr). Transformation ellipt. Funktionen u. ellipt. 
Integrale. Ganzzahlige Multiplikation u. Teilung d. ellipt. Funktionen. Komplexe 
Multiplikation u. Teilung d. ellipt. Funktionen. Numer. Berechnung ellipt. Integrale u. 
Funktionen. Ausartungen elliptischer Funktionen. Algebr.-geometr. Anwendungen d. 
ellipt. Funktionen. Das sphär. Pendel. 


Fischer, Paur B. Koordinatensysteme. Mit 8 Figuren. 2:e, verbess Aufl. 
(Sammlung Göschen. 507.) — 128 pp. 8. 1919. Kr. 1:25 geb. 


Einleitung. — Die Descartes-Plückerschen Koordinaten. — Die projektiven Koor- 
dinaten. — Die krummlinigen Koordinaten. — Koordinatenbestimmung in d. mehrdi- 


mensionalen (Geometrie. 


Haas, ARTHUR Eric, Die Grundgleichungen der Mechanik, dargestellt auf Grund 
der geschichtlichen Entwicklung. Vorlesungen zur Einführung in die theo- 
retische Physik, gehalten im Sommersemester 1914 an der Universität 
Leipzig. Mit 45 Abbildungen im Text. V + 216 pp. 8. 1914. 


Das Princip d. stat. Momente. Das Prinzip d. Kräfteparallelogrammes. Das 
Prinzip d. virtuellen Geschwindigkeiten. Die Gleichgewichtsgleichungen v. Lagrange. 
Begründung d. Dynamik durch Galilei. Bewegungsaxiome. Natürl. Bewegungsgleichungen 
d. freien materiellen Punktes. Bewegungsgleichungen d. freien materiellen Punktes in 
rechtwinkl. u. in Polarkoordinaten. Die Keplerschen Gesetze d. Planetenbewegungen. 
Das Gravitationsprinzip. Das Prinzip d. Erhaltung d. Schwerpunktes. Das Prinzip d. 
Erhaltung d. Flüehenmomente. Das Prinzip d. Erhaltung d. lebend. Kraft. Entsteh. d. 
Potentialbegriffes. Das Problem d. unfreien Bewegung. Das Prinzip v. d’Alembert. 
Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen d. ersten Form u. d. Methode d. Multiplika- 
toren. Die generalisierten Bewegungsgleichungen v. Lagrange. Das Prinzip d. kleinsten 
Aktion. Das Hamiltonsche Prinzip u. d. Hamiltonschen Bewegungsgleichungen. 
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Hauser, W., Statik. T. 1. Die Grundlehren der Statik starrer Körper. Mit 82 
Figuren. Fünfter Neudruck. (Sammlung Góschen. 178.) — 148 pp. 8. 1919. 
Ke: 25 geb. 


Einleitung. — Krifte d. Ebene mit gemeins. (materiellem) Angriffspunkt. — 
Kräfte d. Ebene, d. in verschied. Punkten eines starren Körpers angreifen. — Kräfte d. 
Raumes mit gemeins. (materiellem) Angriffspunkt. — Kräfte d. Raumes, d. in verschied. 
Punkten eines starren Kórpers angreifen. —. Vom Schwerpunkt. — Von d. Widerstands- 
kräften u. ihrer Destimmung. 


HAUSDORFF, Fenix, Grundzüge der Mengenlehre. Mit 53 Figuren im Text. — 
VIII + 476 pp. 8. 1914. M. 44:— geb. + 185% Zuschlag. — 125: 40. 


Mengen u. ihre Verknüpfungen: Summe, Durchschnitt, Differenz: Funktion, Pro- 
dukt, Potenz. —  Kardinalzahlen od. Mächtigkeiten. — Geordnete Mengen. Ordnungs- 
typen. —  Wohlgeordn. Mengen. Ordnungszahlen. —  Dezieh. zwischen geordn. u. 
wohlgeordn. Mengen. —  Punktmengen in allgem. Räumen. — Punktmengen in spez. 
Räumen. — Abbildungen od. Funktionen. — Inhalte v. Punktmengen. — Nachträge 
u. Anm. 


HESSENBERG, GERHARD, Ebene und sphärische Trigonometrie. Mit 59 Figuren. 
3:e, neubearb. Aufl. Durchgeseh. Neudruck. (Sammlung Göschen. 99.) 171 
pps 82.1920 Kr. 1:25 geb. 


Einleitung. 

T. 1. Ebene Trigonometrie. 
Das rechtwinkl. Dreieck. Trigonometr. Funktionen beliebiger Winkel. Das schief- 
winkl. Dreieck. Additionstheoreme. Geometr. Anwendungen d. Additionstheoreme. 
Das Viereck. 

T. 2. Sphärische Trigonometrie. 
Vorbereitungen aus d. sphär. Geometrie. Das rechtwinkl. sphär. Dreieck. Das 
schiefwinkl. sphär. Dreieck. 

T.3. Berechnung u. algebr. Anwendung d. trigonometr. Funktionen. 
Elementare Berechnungsmethoden. Der Moivresche Satz. Die Methode d. Hilfs- 
winkel. 


JÄGER, Gustav, Theoretische Physik. 3. Elektrizität und Magnetismus. Mit 33 
Figuren. 4:e, verb. Aufl. Neudruck. (Sammlung Góschen. 78.) — 147 pp. 
8. 1920. Kr. 1:25 geb. 


Elektrostatik. Magnetismus. Elektromagnetismus. 


KworP, Kownap, Funktionentheorie. T. 2. Anwendungen u. Weiterführung der 
allgemeinen Theorie. Mit 7 Figuren. 2:e, vollst. neu bearb. Aufl. (Samm- 
lung Góschen. 703.) 138 pp. 8. 1920. Kr. 1:25 geb. 


1. Eindeutige Funktionen. 
Ganze Funktionen. Meromorphe Funktionen. Period. Funktionen. 
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3. Mehrdeutige Funktionen. 
Wurzel u. Logarithmus. Algebr. Funktionen. Das analyt. Gebilde. 


Krause, Marvin, Analysis der ebenen Bewegung. Unter Mitwirkung von ALEXAN- 
DER CARL. VII + 216 pp. 1920. Kr. 6:50. 


Die wicht. Bestimmungsarten d. Bewegung starrer ebener Systeme. Die Krüm- 
mungstheorie d. ebenen Bewegung.  Dallscher Punkt u. Kreis-punktkurve. Höhere 
Rückkehr-u. Wendepole. Die Burmesterschen Punkte. Die zweiten Krümmungsmit- 
telpunkte d. Bahnkurven, die hóh. Evoluten d. Polkurven u. Hüllbahnkurven. Die wicht. 
Bestimmungsarten d. Bewegung àhnlich veränderl. Systeme. Die Krümmungstheorie d. 
ebenen ähnlich veränderl. Bewegung. Die Kreispunktkurve. Die Evoluten d. Einhüllen- 
den v. Systemkurven. Spez. ebene ähnlich veränderl. Bewegungen. Zusammenhänge 
zwischen d. Bahnkurven starrer u. ähnl. veränderl. Systeme. 


SCHMID, THEODOR, Darstellende Geometrie. Bd 1. Mit 170 Figuren. 2:e Aufl. 
(Sammlung Schubert. 65.) — 278 pp. S. 1919. Kr. 3:50 geb. 


Raumelemente, ebene Figuren u. eckige Kórper. — Kugel, Zylinder, Kegel. — 
Kugel, Zylinder, Kegel (Fortsetzung); Plankurve u. Raumkurve. — Orthogonale Axono- 


metrie (Neigung d. Achsensystemes. Elementaraufgaben. Drehung d. Achsensystemes. 
Eckige Kórper. Kugel, Zylinder, Kegel.) 


WIELEITNER, HEINRICH. Geschichte der Mathematik. T. 2. Von Cartesius bis 
zur Wende des 18. Jahrhunderts. Hälfte 2. Geometrie und Trigonometrie. 
Mit 13 Figuren. (Sammlung Schubert. 64.) — VI 4- 220 pp. 8. 1921. Kr. 11:25. 
Analyt. Geometrie d. Ebene. insbes. d. Kegelschnitte. Analyt. Raumgeometrie u. 
Flächen. Höhere Kurven i. allgem. Spezielle Kurven.  Differentialgeometrie. Perspek- 

tive u. darstell. Geometrie. Trigonometrie. Elementargeometrie. 


WILLERS, Fr. A., Grapbische Integration. Mit 53 Fig. (Sammlung Göschen Nr. 
801). — 142 pp. 8. 1920. M. 2:10 + 100% Teuerungszuschl. 
Quadratur. Integration v. Diff. gl. erster Ordn. Integrat. v. simultanen Diff. gl. 
u. v. Diff. gl. hóherer Ordn. Integrat. partieller Diff. gl. 


Friedrich Vieweg & Sohn. 


Braunschweig. 


ISENKRAHE, C., Zur Elementaranalyse der Relativitätstheorie. (Sammlung Vieweg, 
H. 51.) — 133 pp. 8. M. 6: — 1921. 


Einl. Die Bedeut. d. »Grundlagen» in d. Auffassung Hilberts u. Einsteins. Erör- 
terung einiger Vorfragen zu d. Darleg. Weyls. Das Probl. d. Augenblicks. Das Probl. 
d. Ortes. Das Probl. d. Beweg., d. zugehórigen Zeitverlaufs u. d. Wegbahn. Das Probl. 
d. Grenze, d. Dimension, d. Krümmung u. d. Strecke. Das Probl. d. Vergleichens. 
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Krit. d. Gleichheit zeitlicher Objekte. Die period. Geschehnisse. Das Probl. d. Berechn. 
v. Zeitstrecken. Das Probl. zeitlicher Koordinaten. Das Probl. d. Vergleichung räum- 
licher Strecken. Das Riemannsche Probl. — Zusammenstellungen. 


Volkshochschul-Verlag. 
Charlottenburg. 


ENGELHARDT, Victor, Einführung in die Relativitütstheorie. Mit 3 Abbildungen 
im Text. (Volkstüml.-wissenschaftl. Lehr- u. Lernbücher. Hrsg. v. Max Apel. 
Hes.) 48 pp. 8: 1920) 9M; 3: — 


Einleitung. Vom Weltbild i. allgem. Die »klass.» Mathem. Die »klass. Elektr.- 
Lehre». Der Michelsonsche Versuch. Relativität d. Zeit. Relativität d. Raumes. Re- 
lativität d. Masse. Ausblick üb. d. allgem. Relativitätstheorie. 


Libraire Vuibert. 
Paris. 


BOULIGAND, GEORGES, Cours de geométrie analytique. Avec une préf. de M. Can- 
TAN. — VII + 421 pp. 8. 1919. Fr. 16: — 


Introd. Rappel de notions fondam. rel. aux vecteurs, aux segments, aux angles, 
aux projections. — Coordonnées. Représentation analyt. des lignes et des surfaces. — 
La droite et le plan. — Éléments de l'infini. Éléments imaginaires. — Propriétés gen. 
des lignes et des surfaces de la géometrie réelle. — Courbes et surfaces algébr. — 
Des lieux géométr. — Étude somm. de quelques transformations. Notions sur l'homo- 
graphie. — Corrélation. Tangentes. Enveloppes. — Longueur d'un arc. Courbure. — 
Courbes du second ordre. — Surfaces du second ordre ou quadriques. — Intersection 
de deux quadriques. — Courbure des lignes tracées sur une surface. — Compléments. 


BROCARD, H., & Lemoyne, T., Courbes géométriques remarquables (courbes spé- 
ciales), planes & gauches. T. 1. — VIII + 451 pp. 8. 1920. Fr. 25: —. 


Abaque. Acampte. Aclaste. Agnésienne. Alysoide. Anacamptique. Anaclastique. 
Anallagmatique. Anallagmatique sphérique. Anamorphose. Angle. Anguinée. Antevo- 
luta. Anticaustique. Antidéveloppée. Antidiamétrale. Antipodaire. Antistéréographique, 
Apienne. Araignee ou aranea. Arbelos. Aréte de rebroussement.  Arguésienne. Ast- 
roide. Astroïde oblique. Astroïde projective. Atriphtaloïde. Autopodaire. Axe harmo- 
nique. Axe longitudinal. Axoide  Barycentrique. Besace. Bicorne. Bifolium. Biqua- 
dratique. Biquadratique sphérique. Biquartique. Boucle. Brachistochrone. Cappa. Ca- 
ractéristique. Cardioide ete., etc. 


GALEMBERT, LE Vtt pg, Nouvelles méthodes de résolution des équations du 3° de- 
gré. (Compléments d'algébre.) — 22 pp. 8. 1919. Fr. 1:50. 
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ÜBER DIE KONFORME ABBILDUNG ENDLICH- UND 
UNENDLICH-VIELFACH ZUSAMMENHANGENDER SYMMETRI- 
SCHER BEREICHE. 


Vox 
PAUL KOEBE 
in JENA. 


(JonaxxEs THOMAE zu seinem achtzigsten Geburtstage am 11 Dezember 1920 zugeeignet). 


In der Abhandlung VI der Serie «Abhandlungen zur Theorie der konformen 
Abbildung»! habe ich u. a. die Aufgabe der konformen Abbildung eines sym- 
metrischen mehrfach zusammenhängenden Schlitzbereichs auf einen symmetrischen 
Kreisbereich mittels eines Iterationsverfahrens behandelt. Die dort gegebene 
Lósung ist jedoch, was den Konvergenzbeweis anbetrifft, auf den Fall endlichen 
Zusammenhanges beschränkt. In vorliegendem Artikel ($ 3) wird das erwähnte Ite- 
rationsverfahren in einer Form begründet, die diesem Verfahren auch für den Fall 
unendlich hohen Zusammenhanges Geltung verleiht. Aber auch die umgekehrte 
Abbildungsaufgabe, bei der der endlich- oder unendlich- vielfaeh zusammenhän- 
gende Kreisbereich als gegeben betrachtet wird und die Abbildung auf einen 
Schlitzbereich verlangt wird, wird $$ r u. 2 ausführlich behandelt, indem gezeigt 
wird, dass eine unmittelbar aufstellbare unendliche Reihe Schorrgy’schen Typus 
diese Abbildung leistet. Es ist bemerkenswert, dass beide bezeichnete Abbildungs- 
aufgaben, von denen die eine die Umkehrung der andern ist, hier durch eine einfach 





! Die Abhandlung VI führt den Untertitel »Abbildung mehrfach zusammenhängender 
schliehter Bereiche auf Kreisbereiche. Uniformisierung hyperelliptischer Kurven (Iterations- 
methoden)» Erschienen in Math. Zeitschrift, Bd VII, 1920. 

* Die Abbildung eines endlich-vielfach zusammenhängenden symmetrischen Kreisbereichs 
auf einen symmetrischen Schlitzbereich wurde zuerst in einem Aufsatze »ein Beitrag zu Poin- 
caré's Theorie der Fuchs'schen Funktionen» (Gótt. Nachr., 1886, p. 359) von H. WrnER behandelt. 
Weber beweist zunächst die Existenz der Abbildungsfunktion z unter Benützung der Scuwarz’schen 
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geordnet fortschreitende unendliche Folge elementarer Rechenvorschriften gelóst 
erscheinen. In diesem Sinne einordnet sich die vorliegende Arbeit den von mir in 
der oben erwühnten Serie grundsützlich verfolgten Bestrebungen einer rein funk- 
tionentheoretischen Umbildung der Theorie der konformen Abbildung. Dieser 
Tendenz wird auch der letzte Abschnitt (§ 5) gerecht, worin die Abbildung eines 
ganz beliebig begrenzten symmetrischen Bereichs B auf einen Schlitzbereich mit- 
telst einer einfach unendlichen Folge reeller » Fundamentaltransformationen» aus- 
geführt wird (Schmiegungsverfahren), womit dann auch zufolge $ 5 eine Abbildung 
auf einen Kreisbereich gewonnen ist. — Der Inhalt gliedert sich, wie folgt: 

§ 1. Abbildung des m-fach zusammenhängenden Kreisbereichs auf einen 
Schlitzbereich. (Methode der Reihenbildung). 

$2. Abbildung des unendlich-vielfach zusammenhängenden Kreisbereichs 
auf einen Schlitzbereich. (Methode der Reihenbildung). 

§ 3. Das umgekehrte Abbildungsproblem, insbesondere fiir Bereiche von 
unendlich hohem Zusammenhang. (Iterationsverfahren). 

$ 4. Bemerkungen betreffend die Ränderzuordnung der auf einander ab- 
gebildeten Bereiche. 

$ 5. Abbildung des allgemeinsten beliebig begrenzten symmetrischen Be- 
reichs. (Schmiegungsverfahren). 


SE 
Abbildung des m-fach zusammenhängenden Kreisbereichs auf einen 
Schlitzbereich. 
(Methode der Reihenbildung.) 


1. Wir bezeichnen mit .K einen von m getrennten Kreisen begrenzten sym- 
metrischen m-fach zusammenhüngenden Bereich in der Ebene der komplexen 
Veränderlichen £. Die Symmetrie des Bereiches bestehe in Bezug auf die Achse 
des Reellen. Sämtliche m Begrenzungskreise sollen die Achse des Reellen unter 
rechten Winkeln schneiden. Der unendlich ferne Punkt der ¢-Ebene werde als 
innerer Punkt des Bereiches angenommen. 

Wir stellen uns als erste Aufgabe die, den Bereich K eineindeutig konform aut 
einen symmetrischen Schlitzbereich S abzubilden, der von m getrennten auf der Achse 
des Reellen einer z-Ebene liegenden Schlitzen begrenzt wird. Bei dieser Abbildung 
sollen je zwei symmetrischen Punkten der ¢-Ebene symmetrische Punkte der z-Ebene 
entsprechen; insbesondere also sollen den m in X enthaltenen auf der Achse des Reel- 
len liegenden Strecken ebensolehe Strecken entsprechen. Die Abbildungsfunktion 
q(Z) soll ferner längs den Begrenzungskreisen des Bereiches A regulär sein, wie 
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auch in dem ganzen endlichen Innern des Bereiches K. Im Unendlichen soll die 
Abbildungsfunktion sich gemäss der Formel 


2— q (E) - £4 ((0)) 


verhalten. Es wird also verlangt, dass der unendlich ferne Punkt bei der Abbil- 
dung wieder in den unendlich fernen Punkt und zwar in der angegebenen Weise 
übergeht. 

Die Abbildungsfunktion q(Z) ist durch die angegebenen Eigenschaften voll- 
ständig bestimmt. (Unitätssatz.) Wäre nämlich w(£) eine zweite Funktion der 
verlangten Art, so würde 


w —9(5)— (TC) — w(t) 


eine in K mit Einschluss der Begrenzung reguläre Funktion sein, deren imaginärer 
Teil an der ganzen Begrenzung den Wert Null hat. Daraus ergibt sich, dass der 
imaginäre Teil identisch verschwindet. Dann muss sich aber ww (2) selbst auf eine 
Konstante reduzieren zufolge dem Satz, das der reelle bzw. imaginäre Teil einer 
von einer Konstanten verschiedenen regulären Funktion in beliebiger Nähe einer 
regulären Stelle algebraisch gróssere wie kleinere Werte annimmt. 

Da die gesuchte Funktion q(2) auf den Begrenzungskreisen reelle Werte 
annimmt, kónnen wir sie in bekannter Weise gemäss dem Riemann-Schwarz'schen 
Spiegelungsprinzip über diese Begrenzungskreise hinaus analytisch fortsetzen. 
Indem wir eine Spiegelung an einem solchen Begrenzungskreise mit einer Spie- 
gelung an der Achse des Reellen kombinieren, ergibt sich eine reelle lineare Sub- 
stitution, nämlich diejenige elliptische Substitution der Periode 2, deren Fixpunkte 
die beiden Sehnittpunkte des betreffenden Kreises mit der Achse des Reellen 
sind. Diese elliptische Substitution ordnet die beiden Hälften des Kreises ober- 
halb und unterhalb der Achse des Reellen einander in der Weise zu, dass je zwei 
spiegelbildlich symmetrisch liegende Punkte einander entsprechen. Wir gewinnen 
so den m Begrenzungskreisen entsprechend m reelle lineare Substitutionen, denen 
gegenüber die Funktion p(£) ungeändert bleibt. Der Bereich X kann demgemäss 
als ein Fundamentalbereich derjenigen linearen Substitutionsgruppe 1° aufgefasst 
werden, die durch unbegrenzt kombinierte Wiederholungen der genannten m er- 
zeugenden Substitutionen entsteht. 

Hiermit ist eine Auffassung der Funktion q(2) gewonnen, die auf natur- 
gemüsse Weise zu einer die Funktion unmittelbar liefernden unendlichen Partial- 
bruchreihe führt. Wir wollen zu diesem Zwecke die von der identischen Trans- 
formation verschiedenen Substitutionen der Gruppe J” mit 
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bezeichnen, wobei wir uns den Index n entsprechend den unendlich vielen Sub- 
stitutionen der Gruppe /' alle positiven ganzzahligen Werte durchlaufend denken. 


Dem Punkte 5 = entspreche der Punkt 
On = La ( ). 


Wegen des automorphen Verhaltens der Funktion (5) gegenüber den Substitu- 
tionen der Gruppe Z' wird das Unendlichwerden der Funktion (£,) bei Annä- 
herung der Grösse C, an die Stelle w, dadurch gefunden werden können, dass 
man die Grösse £, die das Unendlichwerden der Funktion (2) im Unendlichen 
charakterisiert, in Abhängigkeit von {„ betrachtet: 

b — G (Cn) == T (55) , 
wo mit L,' die zu L, inverse Substitution bezeichnet wird. Für uns handelt es 
sich darum, den Hauptteil dieser Funktion von ¢, zu bilden. Dieser wird 
aber für eine gebrochene lineare Substitution immer dadurch gefunden, dass man 


den Wert der betreffenden linearen Funktion für den Argumentwert c von der 
Funktion selbst abzieht. Das gibt in unserem Falle 


Ln (ba) — In (oo) 


als Hauptteil. Für die Partialbruchbildung der Funktion y (2) ist in vorstehenden 
Ausdrucke £, durch 5 zu ersetzen. Bedenken wir ferner, dass die Gesamtheit der 
Substitutionen L;! der Gruppe J’ mit der Gesamtheit der Substitutionen L, selber 
identisch ist, so erhalten wir folgende Partialbruchreihe 


2. Die so gewonnene Reihe ist nunmehr einer besonderen Untersuchung 
daraufhin zu unterwerfen, ob sie konvergiert und ob die durch sie dargestellte 
Funktion tatsächlich die gewünschte Abbildung leistet. 
Was zunüchst die Frage der Konvergenz anbetrifft, so kommt deren Prüfung 
auf die Prüfung der Konvergenz der Reihe 
DIE = ol 
n 


hinaus. 
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Denken wir uns $ zunächst im gegebenen Fundamentalbereich X variierend, 
so variiert 2, in einem Bildbereiche desselben, nämlich einem Kreisbereiche 
K,, der auch den Punkt w, in seinem Innern enthält. Die einzelne Grösse 
[Sn — o, | ist also kleiner als der Durchmesser des umschliessenden Kreises K; von 
K,. Nun ist aber die Summe der Umfänge und damit auch die Summe der 
Durchmesser aller solcher Kreise konvergent,! womit die gleichmässige Konver- 
genz unserer Reihe zunächst bei Beschränkung der Variabilität von £ auf den 
Bereich K feststeht. Lässt man ¢ die Grenze von K überschreiten und nimmt 
zu K eine endliche Anzahl aneinander anschliessender Bereiche K, hinzu, so wird 
auch in dem so erweiterten Variabilitätsbereich gleichmässige Konvergenz der 
Reihen bestehen nach Abtrennung derjenigen endlich vielen Glieder der Reihe, 
die in den jenen Bereichen entsprechenden Punkten w, unendlich werden. Denn 


auch bei dieser erweiterten Variabilitát wird die Summe Xi — o nach Ab- 


n 
trennung endlich vieler Glieder gleichmässig mit Hilfe der Summe der Durch- 
messer aller Kreise K, abgeschätzt werden können, weil der Uebergang von 
Cn zu «o, jetzt immer nur die Ueberschreitung einer bestimmten beschränkten 
Anzahl von Kreisen K, erfordert, sodass |S, — w, | jedenfalls kleiner ist als die 
Summe der Durchmesser jener überschrittenen Kreislinien. Aus dem topologischen 
Gesetze der Nebeneinanderlagerung der Bereiche K, ergibt sich sofort, dass bei 
dieser Abschätzung der einzelne Kreis K, nur eine beschränkte Anzahl von Malen 
zu Verwendung kommt, wobei die gemeinte Beschrünkung der Anzahl eine für 
alle Werte des Index n gleichmässig gültige ist. 

Die aufgestellte Reihe stellt nach Vorstehendem eine in der ganzen Ebene 
mit Ausnahme der bei Anwendung des gruppentheoretischen Reproduktionspro- 
zesses auf den Fundamentalbereich X freigelassenen unendlich vielen diskreten 
Punkte der Achse des Reellen meromorphe Funktion dar, die nur in den Punkten 
oc und o, unendlich wird und zwar mit den eingeführten Hauptteilen. 

Die dargestellte Funktion nimmt offenbar auf der Achse des Reellen nur 
reelle Werte an, mithin an je zwei spiegelbildlich symmetrischen Punkten zur 
Achse des Reellen konjugiert komplexe Werte. Wendet man auf © eine erzeugende 
Substitution an, ersetzt also etwa £ durch £,, so bedeutet dies eine Ersetzung 
der Grösse £, durch £, in der Weise, dass (£,, 2,') dieselbe Gróssengesamtheit 
wie (5, Sn) bedeuten, nämlich ein und dasselbe vollständige System bezüglich der 
Gruppe P üquivalenter Werte. Die einzelnen Terme unserer Reihe werden dem- 


gemäss durch neue Terme ersetzt, die abgesehen von additiven Konstanten vóllig 


! Vgl. $ 6 der Abhandlung IV der Serie »Abhandlungen zur Theorie der konformen Abbil- 
dung» in Acta math. Bd. 41, insbes. pag. 327, (1918). 
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übereinstimmen. Nach der Ersetzung findet nun aber ebenfalls Konvergenz der 
Reihe statt. Daraus folgt, dass das Resultat der Ersetzung nur eine Aenderung 
des Funktionswertes um eine additive Konstante sein kann. Diese additive Kon- 
stante muss jedoch gleich Null sein, weil sich bei Wiederholung der erzeugenden 
Substitution als einer elliptischen Substitution der Periode 2 die identische Sub- 
stitution ergibt. 

In spiegelbildlich symmetrischen Punkten eines Begrenzungskreises von K 
nimmt unsere Reihenfunktion wegen ihrer Realität auf der Achse des Reellen 
konjugiert komplexe Werte an, wegen der Aequivalenz solcher Punkte vermóge 
einer erzeugenden elliptischen Substitution nimmt sie andererseits ebenda gleiche 
Werte an. Das ist nur vereinbar, wenn die auf K angenommenen Werte reell sind. 

3. Die Reihenfunktion hat, wie wir sehen, alle Eigenschaften, die wir oben 
für die Funktion y (2) als charakteristisch nachgewiesen haben. Auch die Normie- 
rungsbedingung der Funktion ¢ (¢) ist für unsere Reihenfunktion erfüllt, da alle 
Glieder der Reihe, abgesehen von dem ersten Gliede für [= o den Wert Null 
annehmen. Wir können somit die Reihenfunktion mit q (0L) bezeichnen. Zu be- 
weisen bleibt jedoch noch, dass tatsächlich die gewünschte Abbildung durch ¢ (£) 
geleistet wird. Dieser Beweis gründet sich auf die erwähnten bereits festgestellten 
Eigenschaften der Funktion qg (£2). 

Man kann die Funktion y (£) an jeder Stelle des Bereichs K nach der Me- 
thode der Reihenumkehrung umkehren. Diese Umkehrung kann man vollständig 
für das ganze Gebiet X mittels einer endlichen Anzahl von Umkehrunssreihen 
bewirken. Man erkennt hieraus, dass man den Bereich K in endlich viele Par- 
zellen so zerlegen kann, dass diese Parzellen einzeln auf schlichte Gebiete (Bild- 
parzellen) abgebildet werden; dabei kan man u. a. die etwa vorhandenen Null- 
stellen der Ableitung q'(Z) als Parzellenecken einführen. Es zeigt sich nun, wenn 
man die gefundenen Bildparzellen ihrerseits ordnungsgemäss aneinanderschliesst, 
dass dann ein Riemann'sches Flüchenstück entsteht, das als eineindeutiges Bild 
von K anzusprechen ist. Dieses Flüchenstück wird durch ganz über der Achse 
des Reellen verlaufende Linien begrenzt, die ausserdem ganz im Endlichen liegen. 
Daraus ist ohne weiteres klar, dass das betrachtete Flächenstück die Ebene end- 
lichvielblättrig und zwar überall gleich-vielblüttrig bedecken muss. Dass die 
Bedeckung eine einblättrige ist, folgt dann daraus, dass der unendlich ferne 
Punkt jedenfalls nur einfach bedeckt wird. Nunmehr ist klar, dass die Begren- 
zung unseres Flüchenstückes nur von m von einander getrennt verlaufenden 
Schlitzen auf der Achse des Reellen gebildet sein kann. Damit ist aber die 


Abbildungsaufgabe, die wir uns in diesem Paragraphen gestellt haben, vollstän- 
dig erledigt. 


Uber die konforme Abbildung symmetrischer Bereiche. 26 


© 


$ 2. 


Abbildung des unendlich-vielfach zusammenhingenden Kreisbereiches 
auf einen Schlitzbereich. 


(Methode der Reihenbildung.) 


4. Nunmehr werde mit K ein symmetrischer Kreisbereich unendlich hohen 
Zusammenhanges der ¢-Ebene bezeichnet. Einen solchen denken wir uns durch 
unendlieh viele getrennte die Achse des Reellen senkrecht schneidende Kreise 
begrenzt, die alle in einem endlichen Bezirke enthalten sind und ausserdem der 
Bedingung genügen, eine diskrete Gesamtheit zu bilden, womit gemeint ist, dass 
zwischen je zwei der Begrenzungskreise ein Intervall der Achse des Reellen liegt, 
das dem Innern des Bereiches X angehört. Die jetzt zu bestimmende Abbildungs- 
funktion y (D), die den gegebenen symmetrischen Kreisbereich K auf einen 
Schlitzbereich S abbildet, soll ausserdem im Unendlichen wieder die frühere 
Normierungsbedingung 


g — 9 (5) — 65 + ((0)) 


erfülen. Die Regularität der Abbildungsfunktion wird weiter auch auf den Be- 
grenzungskreisen verlangt!, wobei aber in denjenigen Durchstossungspunkten mit 
der Acbse des Reellen eine Ausnahme zu machen ist, die Häufungspunkte von 
Begrenzungskreisen sind. Diese Ausnahmepunkte wollen wir als singuldre Grenz- 
punkte bezeichnen. Ganz allgemein mógen als singuläre Grenzpunkte diejenigen 
Punkte der ¢-Ebene bezeichnet werden, die sich als Häufungspunkte von Begrenz- 
ungskreisen des Bereichs K darstellen. Hiernach braucht ein singulürer Grenz- 
punkt nicht notwenig auf einem Begrenzungskreise zu liegen, er kann vielmehr 
für sich eine vollstándige Begrenzung des Bereiches K darstellen (accessorische 
Grenzpunkte). 

Dass für die gestellte allgemeine Abbildungsaufgabe der Unitätssatz gilt, 
ergibt sich durch eine leichte Modifikation der früheren Betrachtung für endlich- 
vielfach zusammenhängende Bereiche. Leiste etwa ~(¢) die Abbildung auf einen 
Schlitzbereich S der z-Ebene, w(£) eine Abbildung auf einen Bereich 8’ einer 
z'-Ebene, so könnten wir z' als Funktion von z betrachten. Die Differenz 


wäre eine für z= » verschwindende analytische Funktion, deren imaginärer Teil 


! Siehe hierzu $ 4 der vorliegenden Abhandlung. 
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in einem die Begrenzungsschlitze von S sämtlich enthaltenden schmalen rechtecks- 
fórmigen Streifen unter jede Grenze herabsinken müsste, wenn jener Streifen 
schmaler und sehmaler gewählt würde. Daraus aber würde folgen, dass der 
imaginäre Teil von W (+) im ganzen Aussengebiete des erwähnten Streifens beliebig 
klein abgeschützt werden kónnte, mithin identisch verschwinden müsste. 

5. Es ist nun der Nachweis der tatsüchlichen Existenz einer Abbildungs- 
funktion q(Z) zu führen. Dazu nehmen wir erneut auf unsere frühere Reihe 
Bezug und wollen dartun, dass sie auch im vorliegenden Falle die gewünschte 
Abbildung leistet. 

Wir fassen dazu den Bereich K in derselben Weise wie früher als einen 
Fundamentalbereich mit nunmehr unendlich vielen elliptischen Substitutionen der 
Periode 2 als Erzeugenden auf, und setzen die Reihe an 


Was zunüchst die Frage der absoluten Konvergenz der Reihe anbetrifft, so 
kónnen wir jetzt nicht das Argument der Konvergenz der Summe der Umfänge 
aller Grundkreisbilder K, heranziehen; das ist aber auch nicht notwendig. Wir 
bemerken zunüchst, dass bei Ausübung des Spiegelungsprozesses auf den Bereich 
K auch im vorliegenden Falle eine vollständige Bedeckung der £-Ebene mit Aus- 
nahme einer unendlichen Menge diskreter Punkte der Achse des Reellen bewirkt 
wird. Man übersieht dies sofort, wenn man den Spiegelungsprozess stufenweise 
in der Weise vornimmt, dass man nach jedem Schritte das ganze bis dahin ge- 
wonnene Gebiet an einem seiner Begrenzungskreise spiegelt, wobei dann nach 
dieser Spiegelung alle neu auftretenden Begrenzungskreise Durchmesser haben, 
die kleiner sind als der Halbmesser des Spiegelungskreises. Bei der Spiegelung 
geht nämlich der unendlich ferne Punkt in den Mittelpunkt des Spiegelungskreises 
über. Man kann es daher offenbar so einrichten, dass man nach einer endlichen 
Anzahl von Spiegelungen den Bereich so erweitert hat, dass sämtliche nunmehr 
vorhandene Begrenzungskreise Durchmesser von beliebiger Kleinheit haben. Da- 
durch wird in der Tat klar, dass obere und untere Halbebene bei dem Spiege- 
lungsprozesse nach und nach vollständig bedeckt wird, und dass auch auf der 
Achse des Reellen kein noch so klein angenommenes endliches Intervall existieren 
kann, das nicht durch den Gebietserweiterungsprozess ganz oder teilweise erfasst 
würde. Das durch den Spiegelungsprozess tatsächlich erfasste Gebiet der [-Ebene 
möge mit Z(? bezeichnet werden, soweit es nur von inneren Punkten gebildet wird. 

Zum Nachweis der gleichmüssigen und absoluten Konvergenz gehen wir von 
der offenbaren Tatsache der Konvergenz der Summe der Lànge aller Bildintervalle 
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eines beliebigen ganz in Z(® enthaltenen reellen Intervalls s aus, wobei jedoch 
diejenigen Bildintervalle ausgenommen sind, die den unendlich fernen Punkt der 
¢-Ebene enthalten. Von hier aus ergibt sich leicht der Satz, dass die Summe 
der Umfänge aller Bildkreise eines in Z( ^ enthaltenen Kreises konvergiert!, wenn 
vorkommendenfalls diejenigen Bildkreise ausgenommen werden, die durch den 
unendlich fernen Punkt der ¢-Ebene hindurchgehen und sich also als Geraden 
darstellen. 

Die gleiche Bemerkung gilt von irgend einem in der £-Ebene angenommenen 
Kreisbogen oder Kreisbogenpolygon und deren vermóge der Substitutionsgruppe 
I' sich ergebenden Bildkurven. Nun kann man aber die Punktpaare (Z,, wn) 
durch derartige unter einander vermóge der Gruppe I’ äquivalente Kreisbogen- 
polygone £, mit einander verbinden, und die Länge eines solchen Kreisbogen- 
polygons ist immer grösser als die Länge |5, — wn]; womit die gleichmässige und 
absolute Konvergenz unserer Reihe p (2) dargetan ist. 

Die Funktion g (¢) bleibt aus demselben Grunde wie früher gegenüber den 
Substitutionen der Gruppe I’ ungeändert. Sie nimmt auf der Achse des Reellen 
und auf den Begrenzungskreisen des Bereichs K nur reelle Werte an und ist auf 
der ganzen Begrenzung von K mit Ausnahme der singulären Grenzpunkte offen- 
bar regulàr. 

6. Zu zeigen bleibt jedoch noch, dass die Funktion y (2) die verlangte 
Abbildung auf einen symmetrischen Schlitzbereich S leistet. 

Dazu gehen wir von der Auffassung der Gruppe I als Grenzfall einer Gruppe 
mit endlich vielen Erzeugenden aus. Denken wir uns die unendlich vielen Er- 
zeugenden der Gruppe J’ irgendwie numeriert, so können wir auf Grund dieser 
Numerierung die Gruppe I’ als Grenze einer Gruppe J’, auffassen, wenn wir mit 
I, diejenige Gruppe bezeichnen, die aus den v ersten Erzeugenden von I’ ent- 
springt. Die unter Beschränkung auf die Gruppe I’, gebildete Reihe 


Py (5) = b 3E > (En, Tu Wn, ) ; 


in der n, nur diejenigen Werte des allgemeinen Index » durchläuft, die Substitu- 
tionen der Gruppe J’, entsprechen, ist auch gleichmässig und absolut konvergent. 
Sie ist ja nur eine Teilreihe der Reihe p (2). Beim Uebergang von v zu » +1 
werden der Reihe y, (£) jedesmal unendlich viele Terme der Reihe y (2) hinzuge- 
fügt. Man hat daher 


PC) = lim gs (C). 





! Siehe die Fussnote pag. 267. 
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Die Reihe œ,(£) liefert nach § ı eine schlichte Abbildung des durch die v 
ersten Erzeugenden gekennzeichneten Kreisbereiches K) auf einen Schlitzbereich 
S,. Daraus folgt, das y, (C) den Bereich K, der ja ein Teilbereich von XV) ist, eben- 
falls eineindeutig auf einen schlichten Bereich S' abbildet; und daraus ergibt sich 
weiter, das y(¢) als Grenzfunktion der Funktionenfolge q,(£) ebenfalls eine 
eineindeutige Abbildung des Bereichs K auf einen schlichten Bereich 5$ leistet. 
Dass bei dieser Abbildung den Grenzkreisen nach Ausschluss der singulären Grenz- 
punkte in regulürer Weise Strecken der Achse des Reellen entsprechen müssen, 
geht bereits aus dem Früheren hervor. Indessen ist hiermit noch nicht dargetan, 
dass der Bereich S ein Schlitzbereich ist, d. i. ein Bereich, dessen vollständige 
Begrenzung auf der Achse des Reellen enthalten ist. 

Um diese Frage zur Entscheidung zu bringen, nehmen wir an, der schlichte 
Bereich S besitze Begrenzungsteile, die in der oberen z-Halbebene liegen mógen. 


NI 


Es sei z" ein solcher Grenzpunkt von S. Wir wählen nun in der Nähe von z" 
einen Punkt z’ im Innern von S und beschreiben um z' als Mittelpunkt einen 
Kreis k, der den Punkt z" in seinem Innern enthält. Wir kónnen die Anordnung 
so treffen, dass die Kreisfläche k ganz der oberen Halbebene angehört. Um z' als 
Mittelpunkt beschreiben wir nunmehr noch einen zweiten kleineren Kreis X’ so, 
dass die ganze Kreisfläche &' mit Einschluss der Kreislinie &' im Innern von S 
enthalten ist. Der Fläche %' entspricht vermóge der durch (¢) geleisteten 
Abbildung ein Bereich x’. Die Umkehrungsfunktion werde mit ¢ = f (z) bezeichnet, 


entsprechend die Umkehrungsfunktion der Funktion g, (©) mit f, (2). Man bemerkt 
nun, dass die Umkehrungsfunktionen f,(z) nicht nur in k', sondern sogar in k 
erklärt sind, und zwar leistet f,(z) eine schlichte Abbildung der Kreisfläche k 
auf ein Gebiet, das ganz in dem »-fach zusammenhängenden Kreisbereiche K®) 
enthalten ist, der den Fundamentalbereich der Gruppe I, bildet. Wegen der 
Schlichtheit der durch die Funktionen f,(z) geleisteten Abbildungen und der 
Normierung dieser Abbildungsfunktionen im Unendlichen ergibt sich, dass die 
Funktionen f,(z) in & beschränkt sind. Da sie ausserdem in k mit wachsendem » 
offenbar gegen f(z) konvergieren als Umkehrungsfunktionen der konvergenten 
Funktionenfolge der p (C), so ergibt sich nach einem bekannten Konvergenzsatze !, 
dass die Folge der f, (z) auch in der ganzen Kreisfläche & gleichmässig konvergiert. 
Die Grenzfunktion f(z) aber ergibt dann eine Abbildung der Kreisflüche kb auf 
ein schlichtes Gebiet x, das ganz der oberen ¢-Halbebene angehórt. Die Um- 
kehrungsfunktion q (2) der Funktion f(z) bildet nun aber x auf ein durchaus 





! S. 8 6 der Abhandlung 5 der Serie »Abhandlungen zur Theorie der kontormen Abbildung» 


in Math. Zeitschrift Bd 2, insbes. pag. 226. 
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inneres, keinen Begrenzungspunkt von S enthaltendes Teilgebiet von S ab, welches 
somit von der Fläche £ verschieden wäre. 

Damit ist ein Widerspruch hergeleitet und somit dargetan, dass die voll- 
ständige Begrenzung von S auf der Achse des Reellen enthalten ist. 


$ 3. 
Das umgekehrte Abbildungsproblem, insbesondere für Bereiche von 
unendlich hohem Zusammenhang. 


(Iterationsverfahren.) 


7. Wir gehen nunmehr von einem beliebigen endlich- oder unendlich- 
vielfach zusammenhängenden symmetrischen Schlitzbereich S der z-Ebene aus. 
Sämtliche Begrenzungschlitze von S sollen auf der Achse des Reellen liegen, der 
unendlich ferne Punkt dem Innern von S angehóren. Jeder einzelne Schlitz hat 
eine endliche von Null verschiedene Linge. Zwischen je zwei verschiedenen 
Begrenzungsschlitzen gibt es ein Intervall der Achse des Reellen, das dem Innern 
von S angehört. Diejenigen Begrenzungspunkte von ^S, die sich als Häufungs- 
punkte von Begrenzungsschlitzen des Bereichs S darstellen, bezeichnen wir als 
singuläre Grenzpunkte. Diese kónnen sich als Endpunkte von Schlitzen oder 
als selbständige Grenzpunkte (accessorische Grenzpunkte) darstellen. Wir fordern 
die Bestimmung einer Abbildungsfunktion 


durch deren Vermittlung der Bereich S in symmetrischer Weise auf einen (als 
unbekannt anzusehenden) symmetrischen Kreisbereich K in der Weise eineindeutig 
konform abgebildet wird, dass dabei der unendlich ferne Punkt sich selbst ent- 
spricht, wobei £ — 2 im Unendlichen verschwinden soll (Normierungsbedingung). 
Die Abbildungsfunktion soll sich auf den Begrenzungsschlitzen von S mit Ausnahme 
der singulären Grenzpunkte regulär verhalten, eine Bedingung, die für gewöhnliche 
Sehlitzendpunkte, die nämlich nicht singuläre Grenzpunkte sind, dahin zu inter- 
pretieren ist, dass die Regularität der Abbildungsfunktion im gewóhnlichen Sinne 
nach Einführung einer lokalen Wurzeltransformation der z-Ebene bestehen soll. 

Dass die hier gestellte Abbildungsaufgabe nicht mehr als eine Lósung 
zulassen kann (Unitdtssatz), ergibt sich sofort, wenn man zwei Abbildungen 
annimmt und die so gesetzte Abbildungsbeziehung der beiden Kreisbereiche 
auf einander untersucht. Diese Abbildungsbeziehung erweitert sich nach dem 
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Spiegelungsprinzip sofort zu einer Abbildungsbeziehung der ¢-Ebene auf eine 
C-Ebene, wobei in der ¢-Ebene und Z-Ebene je eine unendliche Gesamtheit 
diskreter Grenzpunkte auftritt, in denen diese Abbildungsbeziehung auch noch 
stetig würe. Man kann jetzt den Unitätsbeweis auf die Feststellung gründen, 
dass die hiermit gesetzte eineindeutige Abbildungsbeziehung zwischen der oberen 
£-Halbebene und der oberen Z-Halbebene nur durch eine reelle lineare Trans- 
formation bewirkt werden kann, die sich wegen der Normierung im Unendlichen 
auf die Identitüt reduzieren muss. Wir kónnen aber statt dessen den Beweis auf 


die Betrachtung der Differenz £' 


— £L als Funktion der Grösse £ gründen. Diese 
Differenzfunktion verschwindet im Unendlichen. Ihr imaginärer Teil wird aus- 
serdem längs eines die Grenzpunktmannigfaltigkeit in der £-Ebene einschliessenden 
schmalen rechtecksfórmigen Streifens gleichmässig unendlich klein, wenn dieser 
Streifen schmäler und schmäler gewählt wird. Daraus folgt das identische Ver- 
schwinden des imaginären und folglich auch des reellen Teils derselben. 

8. Nunmehr gehen wir zum Zxistenzbeweis über. 

Wir denken uns zu dem Zwecke die unendlich vielen Begrenzungsschlitze 
des Bereichs S, deren keiner sich auf einen Punkt reduziert, irgendwie numeriert. 
Wir wenden sodann eine Folge von Elementartransformationen auf S an, deren 
einzelne die Verwandlung der von einem endlichen Schlitze begrenzten Ebene 
auf das Aeussere einer mit dem Sehlitze konzentrischen Kreislinie bewirkt, wo- 
bei auch der Normierungsbedingung im Unendlichen genügt wird. Die Funktion 


ZEE 


Z mit der Umkehrung z = E (Z + VZ1—4) 


bildet bekanntlich das Aeussere des Z-Einheitskreises auf die längs des endlichen, 
die Punkte —2 und +2 verbindenden Schlitzes aufgeschnitten zu denkende 
z-Ebene ab, wobei der unendlich ferne Punkt sich selbst entspricht und Z—z 
im Unendlichen verschwindet. Geht man von einem beliebigen endlichen Schlitz s 
auf der Achse des Rellen der z-Ebene aus, so liefert die erwähnte Transforma- 
tion, umgekehrt genommen und sinngemüss modifiziert, eine Abbildung der 
durch s begrenzten Ebene auf das Aeussere eines Kreises, dessen Mittelpunkt mit 
dem Schlitzmittelpunkt zusammenfallt und dessen Durchmesser gleich der halben 
Lànge des Schlitzes ist. Bei dieser Abbildung werden die nicht auf s enthaltenen 
Punkte der Achse des Reellen nüher an den erwühnten Mittelpunkt herangerückt 
(Fundamentaltransformation). 

Wir wenden nun die Fundamentaltransformation zunüchst auf den ersten 
Begrenzungsschlitz von S an. Dabei geht S in einem Bereich 8, über, der 
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abgesehen von unendlich vielen Schlitzen auch von einem Kreise begrenzt wird. 
Indem wir S, an dem gefundenen Begrenzungskreise spiegeln, erweitern wir den 
Bereich S, zu einem nur noch von Schlitzen begrenzten Bereich S,. Die so neu 
hinzugekommenen Schlitze sind wieder zu numerieren und ausserdem mit einem 
Nebenindex ı zu versehen, der andeuten soll, dass diese Schlitze erst nach der 
ersten Fundamentaltransformation aufgetreten sind. Jetzt wird die Fundamen- 
taltransformation auf irgend einen Begrenzungsschlitz von S, angewandt, wobei 
S, in S, übergeht, welcher Bereich seinerseits durch Spiegelung am gewonnenen 
Begrenzungskreise zu einem Schlitzbereich S, erweitert wird, wobei neu zu nu- 
merierende Begrenzungsschlitze auftreten, denen der Nebenindex 2 beizufügen ist. 

Das geschilderte Verfahren kann i. inf. fortgesetzt werden. Dabei ist jetzt 
zwecks Erreichung unseres Hauptzieles nur einer Bedingung zu genügen, nämlich 
der folgenden: es soll im Laufe des Verfahrens jeder einmal eingeführte Schlitz 
auch einmal als Transformationslinie für die Fundamentaltransformation verwandt 
und dadurch zum Fortfall gebracht werden. Dieser Bedingung kann z. B. durch 
die allgemeine Vorschrift genügt werden, dass immer ein Schlitz als Transforma- 
tionslinie verwandt werden soll, für den die Summe aus Nummer und Index 
móglichst klein ist. 

Die sämtlichen Begrenzungsschlitze des Bereiches S,, bestimmen ein endliches 
Intervall o, auf der Achse des Reellen, das vom äussersten linken Begrenzungs- 
punkte bis zum äussersten rechten Begrenzungspunkte von S, reicht. Aus den 
Vorbemerkungen über die Fundamentaltransformation entnimmt man, dass die 
Länge des Intervalls o, mit zunehmendem Index » immer kleiner wird, wobei 
jedes folgende Intervall im vorhergehenden enthalten ist. Gleichwohl bleiben 
die Längen der o,, die wir auch mit dem Zeichen 6, bezeichnen, oberhalb einer 
angebbaren von Null verschiedenen endlichen Schranke. Das ergibt sich so: 

Der Bereich $ wird durch die Fundamentaltransformationen sukzessive in 
Bereiche S® = §',, $0, 8®,... übergeführt. Das zu S gehörende Intervall c ent- 
halt reelle Teilintervalle, die zum Innern des Bereichs $ gehören. Diesen Inter- 
vallen entsprechen bestimmte Intervalle in den Bereichen S”. Die zusammen- 
gesetzte Abbildungsfunktion, die den Bereich S in den Bereich S" überführt, 
werde mit 


In (2) = En 


bezeichnet. Diese Abbildungsfunktion erfüllt im Unendlichen die Normierungs- 
bedingung. Auf sie findet daher unser Verzerrungssatz für unendliche Bereiche 


Anwendung.! Diesem zufolge müssen die einzelnen reellen Teilintervalle je eine 





! $. § 8 der pag. 272 zitierten Abhandlung. 
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von der Wahl des Index » unabhängig bestimmbare Mindestlänge haben. Die 
Längen c, sind aber grösser als jede der erwühnten Mindestlängen, sogar grósser 
als die Summe aller dieser Mindestlängen. 

o. Wir hatten oben mit S, den nach Anwendung von » Fundamentaltransfor- 
mationen gewonnenen erweiterten Schlitzbereich bezeichnet. Andererseits hatten 
wir mit S™ den nach n-maliger Anwendung des Fundamentaltransformation aus 
S als Bild dieses Bereiches entstandenen neuen Bereich bezeichnet. Wir wollen 
dementsprechend mit 8 denjenigen Bereich bezeichnen, der aus S, als einein- 


deutiges Bild dieses Bereiches nach Anwendung von m weiteren Fundamental- 
transformationen entsteht. Die Begrenzung dieses Bereichs weist m oder weniger 
als m Linien auf, die sich nicht als Schlitze, sondern als einfach geschlossene 
Linien darstellen. Wir bezeichnen mit dí" die Maximaldistanz, die zwischen den 
Punkten jener Linien und der Achse des Reellen besteht. Dann wollen wir - 
nunmehr zeigen, dass die Grösse d? bei frei bleibendem m unendlich klein wird, 
wenn n über alle Grenzen wächst, d. h. es gibt eine von m unabhängige obere 
Schranke d, der Grössen dí, die bei unbegrenzt wachsendem Index n ihrerseits 
unendlich klein wird. 

Um diesen Nachweis zu führen, benótigen wir einige Hilfsbetrachtungen. 

10. Es sei B irgend ein den Nullpunkt in seinem Innern enthaltender 
schlichter einfach zusammenhängender Bereich innerhalb des Einheitskreises einer 
z-Ebene, dessen Abbildungsmöglichkeit auf das Innere des Einheitskreises einer 
w-Ebene als bekannt angesehen wird. Nach dem Sehwarz'schen Lemma, angewandt 


: Lo LAD > : Er 5 - 
auf die Funktion = schliessen wir, dass bei dieser Abbildung das Vergrósse- 


dw 


dz 
Beibehaltung des Nullpunktes kann man zu einer wohl bestimmten Abbildungs- 
funktion übergehen, bei der das Vergrüsserungsverhältnis an der Nullstelle den 


>ı ist. Durch Verkleinerung der Bildkreisfläche unter 
z=0 


rungs-Verhältnis 








Wert r hat. Der Radius RÜ der so definierten Kreisfläche ist dann kleiner als 
ı und völlig bestimmt. Wir nennen ihn den invarianten Radius des Bereichs 
B, wobei der Index o die besondere Bedeutung des Nullpunktes bei der Ab- 
bildung hervorhebt. Das Schwarz’sche Lemma lehrt sofort, dass der invariante 
Radius sich verkleinert, wenn man von B zu einem Teilbereiche von B übergeht. 
Es ist ferner aus der Definition sofort zu erkennen, dass der invariante Radius 
eine unveründerliche Grósse ist gegenüber allen eineindeutigen konformen Trans- 
formationen des Bereichs B, bei denen der Punkt o fest bleibt und das Ver- 


grósserungsverhültnis der Transformation in o den Wert ı hat. 


Über die konforme Abbildung symmetrischer, Bereiche. 277 


Die Begriffbestimmung des invarianten Radius wie auch die Bemerkung 
über Vergrósserung bzw. Verkleinerung desselben erstreckt sich offenbar nicht 
nur auf Bereiche B innerhalb des Einheitskreises sondern überhaupt auf schlichte 
einfach zusammenhängende Bereiche B, die den Nullpunkt im Innern enthalten. 

Wir kehren jetzt wieder zu der Vorstellung eines Bereiches B zurück, der 
ganz innerhalb des Einheitskreises der z-Ebene enthalten ist. Es sei o die Länge 
des Abstandes des dem Nullpunkte am nächsten liegenden Begrenzungspunktes 
von B vom Nullpunkte. Der Radius R% liegt dann, wie schon bemerkt, unter- 
halb 1, aber auch oberhalb o, wie man sofort erkennt. Darüber hinaus beweisen 
wir jetzt den Satz. 

Satz: Es besteht für alle Bereiche B mit dem Minimalabstande o die Relation: 


Zum Beweise wenden wir auf den Bereich B die erste Schmiegungsoperation 
unseres Schmiegungsverfahrens an, d. h. wir unterwerfen B derjenigen eineindeu- 
tigen Abbildung, die den zweiblättrigen Bereiche |z| < 1 mit dem Windungspunkte 
erster Ordnung in einem im Abstande o von Nullpunkte gelegenen Randpunkte 
von B auf die schlichte Einheitskreisfläche unter Festhaltung des Nullpunktes 
abbildet. Diese Abbildung setzt sich in einfacher Weise elementar zusammen. 
Das dabei an der Nullstelle stattfindende Vergrösserungsverhältnis ist 

FY 2 I Ul. 
TUR DTE SR Va 


7 
Hieraus ergibt sich durch Verkleinerung des Bildbereiches im Verhältnis 2 


eine Abbildung des Bereiches B auf einen Bereich B', der ganz im Kreise K' mit 


dem Radius ate enthalten ist. Fir diese Abbildung besteht an der Nullstelle 


das Vergrósserungsverhültnis 1. Weil B' in der erwähnten Kreisfläche K' ent- 


halten ist, findet sich nunmehr, dass der invariante Radius R9. der gleich RY 


ist, kleiner als der Radius des Kreises K' ist, womit der behauptete Satz bewiesen ist. 
Wir merken noch diejenige Fassung dieses Satzes an, die sich ergibt, wenn 
man anstelle des Einheitskreises eine beliebige Kreisfläche mit dem Nullpunkt 
als Mittelpunkt und dem Radius r treten lüsst, innerhalb deren der Bereich B 
enthalten sein soll, während o die alte Bedeutung behalten móge. Man findet dann 
(#5) o X RP < Du 
"(e+n 

2 
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Hierin liegt insbesondere, wenn mit g' die Maximaldistanz der Begrenzung des 
Bereichs B vom Nullpunkte bezeichnet wird, 


Nunmehr gehen wir zur Betrachtung von Aussenbereichen in der z-Ebene 
über, d. h. von Bereichen À, die vom ganzen Aeusseren einer im Endlichen 
liegenden Linie gebildet werden und für die die Móglichkeit der Ausführung ihrer 
Fundamentalabbildung bekannt ist. Damit ist auch die Méglichkeit der Abbil- 
dung eines solehen Bereiches auf das Aeussere eines gewissen endlichen Kreises 
gegeben, bei der im Unendlichen die Normierungsbedingung, dass w—z im 
Unendlichen verschwinden soll, erfüllt wird. Diese Abbildung ist offenbar völlig 
bestimmt. Es wird auf diese Weise jedem solchen Aussenbereiche A ein invari- 
anter Mittelpunkt, nämlich der Mittelpunkt des gewonnenen Kreises und ein 
invarianter Radius Ra (halbe Oeffnungsweite), nämlich der Radius des gewonnenen 
Kreises zugeordnet. 

Wir haben für das Folgende unsere Aufmerksamkeit vor allem auf die 
Oeffnungsweite zu richten. Diese kann auch erklärt werden als Radius desjenigen 
Kreises mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt, auf dessen Aeusseres der gegebene 
Bereich À in der Weise abgebildet werden kann, dass dabei das Unendliche sich 
selbst entspricht und das Vergrösserungsverhältnis im Unendlichen den Grenzwert 
1 besitzt. Die Oeffnungsweite des Aussenbereiches A ist offenbar gegenüber 
kongruenten Verschiebungen des Bereiches À invariant; bei ähnlichen Abbildungen 
von A wird die Oeffnungsweite nach Maassgabe des Vergrösserungsverhältnisses 
jener ühnliehen Abbildung geändert. Man bemerkt ferner sogleich, dass die 
Oeffnungsweite eines Aussenbereichs A vergróssert wird, wenn man von diesem 
Bereiche zu einem Teilbereiche desselben übergeht, d. h. zu einem Bereiche, 
dessen Begrenzungslinie die Begrenzungslinie von A umschliesst. Schliesslich 
bemerken wir noch, dass die Oeffnungsweite auch als halbe Länge desjenigen 
Sehlitzes erklärt werden kann, den man erhült, wenn man eine Abbildung des 
Bereiches À auf einen von einem einfachen Schlitze begrenzten Bereich unter 
Beobachtung der Normierungsbedingung im Unendlichen vornimmt. 

Nach diesen Vorbemerkungen mógen nunmehr insbesondere solche Bereiche 
A betrachtet werden, deren Begrenzungslinien den Einheitskreis der z-Ebene 
umschliessen. Es móge mit o4 die Lünge des Maximalabstandes der Bereichsbe- 
grenzung vom Nullpunkte bezeichnet werden. Dann ergibt sich aus der Formel 
(*) mittels einer Inversion am Einkeitskreise 
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Aus dieser Formel entnehmen wir den weiterhin wichtigen Satz 

Satz: Es sei A ein veründerlich vorgestellter Aussenbereich ausserhalb des 
Einheitskreises, dessen Begrenzungslinie / den Einheitskreis umschliesst. Der 
Oeffnungsradius A4 nähere sich unbegrenzt dem Werte 1. Dann muss sich auch 
die Distanzgrösse o4 dem Werte 1 unbegrenzt nähern, wobei die Annäherung 
eine gleichmässige ist insofern, als der Annäherungsgrad wesentlich nur durch 
den Kleinheitsgrad der Grösse (//4 — 1) bestimmt wird, nämlich von der beson- 
deren Begrenzungsform des Bereichs A durchaus unabhängig ist. 

Dieser Satz übertrügt sich sofort auf einen veränderlichen Bereich A’, dessen 
Begrenzung das Intervall (— 2,..., + 2) umschliesst, in dem Sinne, dass hier der 
Annäherung der Invariante A4 an den Wert 1 die gleichmässige Annäherung 
der Begrenzung von A' an das genannte Intervall entspricht. 

ir. Die in voriger Nummer entwickelten Resultate wenden wir jetzt auf 


unsere Bereiche SU" an oder, richtiger gesagt, auf diejenigen einfach zusammen- 


(m) 
n 


hàngenden Aussenbereiche [se] die sich aus den Bereichen S7" ergeben, wenn 


man alle dem Innern dieser Bereiche angehórenden reellen Intervalle zur Begren- 
zung hinzunimmt; die invariante Oeffnungsweite des einzelnen Bereichs [8] ist 


gleich derjenigen des Bereichs [$,], d. h. gleich ?" Nun bilden die Grössen 


6, eine abnehmende Gróssenfolge, die aber, wie wir sahen, oberhalb einer endlichen 


m) 


von Null verschiedenen Schranke bleibt. Der Bereich ise ] ist ein Teilbereich 


On+m 


des Bereichs [S,+„] mit der Oeffnungsweite Da nun der Unterschied 


On4m — Gn mit wachsendem x bei freibleibendem m unendlich klein wird, ergibt 
sich jetzt, dass die Begrenzung des Bereichs [S7?| von dem Intervall on4m einen 
Maximalabstand hat, der mit unbegrenzt wachsendem n bei freibleibendem m 
unendlich klein wird. 

Damit ist die oben (in 9) aufgestellte Behauptung bewiesen. 

Es ist somit klar, dass die Grösse 


. = I PR - 
à (m TE. i) nz i R (Gasm ELA em) 


längs op, mithin im ganzen von der 6, begrenzten Aussenbereiche c, mit unbe- 
grenzt wachsendem n bei freibleibendem m gleichmässig unendlich klein wird. 
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Fixieren wir jetzt einen Bereich $,, so sind die Grössen ¢, für n > v in 
diesem Bereiche sämtlich erklärt. Die Differenz 3 (on4m—n) ist, sofern man sie 


(n—») 
y 


als Funktion von Z, betrachtet, nicht nur in S , sondern in dem weiteren 
Bereiche S, erklärt. Aus dem Vorstehenden folgt daher das gleichmässige Unend- 
lichkleinwerden der betrachteten Differenzgrósse in S,, mithin die gleichmässige 
Konvergenz der Funktionen 9 (£,(£;)) im ganzen Bereiche S, mit Einschluss des 
Randes. Daraus schliessen wir weiter, dass die Funktion C, (¢,) selber in jedem 


inneren Teilbereiche von S, gleichmässig konvergiert. Die Grenzfunktion 
Ge) — lim en (Cy) 
n— © 
leistet eine Abbildung des Bereiches S, auf einen Schlitzbereich Z,. Die Begren- 
zung des Bereichs Z, hat von der Achse des Reellen einen Maximalabstand 6, 
von dem jetzt noch zu zeigen ist, dass 


mimi, — "0 


ist. Dies folgt aber daraus, dass die Grösse L, ein Bild des Bereichs S, auf einen 


Bereich i^ entwirft, dessen Begrenzung von der Achse des Reellen einen 
Abstand hat, der allein abhángig von » bei freibleibendem (n — v) abgeschätzt 
werden kann. Diese uns bekannten Abschátzungen liefern die Schranke d,, die 
in der Tat mit wachsendem Index » unendlich klein wird. Da die Funktion 
3 (5,(5,)) im ganzen Bereich S, mit Einschluss der Begrenzung gleichmässig gegen 
die Grenzfunktion 3(¢(¢,)) konvergiert, so bedeutet dies, dass jene Schranke 
auch für die Grenzfunktion selbst, die nun längs der erwähnten Begrenzung stetig 
sein muss, besteht. Schöpft man also den Bereich S, mit Näherungsbereichen 
aus, so wird 3 (£ (£,)) längs der Begrenzung der Näherungsbereiche Werte annehmen, 
die gleichmässig unter jede die erwühnte Schranke übersteigend angenommene 
Grósse herabsinken. 

Hiermit ist die aufgestellte Formel (*) vollkommen bewiesen. 

Das Ergebnis ist eine Abbildung des Bereiches S auf einen symmetrischen 
Bereich Z,, dessen obere und untere Hälfte unbegrenzte allseitige Spiegelungs- 
fühigkeit besitzt so, dass in der oberen und unteren Halbebene bei Ausübung 
dieses analytischen Spiegelungsprozesses eine vollständige singularitätenfreie 
Bedeckung der betreffenden Halbebene eintritt. Hieraus schliessen wir nun, dass 
die den Begrenzungsschlitzen des Bereichs S bei Z, entsprechenden Linien der 
oberen und unteren Halbebene die Eigenschaft besitzen, eine Zerlegung der 
betreffenden Halbebene in zwei in Bezug auf diese Linien im analytischen Sinne 
spiegelbildlich symmetrische Hälften zu zerlegen. Dann müssen diese Linien 
Halbkreise sein, die auf der Achse des Reellen senkrecht stehen. D. h. der Be- 
reich Z, ist ein symmetrischer Kreisbereich K. 
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$ 4. 
Bemerkungen betreffend die Ränderzuordnung der auf einander 
abgebildeten Bereiche. 

12. Wir haben die in Vorstehendem behandelten Abbildungsaufgaben bisher 
dadurch in gewisser Weise begrifflich beschränkt, dass wir von vornherein nur 
solehe Abbildungen verlangten, die auch eine analytische Ründerzuordnung ver- 
mitteln, wobei allerdings bei Bereichen unendlich hohen Zusammenhanges die 
singulären Grenzpunkte eine gewisse Ausnahmestellung einnahmen. Man kann 
nun die Fragestellung dadurch erweitern, dass man die Abbildungsbeziehung 
unter Aufrechterhaltung ihrer Symmetrie inbezug auf die Achse des Reellen nur 
für die inneren Bereichpunkte fordert. Wir wollen jetzt noch zeigen, dass jede 
Abbildungsfunktion, die dem so erweiterten Problem entspricht, auch das speziellere 
Problem löst, indem nämlich die analytische Ränderzuordnung immer von selbst 
eintritt. Auch die soeben noch beibehaltene Forderung der Symmetrie der Abbil- 
dung kann fallen gelassen werden, da auch diese sich als eine Folge der übrigen 
Bedingungen, d. s. insbesondere die Symmetrie der Bereiche K und S und die 
der Symmetrie angepasste Normierungsbedingung im Unendlichen, herausstellt. 

Es werde zunüchst die im weiteren Sinne zu verstehende Abbildung zweier 
symmetrischen Schlitzbereiche S, und S, auf einander betrachtet. Die Abbil- 
dungsfunktion z, (z) genüge im Unendlichen der  Normierungsbedingung 
2,— 2, + ((0)). Dann wird der Imaginärteil der Grösse z, — 2, eine Funktion von 
z,, die im Unendlichen und bei Annäherung an den Rand von $, verschwindet, 
daber im ganzen Bereiche S, verschwindet; womit denn auch 2,— 2, selbst 
identisch verschwinden muss. Die Abbildungsfunktion z, (z,) vermittelt daher die 
identische Abbildung. Damit ist aber auch der analytische Charakter der Abbil- 
dung am Rande evident, desgleichen die Symmetrie der Abbildung. 

Hat man nun eine Abbildungsbeziehung im weiteren Sinne zwischen einem 
symmetrischen Schlitzbereiche und einem symmetrischen Kreisbereiche oder 
zwischen zwei symmetrischen Kreisbereichen, so kann man zwecks Untersuchung 
der Abbildungsbeziehung am Rande die Kreisbereiche zunächst in symmetrischer 
Weise auf symmetrische Schlitzbereiche abbilden, nämlich durch unsere oben 
betrachtete Reihenfunktion, die zugleich eine analytische Ränderzuordnung 
vermittelt. Hierdurch wird man wieder auf die Betrachtung der Abbildungs- 
beziehung von Schlitzbereichen gefiihrt und erkennt durch Rückübertragung das 
Bestehen analytischer Randerzuordnung für die ursprünglich betrachtete Abbil- 
dungsbeziehung sowie die Symmetrie dieser Abbildung. 

Vorstehende Bemerkungen gelten in gleicher Weise fiir Bereiche endlichen 
wie unendlich hohen Zusammenhangs. 

36 
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$ 5. 


Abbildung des allgemeinsten beliebig begrenzten symmetrischen Bereichs. 
(Sehmiegungsverfahren.) 


13. Es sei nunmehr B ein vüllig beliebiger endlich- oder unendlich-vielfach 
zusammenhängender schlichter symmetrischer Bereich der z-Ebene, der den un- 
endlich fernen Punkt in seinem Innern enthalte. Der Bereich werde als nur von 
inneren Punkten gebildet vorgestellt. Er kann als Grenze endlich-vielfach zu- 
sammenhüngender Näberungsbereiche B? erklärt werden, die ihn nach und nach 
ausschöpfen. Wir stellen uns die Aufgabe, eine Abbildungsfunktion F (z) zu be- 
stimmen, die den Bereich konform auf einen symmetrischen Schlitzbereich S, ab- 
bildet, wobei der unendlich ferne Punkt in der Weise sich selbst entsprechen 
soll, dass die Funktion F (z) im Unendlichen die Verhaltungsformel 


F (2) =z + ((0)) 


erfüllt. Bei dieser Aufgabestellung wird es nötig, den Begriff des symmetrischen 
Schlitzbereiches S, von vornherein so weit als möglich aufzufassen. Wir verste- 
hen jetzt darunter jeden endlich- oder unendlich-vielfach zusammenhüngenden 
Bereich, dessen vollstándige Begrenzung auf der Achse des Reellen enthalten ist. 
Das einzelne Begrenzungskontinuum eines solchen Bereichs stellt sich entweder 
als endliche Strecke (gewöhnlicher Schlitz) oder als einzelner Punkt (punktförmiger 
Schlitz) dar. 

Der Unitdtsbeweis für die zu lósende Abbildungsaufgabe ist nach früherem 
Muster sofort zu führen, indem man die Differenz zweier angenommenen Abbil- 
dungsfunktionen F,(z) und F,(z) untersucht und von deren imaginärem Teil 
zeigt, dass er identisch verschwinden muss. 

Zum Existenzbeweis verlangen wir die effektive Bildung einer Funktion F (+) 
mittels einer unendlichen Folge reeller Fundamentaltransformationen. 

Wir bestimmen diejenigen spiegelbildlich symmetrisch zur Achse des Reellen 
liegenden Begrenzungspunkte des Bereichs B, die von der Achse des Reellen den 
gróssten Abstand haben, und benutzen sie als Verzweigungspunkte der Funda- 
mental-transformation. Der Ausdruck dieser Fundamentaltransformation lautet, 
wenn +2? die Verzweigungspunkte sind, 


Z—- ;=2,d.1.2= 


$ ; E * VZ+ 4): 
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Durch Anwendung der zuvor erklärten Fundamentaltransformation gehe z in 2,, 
der Bereich B in einen Bereich PB, über. Mit dem Bereiche B, wird nunmehr in 
derselben Weise verfahren, wie mit dem Bereiche B. Der Bereich P, geht dann 
in einen Bereich B, der z,-Ebene über und so fort. Es wird behauptet, dass 
sich auf solche Weise bei unbegrenzter Wiederholung des Verfahrens (Schmie- 
gungsverfahren)! in der Grenze die gesuchte Abbildungsfunktion in der Gestalt 


F (2) = lim z, (z) 


nao 
ergibt. 

Der Beweis stützt sich zunächst auf die Bemerkung, dass die Grössen 2, 
auf Grund ihrer Normierung im Unendlichen infolge eines wiederholt zur An- 
wendung gelangten Schränkungssatzes in jedem endlichen Teilbereiche des Be- 
reichs B beschränkt bleiben. Daraus ergibt sich, dass die Begrenzung aller Be- 
reiche B, in einem endlichen von n unabhängig bestimmbaren Bezirke bleiben. 
Man kann daher insbesondere eine von n unabhängige positiv reelle Grösse 4 
bestimmen, unterhalb der die absoluten Beträge der reellen Koordinaten der 
Begrenzungspunkte aller Bereiche B, bleiben. 

Bei der Ausübung jeder Fundamental-transformation werden zweitens die 


Bereichpunkte jedesmal der Achse des Reellen angenähert, wie der Ausdruck Z — = 


mit Bezug auf die Achse des Reellen sofort erkennen lässt. Für den Grad der 
Annäherung, welche die Begrenzungspunkte des Bereichs B, erfahren, lässt sich 
elementar eine Abschätzung ausrechnen, die nur von der Entfernung der Ver- 
zweigungspunkte der Fundamentaltransformation von der Achse des Reellen 
und von der Grósse 4 abhüngt. Hieraus ergibt sich aber, dass die Maximalab- 
weichung der Begrenzung des Bereichs B, von der Achse des Reellen bei unbe- 
grenzt zunehmendem n unter jede Grenze herabsinkt und daraus weiter die gleich- 
mässige Konvergenz zunächst des imaginären Teils der Funktion 2, (2) im ganzen 
Bereich B gegen eine Grenzfunktion, die, wenn z — x -- iy gesetzt wird, im Unend- 
lichen wie y+((o)) unendlich wird und bei Annäherung an die Grenze von B 
auf dem Wege der Ausschópfung dieses Bereiches vermóge endlich-vielfach zu- 
sammenhängender Näherungsbereiche gleichmässig unendlich klein wird. Hieraus 
folgt schliesslich die gleichmässige Konvergenz der Funktionen z,(z) selbst in 
jedem solchen Näherungsbereiche, wenn man sich diesen mittels endlich vieler 
Kreisscheiben unter Einbeziehung einer unendlich grossen Aussenkreisscheibe 








1 Diese Benennung des Verfahrens rechtfertigt sich erst später, wenn gezeigt wird dass 
die wesentliche Leistung des Verfahrens eine fortgesetzt zunehmende Anschmiegung der Be- 
reichgrenze an die Achse des Reellen ist. 
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überdeckt denkt und beachtet, dass in jeder dieser Kreisflächen die unendlich 
klein werdende Schwankung des imaginären Teils der Differenz 


En+m (2) Ln (z) 


die unendlieh klein werdende Sehwankung des reellen Teiles dieser Differenzgrósse 
für eine konzentrische, etwas kleiner zu wählende Kreisfläche zur Folge hat.! 


14. Es sei der Bereich B insbesondere ein Kreisbereich K,, den wir dabei 
jetzt im allgemeinsten Sinne verstehen wollen, nämlich als einen Bereich, dessen 
sämtliche Begrenzungskontinuen Kreise sind, deren jeder einzelne sich auch auf 
einen Punkt (punktfórmiger Begrenzungskreis) reduzieren darf. Wenden wir auf 
K; das Schmiegungsverfahren der vorigen Nummer an, so bemerken wir sogleich, 
dass hierbei ein Schlitzbereich S. entsprechend allgemeinster Art gewonnen wird. 
Es werden nämlich notwendig den gewöhnlichen Begrenzungskreisen gewöhnliche 
und den punktfórmigen Kreisen punktfórmige Schlitze entsprechen. Denn andern- 
falls würde entweder die Abbildungsfunktion oder deren Umkehrungsfunktion 
eine Funktion sein, die lüngs eines Kreisbogens bezw. lüngs eines endlichen 
Schlitzes sich auf einen konstanten Wert reduziert, die daher überhaupt eine 
Konstante sein müsste. 

Wir bemerken weiter, dass die gewóhnlichen Begrenzungskreise (oberer und 
unterer Halbbogen) notwendig regulär abgebildet werden; denn man kann der 
Anwendung des Sehmiegungsverfahrens zunüchst eine elementare Abbildung vor- 
ausgehen lassen, durch die ein beliebig gewühlter solcher Begrenzungskreis regular 
auf einen Schlitz abgebildet wird, und auf den so gewonnenen Bereich erst das 
Sehmiegungsverfahren anwenden, wobei dann offenbar der in der Voroperation 
gewonnene Schlitz eine reguläre Abbildung erfährt. In den punktförmigen Be- 
grenzungskreisen besteht, da ihnen punktförmige Schlitze entsprechen, eo ipso 
Stetigkeit. Darüber hinaus besteht sogar Regularität der Abbildungsfunktion, 
sofern es sich um solche punktförmigen Begrenzungsschlitze handelt, die nicht 
Häufungspunkte gewöhnlicher Begrenzungskreise sind. Denn man kann einen 
solchen punktförmigen Begrenzungskreis als inneren Punkt (nicht Endpunkt) 








1 S.»Abhandlungen zur Theorie der konformen Abbildung l». Journal für die reine und 
angewandte Mathematik Bd. 145 pag. 190, ferner den Artikel des Verfassers »über das Schwarzsche 
Lemma und einige damit zusammenhängende Ungleichheitsbeziehungen der Potentialtheorie 
und Funktionentheorie» in Math. Zeitschrift Bd. 6, pag. 61. 

Ohne den in Rede stehenden Hilfssatz anzuwenden, kann man das gleichmässige 
Unendlichkleinwerden der betrachteten Differenzgrösse 2ntm—2n auch nach dem Muster 
der in Abhandlung V der genannten Serie in $ 3 gegebenen Entwicklung beweisen; s. Math. 
Zeitschrift Bd. 2 pag. 21:0 ff. 
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eines kleinen Intervalls der Achse des Reellen auffassen, das keinen gewühnlichen 
Begrenzungskreis trifft, und nunmehr einen neuen Bereich dadurch bilden, dass 
man alle auf diesem Intervall enthaltenen punktfórmigen Begrenzungskreise lóscht. 
Das Sehmiegungsverfahren, auf diesen neuen Bereich angewandt, nimmt offenbar 
rechnungsmässig denselben Verlauf wie auf den ursprünglichen Bereich angewandt. 
Die neue Fassung zeigt jedoch, dass das erwühnte Intervall eine reguläre Ab- 
bildung erfährt. 


15. Es werde nunmehr die Aufgabe gestellt, einen Bereich B allgemeinster 
Art in symmetrischer Weise auf einen Kreisbereich K, allgemeinster Art abzubilden 
unter Berücksichtigung nur der inneren Punkte, wobei im Unendlichen wieder 
unsere stets angewandte Normierungsbedingung erfüllt werden soll. 

Hier gilt es zunächst den Unitätsbeweis zu liefern. Dies erfordert den 
Nachweis, dass zwei Kreisbereiche allgemeinster Art nur durch die identische 
Transformation im genannten Sinne auf einander abgebildet werden kónnen. 
Um dies zu erkennen genügt es, den Nachweis der Regularität einer so zunüchst 
nur für die inneren Punkte der Bereiche definierten Abbildung auf den gewóhn- 
lichen Begrenzungskreisen festzustellen, weil dann sofort der Unitätsbeweis der 
Nummer 7 in Kraft treten kann. 

Man bemerkt zunüchst sofort, dass bei der genannten Abbildung zweier Kreis- 
bereiche K, auf einander gewóhnlichen Begrenzungskreisen nur gewóhnliche Be- 
grenzungskreise und punktfórmigen Begrenzungskreisen nur punktfórmige Be- 
grenzungskreise entsprechen können. Darüber hinaus erkennt mann die Regu- 
laritàt der Abbildung, indem man jeden der beiden Kreisbereiche auf einen 
symmetrischen Schlitzbereich abbildet. Diese Hilfsabbildungen sind, wie wir 
sahen, auf den gewóhnlichen Begrenzungskreisen regulár. Die gewonnenen beiden 
Schlitzbereiche aber kónnen in der Tat nur durch die identische Transformation 
auf einander bezogen werden, wie das wiederholt von uns angewandte Verfahren 
der Differenzbildung lehrt, wenn man den imaginüren Teil der Differenzfunk- 
tion untersucht. 

Was nun die Zzistenz einer Funktion anbetrifft, die den Bereich B auf 
einen Kreisbereich K, leistet, so ist jetzt der Weg zur Bestimmung einer solchen 
Funktion vorgezeichnet. Man wird zunächst B auf einen Schlitzbereich S, abbilden, 
wobei sich teils gewöhnliche, teils punktfórmige Schlitze ergeben. Darauf wird 
man den Bereich S, mit Hilfe unseres Iterationsverfahrens der Nummern 8— 11 
behandeln in der Weise, dass nur die gewóhnlichen Begrenzungsschlitze des 
Bereiches S, zur Bildung der Transformation herangezogen werden. Der Be- 
reich S, wird demnach so behandelt, als ob es sich um die Abbildung des Be- 
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reiches S handelt, der durch die gewóbnlichen Begrenzungsschlitze des Bereiches S, 
als Begrenzungslinien erklürt werden kann. Man bemerkt, dass bei dieser Ab- 
bildung die gewóhnlichen Begrenzungsschlitze von S, in gewóhnliche Begrenzungs- 
kreise des gewonnenen Bereiches K, übergehen, hingegen die punktfórmigen 
Begrenzungsschlitze von S, in punktförmige Begrenzungskreise von Ky. 


16. Es drängt sich noch die Frage auf, welche Begrenzungskontinuen des ganz 
allgemein vorgestellten Bereichs B in gewöhnliche Begrenzungsschlitze des Bereichs 
S, und infolgedessen in gewöhnliche Begrenzungskreise des Bereichs K, übergehen. 
Die Mannigfaltigkeit der verschiedenen Begrenzungskontinuen des Bereichs B 
wird im umfassendsten Falle nicht abzühlbar sein. Hingegen muss die Mannig- 
faltigkeit der im Sinne der Fragestellung ausgezeichneten Begrenzungskontinuen 
notwendig abzählbar sein, weil die Menge der gewöhnlichen Begrenzungsschlitze 
von S, offenbar abzählbar ist. Die Antwort auf diese Frage wird durch die 
allgemeine Theorie der Ränderzuordnung für Abbildung beliebiger einfach zu- 
sammenhängender schlichter Bereiche auf die Fläche des Einheitskreises gegeben.! 
Nach dem allgemeinen Ergebnis dieser Theorie folgt bei Anwendung auf die hier 
vorliegende Abbildung der oberen Hälfte B' des Bereiches B, die einen einfach 
zusammenhängenden Bereich darstellt, auf die als Halbebene sich darstellende 
obere Hälfte des Schlitzbereiches S, unmittelbar folgendes Resultat: 

Die ausgezeichneten Begrenzungskontinuen von P sind diejenigen, die minde- 
stens zwei und dann selbstverständlich unendlich viele aus dem Innern des Bereiches B' 
her erreichbare Punkte aufweisen. Man kann leicht Beispiele von Bereichen B 
mit unendlich vielen nicht punktfórmigen Grenzkontinuen bilden, deren sämt- 
liche Grenzkontinuen bei der Abbildung auf einen Schlitzbereich S, bezw. 
einen Kreisbereich K, in punktförmige Begrenzungsschlitze bezw. punktfórmige 
Begrenzungskreise übergehen. 

Was die Frage nach dem reguláren analytischen Charakter der Ränderzuord- 
nung anbetrifft, so gibt auch hierfür die l. c. gegebene Theorie der Ränderzuord- 
nung einfach zusammenhüngender Bereiche sofort die Antwort: Jedes freie 
regulür analytisehe Begrenzungsstück wird regulür durch die Abbildungsfunktion 
auf ein ihm entsprechendes Begrenzungsstück von S, bezw. K, abgebildet. 





1S. » Abhandlungen zur Theorie der konformen Abbildung I »Journ.f. Math. Bd. 145, S8 8— 11. 
S. auch Angaben in einem Artikel von mir, der in der Hilbert-Festschrift (Berlin, 1922, Verlag 
Julius Springer) erscheinen soll. 
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ÜBER DIE AUTOMORPHEN FUNKTIONEN 
ZWEIER VERANDERLICHEN. 
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P. J. MYRBERG 


in HELSINGFORS. 


Herrn Professor G. MıTTAG-LEFFLER zu seinem 75-jährigen Geburtstage, als 
Zeugnis meiner aufrichtigen Verehrung für seine Persönlichkeit und sein Lebens- 
werk, ebenso wie meiner tiefgefühlten Dankbarkeit für die Gelegenheit zu Studien 


als Stipendiat des Institutes Mittag-Leffler. 
P. J. MYRBERG. 


Einleitung. 


Die vorliegende Abhandlung zerfällt in zwei Teile. Der erste von ihnen, 
dessen Inhalt von geometrisch gruppentheoretischer Natur ist, hat den Zweck, 
die Theorie der Singularitäten der automorphen Funktionen von mehreren 
Veränderlichen von einem neuen Standpunkt aus zu entwickeln. Es handelt sich 
hier vor allem um eine zweckmässige Verallgemeinerung des Diskontinuitätsbegriffs, 
welehe erlaubt, der Existenz der wesentlichen Singularitäten bei automorphen 
Funktionen mehrerer Veränderlichen eine natürliche Erklärung zu geben. 

Der zweite Teil ist den Reihenentwicklungen automorpher Funktionen 
gewidmet. Insbesondere wird eine neue Gattung unendlicher Reihen gegeben, 
welche wie die Poincaréschen Reihen (— 2)** Dimension direkt zur Darstellung 
automorpher Differentiale führen. 

Die folgende Untersuchung beschäftigt sich mit einer speziellen Klasse 
automorpher Funktionen zweier Veründerlichen. Die wichtigsten Resultate werden 
aber in einer Form gegeben, in der ihre Gültigkeit in viel allgemeineren Fallen 
und für beliebig viele Veränderliche zur Evidenz gebracht wird. 
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I. Definition hyperbolischer Bewegungen. 


i. Den Gegenstand der folgenden Untersuchungen bilden die allgemeinsten 
diskontinuierlichen Gruppen reeller projektiven Substitutionen 


i X e, By +" 7 0:€$d P2Y y. 
I X — _— =F) eat ee T0 
C32 + Psy ur 7/5 Gg + Pay +73 


deren entsprechende lineare homogene Substitutionen 
(2) u = ei, + PiU, + yita (6— x,2,3) 


eine vorgelegte indefinite quadratische Form 


3 
(3) q (u,, Uz, Us) = PAL Ug 
P,q=1 
mit reellen Koeffizienten invariant lassen. Geometrisch stellt jede derartige 
Substitution eine »hyperbolische Bewegung» oder eine »Spiegelung» dar, wobei 


(4) Pp Qu, „Us, Us) z—0 


die Gleichung des in der Cayleyschen Massbestimmung gebrauchten absoluten 
Kegelschnittes in homogenen Koordinaten ist. 


2. Die allgemeinste hyperboliseh kongruente Abbildung (Bewegung oder 
Spiegelung) enthält drei willkürliche Parameter. Um diese Parameter in den 
Koeffizienten von (r) explizite hervortreten zu lassen, legen wir den folgenden 
Untersuchungen die spezielle quadratische Form 


(4) Po(U,, U2, Us) = Uy? + U, — Us? 


zu Grunde, was keine Beschrankung der Allgemeinheit ist, weil bekanntlich jede 
reelle indefinite ternäre quadratische Form vermittels einer reellen ternären 
Substitution in die Form gy, bzw. — y, transformiert werden kann. Dies bedeutet 
geometrisch, dass wir den allgemeinen reellen Kegelschnitt (4) durch den mit 
ihm kollinearen Einheitskreis ersetzen. Zwischen den neun Koeffizienten von (1) 
herrschen in diesem Falle die Relationen 


a? + — TS &, B, + a; 8, — a4 s — 0, 


. 
) BB Q4, ray — Ag 73 = 0, 


— 
Cn 


PI SEE a» Frei = a 
Vin su Bırı FB2Y2— Bsys =0- 
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3. Wir wollen jetzt in wohlbekannter Weise die »hyperbolische Ebene», 
d. h. das Innere des »absoluten Kreises» 2° +7? — r (einschl. des Randes) in 
Zusammenhang mit der komplexen /-Ebene bringen, wo jeder hyperbolischen 
Bewegung und Spiegelung eine durch eine reelle lineare Substitution 


, at+b 
(6) bid 
vermittelte Kreisverwandtschaft entspricht. 
Zu diesem Zweck projizieren wir zunächst die t-Ebene stereographisch auf 
die Kugel 


Et + C2 = 1 (£+in=t) 


vom Pole £—5-—0,5-— 1: aus, und nachher diese Kugel orthogonal auf die 
£G-Ebene. Wenn die x-und die y-Achse zu der §- und der ¢-Achse parallel und 
der Mittelpunkt der Kugel zum Nullpunkt der zy-Ebene gewählt werden, erhält 
man in dieser Weise die Relationen 








AN jc recu 
Sapper) 9 EE. 
(7) cas 
A ML 
pe UE UM n= E: 7 -y 
5 , 1 
Sj I—y 


Wir zerlegen jetzt die lineare Funktion (6) in ihren reellen und imaginären 
Bestandteil und erhalten dadurch die quadratische Cremonasubstitution 


,__ac(§*+ 7°) + (ad - be) $ + bd "mr (ad — be) 


(8) m c(Et+m)+2cdE+ dd C es c? (E* n°) + 2cd É +a 





Vermittels der Relationen (7) erhält man alsdann fiir die Transformation der 
Variabeln x, y den Ausdruck 





iu (ad + be) x + (ac — bd) y +(ac+bd) —— 
(ab + cd) 4-3 (a c? —0— d?) y + (at +B +e? +a) 
(9) I I 
eaa Eoo a dai dob sci, d i (asp on TUS) 
Y= == = — = , 
(ab ed #2 qua c?— b? — d?) y += (a? b+ c + d?) 


wo die Determinante der neun Koeffisienten gleich der dritten Potenz der 


Determinante 


bo 
© 
t2 


P. J. Myrberg. 


ist. Diese Koeffizienten bilden die allgemeinste Lósung der Gleichungen (5) unter 
der Voraussetzung 


D= + 1, 


d. h. die Formeln (9) stellen die allgemeinste im Cayleyschen Sinne kongruente 
Abbildung der hyperbolischen Ebene auf sich selbst dar. 

Nach dem Vorzeichen der Determinante D hat man zwischen zwei wesent- 
lich verschiedenen Fällen zu unterscheiden. Dem Fall D — 1 entspricht nämlich 
eine Kreisverwandtschaft, bei welcher jede der beiden t-Halbebenen in sich 
überführt wird, und eine Kollineation (1), die geometrisch eine hyperbolische 
Bewegung darstellt. Dem Fall D=W—r1 entspricht eine Kreisverwandtschaft, 
bei welcher die beiden t-Halbebenen miteinander vertauscht werden, und eine 
Kollineation, die geometrisch eine hyperbolisch kongruente Abbildung mit Umle- 
gung der Winkel, also eine Spiegelung, repräsentiert. 


4. Durch die Formeln (7) ist eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen 
den Punkten der hyperbolischen Ebene und den aus zwei konjugiert komplexen 
t-Werten gebildeten Punktpaaren festgestellt, wobei die reellen Punkte des 
absoluten Kreises und die doppelt zu zählenden Punkte der reellen t-Achse 
einander entsprechen. 

Indem wir jetzt die Variabeln a und y beliebige reelle oder komplexe Werte 
annehmen lassen, ordnen wir jedem Wertpaar (x,y) die durch (7) bestimmten 
Gróssen 


(10) g = 


Urt 
+ 
=. 

= 


t=§—in 


zu, welche wir durch Punkte der ¢-Ebene repräsentieren. Hierdurch wird eine 
umkehrbar eindeutige Beziehung festgestellt zwischen den Punkten des durch die 
reellen und imaginären Bestandteile von x und y definierten vierdimensionalen 
Raumes A, und den Punktpaaren o,r der t-Ebene. Die Grössen o,r wollen wir 
die »t-Koordinaten» des betreffenden Punktes von À, nennen und diesen Punkt 
selbst mit P(o,r) oder kurz (o,r) bezeichnen. 

Aus dem Obigen geht hervor, dass die Punkte P(o,r) und P(r, o) identisch sind. 

Für die Punkte der hyperbolischen Ebene stimmt die obige Zuordnung 
mit der in der vorigen Nummer angegebenen überein, da in diesem Falle & und 
r konjugiert komplexe Grössen sind. Ferner entspricht jedem ausserhalb des 
Einheitskreises gelegenen Punkte P der reellen zy-Ebene ein Punktpaar 6,7 der 
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reellen ¢-Achse, nämlich die Bilder der beiden Schnittpunkte der Polaren von P 

mit dem absoluten Kreis. Schliesslich sei noch bemerkt, dass komplexen Punkten 

des absoluten Kreises komplexe Doppelpunkte der /-Ebene zugeordnet werden. 
Es sei nun 


(11) Ax+By+C=o 


die Gleichung irgend einer reellen oder komplexen Geraden. Die Abhängigkeit 
zwischen den {-Koordinaten ihrer Punkte wird durch die bilineare Gleichung 


(12) (C+ B)or - A(o - v) -(C— B) — 0 


dargestellt, welche eine involutorische Projektivität zwischen o und r definiert. 

Die Koeffizienten von (11) seien insbesondere reell. Jenachdem diese Gerade 
den absoluten Kreis schneidet oder nicht, hat man auf der reellen ¢-Achse eine 
hyperbolische oder elliptische Involution, deren Fixpunkte die Repräsentanten 
des Poles der genannten Geraden sind. Insbesondere entsprechen im ersten 
Falle der innerhalb des absoluten Kreises gelegenen Sehne die Paare konjugierter 
Punkte auf dem durch die Fixpunkte der hyperbolischen Involution gehenden 
Orthogonalkreise der reellen Achse. 

Es sei schliesslich (11) eine Tangente des absoluten Kreises, welche diesen 
Kreis in einem beliebigen reellen oder komplexen Punkt (x,») berührt. Die 
Involution (12) nimmt dann die ausgeartete Form 


o=x bzw. t = 


an. Hieraus kann zur späteren Anwendung der Schluss gezogen werden, dass 
der Punkt (6,7) den Schnittpunkt der durch die Punkte (6,0) und (r,r) des 
absoluten Kreises gezogenen Tangenten bildet. 


II. Die invarianten Mannigfaltigkeiten hyperbolischer Bewegungen. 


5. Wir haben die Kollineationen (9) als Bewegungen bzw. Spiegelungen 
der hyperbolisehen Ebene gedeutet. Es ist unsere nächste Aufgabe, die funda- 
mentalen Eigenschaften dieser Transformationen in dem ganzen vierdimensionalen 
Raum R, zu untersuchen. Bei dieser Untersuchung handelt es sich vor allem 
um die Bestimmung der Gesamtheit der invarianten Gebilde, d. h. der Punkt- 
mannigfaltigkeiten, welche jeder Kollineation (9) gegenüber invariant bleiben. 

Weil diese Fragen an und für sich ein geometrisches Interesse besitzen, 
wollen wir bei ihnen ausführlicher verweilen, als es für die funktionentheoretischen 


Zwecke notwendig wäre. 
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Die Gesamtheit der reellen Kollineationen (9) bildet eine &°- fach aus- 
gedehnte kontinuierliche Gruppe, in welcher die Gruppe der Kollineationen mit 
positiver Determinante, der eigentlichen hyperbolischen Bewegungen, als eine 
ausgezeichnete Untergruppe des Index zwei enthalten ist. 

Es sei nun P(x,y) irgend ein Punkt des Raumes R,. Diejenigen Punkte 
dieses Raumes, zu welchen man vom Punkte P aus vermittels aller möglichen 
hyperbolischen Bewegungen gelangen kann, bilden ein algebraisches Kontinuum, 
welches wegen der Anzahl der in (9) enthaltenen unbestimmten Parameter im 
Allgemeinen dreidimensional ist. Es ist ersichtlich, dass diese Mannigfaltigkeiten 
uns die einfachsten invarianten Gebilde liefern, aus denen sich alle anderen 
zusammensetzen lassen. 

Zur nüheren Untersuchung dieser invarianten Mannigfaltigkeiten betrachten 
wir das Doppelverhältnis 





OP SU SY 0.04 EU 
(13) Ales ger p 
wo 6,7 die konjugierten Zahlen von o und r bedeuten. Dieser Ausdruck hat für 
jedes Wertpaar 6,7 einen ganz bestimmten Wert, von demjenigen Fall abgesehen, 
wo o und 7 reell und einander gleich sind. 

Wenn die Punkte o und r auf derselben Seite der reellen Achse liegen, ist 
offenbar o<J(o,r) <1. Speziell ist J(c,r)— 1 für o — v. Wenn dagegen die 
Punkte 6,7 in verschiedenen Halbebenen liegen, ist J(o,r) « o. Speziell ist hier 
J(o,v)— — «, wenn o und v konjugiert komplexe Zahlen sind. Sobald irgend 
einer der Punkte 6,7 zur reellen Achse gelangt, wird J(o,r) — o (vorausgesetzt, 
dass jene Punkte dabei nicht zusammenfallen). 

Wir wählen jetzt irgend einen Punkt (x,y), der dem reellen absoluten Kreis 
nicht angehört. Es seien o,r seine t-Koordinaten und J der entsprechende Wert 
von (13). Jeder auf x und y ausgeübten reellen Kollineation (9) entspricht eine 
reelle lineare Substitution (6) der Variabeln o und 7. Jede solche Substitution 
lässt aber das Doppelverhältnis J(o,r) invariant. Es besteht daher die Gleichung 


(14) J (0,7) —J 


für sämtliche Punkte derjenigen Mannigfaltigkeit M, welche erhalten wird, wenn 
der gegebene Punkt (x,y) allen reellen Kollineationen (9) unterworfen wird. 


6. Wir nehmen zuerst 


J 0,1, — o 
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an. Nach dem Obigen sind dann die Zahlen o,r, welche der Gleichung (14) 
genügen, voneinander verschiedene nicht konjugierte Zahlen und daher 6 = x, r #6. 

Wenn 6,,7, und o,,7, zwei beliebige Lösungen von (r4) sind, gibt es in 
diesem Falle stets eine reelle lineare Substitution (6), welche gleichzeitig o,, r, 
auf o,,r, und 6,, v, auf 6,, r, abbildet. Dies wird in der Tat durch die Substitution 


(13) Seah 


geleistet, wenn K der Bedingung 


0,— 0, 0,—96 T,— 0, T,—0 
(5) K=2—? 3 (= 2 2? 4 


OC EDO os Li UU. a A 





gemäss gewählt wird. 

Im vorliegenden Falle gehören daher sämtliche Punkte von P,, deren ¢-Koor- 
dinaten die Gleichung (14) befriedigen, der oben definierten Mannigfaltigkeit 7 
an, welche wir von jetzt ab mit H; bezeichnen wollen. Diese Mannigfaltigkeit 
hat als einzige Grenzpunkte die reellen Punkte des absoluten Kreises. Um dies 
einzusehen, braucht man nur auf irgend ein der Gleichung (14) genügendes 
Wertpaar 6,7 die lineare Substitution 


Ü-—t,-4- o(t— t) 


auszuüben, wo f£, einen beliebigen reellen Wert hat und o ein reeller Parameter 
ist. Wenn der Wert von o von Eins bis Null kontinuierlich abnimmt, wobei die 
Gleichung (14) fortwährend ihre Gültigkeit behält, nähern sich die Grössen o und 7 
beide kontinuierlich dem Wert /,, und der zugeordnete Punkt (v, y) von #7 kon- 
vergiert mithin gegen den Punkt (t,,t,) des absoluten Kreises. Jeder reelle Punkt 
dieses Kreises ist somit ein Grenzpunkt der Mannigfaltigkeit Hy und andere 
Grenzpunkte kann es nach dem Obengesagten nicht geben. 

Die invariante Mannigfaltigkeit Hy besitzt wesentlich verschiedene Charaktere, 
jenachdem J <o oder J 7o ist. 

Im ersten Falle repräsentieren die {-Koordinaten o und + irgend eines 
inneren Punktes von Z; Punkte der ¢-Ebene, welche auf verschiedenen Seiten 
der reellen Achse liegen. Weil nun (c,r) und (r,c) einen und denselben Punkt 
von À, darstellen und weil anderseits J (6,7) —J (r,6) ist, so können die Koordi- 
naten 6,,7, und 6,, 7, zweier beliebigen inneren Punkte von Z;im vorliegenden 
Falle so gewählt werden, dass 6, und 6, auf einer und derselben Seite der reellen 
t-Achse liegen, und ebenfalls z, und r,. Es ist dann möglich, eine kontinuierliche 


296 P. J. Myrberg. 


Folge von infinitesimalen Substitutionen (6) zu definieren, welche 6, in o, und 
r, in r, überführen, ohne dass die reelle Achse überschritten wird. M. a. W. 
können die entsprechenden Punkte von Z; miteinander vermittels einer auf Hz 
gelegenen kontinuierlichen Kurve vereinigt werden, deren sämtliche Punkte 
innere Punkte von Z;sind. Die Mannigfaltigkeit /7; besteht also im vorliegenden 
Falle J «o aus einem einzigen dreidimensionalen Kontinuum, dessen Grenzpunkte 
aus der Gesamtheit der reellen Punkte des absoluten Kreises bestehen. 

Wenn J>o ist, sind die Punkte o und v auf derselben Seite der reellen 
Achse gelegen. Bei beliebiger Verschiebung des Punktes (x,y) im Innern von 
H, können die Punkte o und r nach dem Obigen die reelle Achse nicht über- 
schreiten. Hieraus geht aber hervor, dass die Mannigfaltigkeit Hy im Falle 
J>o aus zwei verschiedenen dreidimensionalen Kontinua besteht, die nur längs 
der Peripherie des reellen absoluten Kreises miteinander zusammenhängen. Das 
eine Kontinuum entspricht den Punktpaaren der oberen Halbebene, das andere 
denjenigen der unteren Halbebene. Diese Halbebenen gehen vermittels jeder 
reellen Substitution (6) negativer Determinante ineinander über und mithin 
werden die betreffenden zwei Kontinua vermittels jeder Kollineation (9) negativer 
Determinante ineinander überführt. Einer Spiegelung der Halbebenen an der 
reellen Achse entspricht im Speziellen der Uebergang vom Punkte (x,y) zum 
konjugierten Punkt (x,y). Die beiden Kontinua sind also miteinander spiegel- 
bildlich kongruent. 


7. Es erübrigt noch die oben ausgeschlossenen Spezialfälle zu untersuchen. 

Im Falle J — — » sind o und v in der zugeordneten Gleichung (14) kon- 
jugiert komplexe Grössen, und die entsprechenden Punkte (x,y) sind also reelle 
Punkte im Inneren des absoluten Kreises. Die Mannigfaltigkeit H_. ist daher 
identisch mit der reellen hyperbolischen Ebene, die als Grenzpunkte die reellen 
Punkte des absoluten Kreises: hat. 

Im Falle J — 1 ergibt sich aus (13) dass o und r komplex und einander 
gleich sind. Die entsprechenden Punkte (x,y) sind die komplexen Punkte des 
absoluten Kreises. Die invariante Mannigfaltigkeit H, besteht also aus der Ge- 
samtheit der komplexen Punkte des absoluten Kreises, die ein zweidimensionales 
Kontinuum bilden, welehes von den reellen Punkten des absoiuten Kreises 
begrenzt ist. i 

Es sei schliesslich J — o. Dann ist entweder eine der zugeordneten Grössen 
o,r reell oder es sind beide reell. Diese Eigenschaften bleiben bei Ausführung 
irgendeiner Substitution (6) mit reellen Koeffizieuten unverändert. Es sei nur 
eine der /-Koordinaten reell. Die im allgemeinen Falle für J>o erhaltenen Re- 
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sultate gelten hier unverändert, indem einer der Ausdrücke (15)! für K stets einen 
bestimmten Wert gibt. Man hat also im Falle J — o zwei dreidimensionale in- 
variante Mannigfaltigkeiten, welche erhalten werden, wenn die eine ¢-Koordinate 
alle reellen Werte, die andere aber alle der einen oder anderen Halbebenen zuge- 
hórigen komplexen Werte durchläuft. Diese Mannigfaltigkeiten hangen in den 
durch die reellen o und v repräsentierten Punkten (0,7) mit einander zusammen, 
welche eine invariante zweidimensionale Mannigfaltigkeit bilden, nämlich das 
Aussere des reellen absoluten Kreises. Beide Teile von H, sind übrigens spiegel- 
bildlich miteinander kongruent. 


8. Durch die obigen Betrachtungen sind alle invarianten Mannigfaltigkeiten 
bestimmt worden. Unter diesen Mannigfaltigkeiten gibt es eine eindimensionale, 
nàmlich die Mannigfaltigkeit der reellen Punkte des absoluten Kreises, und drei 
zweidimensionale, nàmlich das Innere und das Aussere des absoluten Kreises 
und die Mannigfaltigkeit der komplexen Punkte dieses Kreises. 

Die übrigen Mannigfaltigkeiten sind alle dreidimensional und kónnen durch 
die aus (r4) folgende Gleichung 





(16) (r—zz—93y)-—AÀ(x—a*— y®) (1 —2? — y?) 
dargestellt werden!, wo 
pum le J\? 
er 
Unter den dreidimensionalen Gebilden (r6) ist wohl am meisten bekannt die 
Hypersphäre 
(x6)' ca +yy—ı=0, 
die für J — — 1 erhalten wird. In der Theorie der automorphen Funktionen 
hat jedoch der Fall J =o die wichtigste Bedeutung, d. h. die Gleichung! 








(17) (1i—x2 — yy)= (1 —2°— y?) (I a? — y?), 


die auch in der Form 


2 


(2, y; — 2, ,)* = es? + Ye 


1 Für J > o stellt (16) die Mannigfaltigkeit Hy dar, für J X o die Gesamtheit der Mannig- 
faltigkeiten Hy und Hi. Also stellt insbesondere die Gleichung (17) die Gesamtheit der Ge- 
J 


bilde H, und H—» dar. 


Acta mathematica. 43. Imprimé le 6 mars 192? 38 
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darstellbar ist, wenn æ=% +ix,,y—7y,+iy, gesetzt wird. Es wird nämlich 
aus den späteren Untersuchungen hervorgehen, dass das Gebilde H, für die 
automorphen Funktionen der in vorliegender Arbeit untersuchten Gruppen als 
natürliche Grenze dieselbe Rolle spielt, wie der Grenzkreis für die lakunüren 
automorphen Funktionen einer Variabeln. 

Zur Gleichung (17) ist Picarp! in einer kürzlich erschienen Arbeit über 
eine spezielle Gruppe reeller hyperbolischer Bewegungen gelangt, ohne jedoch 
die prinzipielle Wichtigkeit des Gebildes H, zu betonen. 


9. Aus der Gleichung (r4) geht hervor, dass durch irgend einen Punkt des 
Raumes A, eine und im allgemeinen nur eine invariante Mannigfaltigkeit H; geht. 
Eine Ausnahme machen nur die reellen Punkte des absoluten Kreises, die zu 
jedem invarianten Gebilde gehören. 

Wir sagen der Kürze wegen, der Punkt (o,r) liege auf dem Gebilde H;,. 
bzw. innerhalb oder ausserhalb desselben, jenachdem das zugeordnete Doppel- 
verhültnis (r3) gleich, kleiner oder grósser als J ist. Wenn also J alle reellen 
Werte von +1 bis zu —o durchläuft, erhält man die c !- fache Schar in- 
einander geschalteter invarianter Gebilde, unter welchen die hyperbolische Ebene 
H_. das innerste und der absolute Kreis, als Träger sowohl der reellen als kom- 
plexen Punkte, das äusserste ist. 

Wir untersuchen jetzt die Teilung des Ganzen Raumes À, durch das spe- 
zielle invariante Gebilde H, näher. 

Das Innere von H, besteht nach dem Obigen aus der Gesamtheit der Punkte 
(9, r), deren o und v Punkte verschiedener t-Halbebenen darstellen. Diese Punkte 
bilden einen einfachzusammenhängenden Bereich A, welcher u. a. die hyperbo- 
lische Ebene und die Hypersphäre (16) als Teile enthält. 

Das Äussere von H, besteht dagegen aus zwei verschiedenen, mit einander 
spiegelbildlich kongruenten Gebieten B und C, nämlich aus den zwei Punktman- 
nigfaltigkeiten, deren o und v entweder beide der oberen oder beide der unteren 
t-Halbebene angehóren. Diese Gebiete werden durch einen zweidimensionalen 
Teil von H,, nämlich durch den ausserhalb des absoluten Kreises gelegenen Teil 
der reellen zj-Ebene von einander getrennt. 


ro. Die Eigenart des Gebildes H, lässt sich noch in folgender Weise cha- 
rakterisieren, was für die späteren Anwendungen wichtig ist: 


! Sur certains groupes discontinus correspondant aux formes quadratiques ternaires; (Annales 
scientifiques de l'école normale supérieure. III série, tome 33; 1916). 
Vgl. auch G. Giraun, Leçons sur les fonctions automorphes, S. 122. 
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Es sei 
(18) LOT + YoY —I-—0 
die Gleichung irgend einer reellen Geraden. Man hat dann auch die Gleichung 
(18) Ty + YoY — I —0. 

Aus (18) und (18) erhält man durch leichte Umformung 

a 22 y y? — (x —2* — y!) (x —a*— y?) = (x + yo — 1) (ey — Ty). 

Nun sei (x,y) ein beliebiges, dieser Gleichung genügendes Wertpaar, H ; die durch 
den entsprechenden Punkt des Raumes À, gehende invariante Mannigfaltigkeit 
und (r6) die Gleichung dieser Mannigfaltigkeit. Nach der obigen Gleichung ist 
dann sign. (4 — 1) — sign. (z;? 4- y,? — 1), und nach der S. 297 gegebenen Relation 
zwischen À und J ist somit sign. J — sign. (z,;*--y,?— 1). Hieraus geht aber 
hervor, dass der Punkt (x,y) dem Innern, dem Âussern von H, oder dem Ge- 
bilde H, selbst angehórt, jenachdem die Gerade (18) den absoluten Kreis schneidet, 
nicht trifft oder berührt. 

Hiernach kann das invariante Gebilde Z, als die Einhüllende der Tangenten 
des reellen absoluten Kreises angesehen werden, wobei diese Tangenten als Trüger 
ihrer sowohl reellen als komplexen Punkte, somit als zweidimensionale Mannig- 
faltigkeiten zu betrachten sind. 


11. Die Existenz der oben gefundenen invarianten Mannigfaltigkeiten Hy 
lässt sich invariantentheoretisch in folgender Weise begründen. 

Bekanntlich besitzt die allgemeine ternäre quadratische Form (3), ausser der 
Determinante der Koeffizienten, welche eine »Invariante» ist, noch einen zweiten 
invarianten Ausdruck, nämlich die »Kontravariante» 


ay 0,5 dis v, | 

Qo, 055 053 V2 
(19) ie 

das 035 33 Us 

vi v, V3 Oo 


wo die kontragredienten Variabeln 


mw], _ [ul att) 
= || = Won PC II 
der zur Substitution der kongredienten Variabeln w und v reziproken Substitution 
zu unterwerfen sind. Wir wählen die Variabeln » und x konjugiert imaginär und 
legen bei der Bildung der Kontravariante F die spezielle Form (4) zu Grunde. 
Für F ergibt sich dann der Ausdruck 
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2 2 2 
pu | Us P js Us u, | [mul 
lu, Us Uz U, Uy Uy 


Die Gleichung 
(20) F,— A99, 


wo qm, die konjugierte Grösse von y, bedeutet, stellt aber, wie leicht einzusehen 
ist, die Gleichung (16) der invarianten Mannigfaltigkeiten Hy; in homogenen 
Punktkoordinaten dar. 


III. Diskontinuierliehe Gruppen hyperbolischer Bewegungen. 


12. Bevor wir zur funktionentheoretischen Seite unserer Betrachtungen 
übergehen, haben wir gewisse Aufgaben im Gebiet der geometrischen Gruppen- 
theorie zu lósen. Es handelt sich vor allem um die Definition und Untersuchung 
der allgemeinsten im Raume Ay »eigentlich diskontinuierlichen» Gruppen reeller 
hyperbolische Bewegungen, d. h. Gruppen mit endlich ausgedehntem, vierdimen- 
sionalem Fundamentalbereich, indem nur diese Gruppen automorphe Funktionen 
besitzen kónnen. 

Zu diesem Zweck hat man die Häufungsmengen M'(P) derjenigen Punkt- 
mengen M(P) zu studieren, die aus den vermittels der Substitutionen der be- 
trachteten Gruppe erhaltenen Transformierten irgend eines gegebenen Punktes P 
bestehen. Die Punkte der Mengen M'(P), welche wir »Grenzpunkte» der Gruppe 
nennen wollen, kónnen in zwei Klassen geteilt werden. 

Es zeigt sich nämlich, dass die Häufungsmenge M'(P) von der Wahl des 
Ausgangspunktes P unabhüngig ist, sobald dieser Punkt ausserhalb gewisser 
spezieller Punktgebilde von höchstens dritter Dimension gewählt wird. Die 
Punkte dieser koiinzidierenden Mengen M'(P) werden wir »Hauptgrenzpunkte» 
der Gruppe nennen und ihre Gesamtheit mit (M) bezeichnen. Wenn aber der 
Punkt P jenen speziellen Punktgebilden angehórt, kann es eintreffen, dass M' (P) 
Punkte enthält, die in (M) nieht vorkommen. Diese Punkte wollen wir »spe- 
zielle Grenzpunkte» der Gruppe nennen. 


13. Wir wollen zunächst den einfachsten Fall, die zyklischen Gruppen, 
für sich betrachten. 
Es sei 


(21) 
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irgend eine reelle lineare Substitution mit den Fixpunkten /, und t,. Die zuge- 
ordnete Kollineation (9) hat dann im ganzen drei invariante Punkte (0,7), nämlich 
die Punkte 


(ty, ti), (toy te), (6,0). 


Die beiden ersten sind Punkte des absoluten Kreises; sie sind reell oder konjugiert 
komplex, jenachdem die Substitution (21) hyperbolisch oder elliptisch ist. Der 
dritte Fixpunkt ist stets reell und liegt im ersten Falle ausserhalb, im zweiten 
innerhalb des reellen absoluten Kreises. 

Bei einer parabolischen Substitution gibt es ein einziges invariantes Punkt- 
paar, nämlich (¢,,¢,,), wo t, den Fixpunkt der parabolischen Substitution bezeich- 
net, und demgemäss hat die zugeordnete Kollineation nur einen, auf dem reellen 
absoluten Kreis gelegenen Fixpunkt. 

Jede von einer einzigen elliptischen Substitution erzeugte Gruppe ist entwe- 
der endlich oder kontinuierlich. Wir nehmen daher die Substitution (21) als 
hyperbolisch an und bezeichnen sie kurz X(/). Es sei die reelle positive Zahl 
K € 1. Die Punkte 3*(t) und X-"(t) (n =1,2,3,...) haben dann, unter der Voraus- 
setzung £z t, bzw. t- t,, die Fixpunkte f, bzw. t, zu Häufungsstellen. 

Wenn also der Punkt P(o,r) von À, keiner der beiden durch (é,,¢,) und 
(t,,t,) gehenden Tangenten des absoluten reellen Kreises angehört, reduziert sich 
die Häufungsmenge M'(P) immer auf die zwei Punkte (4,,4,) und (é,,¢,), wenn 
dagegen P auf einer dieser Tangenten liegt und von den ebengenannten zwei 
Punkten verschieden ist, tritt in M'(P) der neue Punkt (¢,,¢,) auf. 

Die Punkte (¢,,¢,) und (¢,,¢,) sind daher die Hauptgrenzpunkte, der Punkt 
(t,,t,) der einzige spezielle Grenzpunkt der zyklischen Gruppe. 

Im Falle einer parabolischen Substitution ist der auf dem absoluten Kreis 
liegende Fixpunkt der einzige Hauptgrenzpunkt, wührend keine speziellen Grenz- 
punkte existieren. 


14. Es sei jetzt I eine beliebige Gruppe hyperbolischer Bewegungen und 
g die Gruppe der zugeordneten reellen linearen Substitutionen (6). Diese beiden 
miteinander holoedrisch isomorphen Gruppen sind offenbar gleichzeitig diskonti- 
nuierlich. 

Bekanntlich ist die Nichtexistenz infinitesimaler Substitutionen für die eigent- 
liche Diskontinuität der Gruppe g in der komplexen Ebene hinreichend. Eine 
Folge davon ist, dass die diskontinuierlichen Gruppen reeller hyperbolischer Bewe- 
gungen im Raume R, eigentlich diskontinuierlich sind. Wir werden einen Beweis 
für unsere Behauptung erbringen, indem wir für diese Gruppen einen Fundamental- 
bereich konstruieren, d. h. einen vierdimensionalen Bereich, der zu jedem Punkt 
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des Raumes R, (bzw. eines Teiles desselben) einen und nur einen mit demselben 
üquivalenten Punkt aufweist. 

Wir wollen aber zunächst eine Klassifikation unserer Gruppen J" einführen. 

Bekanntlich besteht die Menge (m) der Grenzpunkte jeder diskontinuier- 
lichen Gruppe g reeller linearen Substitutionen entweder aus der Gesamtheit der 
Punkte der reellen Achse oder aus einem auf dieser Achse gelegenen System 
diskreter Puukte. Die ersten Gruppen, unter dessen die Modulgruppe die bekann- 
teste ist, wollen wir Gruppen erster Klasse, die anderen Gruppen zweiter Klasse 
nennen. Diese Benennungen übertragen wir auf die zugeordneten Kollineations- 
gruppen I’. 

Es sei g zunächst eine Gruppe erster Klasse. R, sei ein etwa in der oberen 
t-Halbebene gewühlter Fundamentalbereich von g und À, das Spiegelbild von R, 
bezüglich der reellen Achse. Ausser in den möglicherweise vorhandenen »para- 
bolischen Ecken» gibt es zwischen den beiden Bereichen À, und À, keinen 
Zusammenhang. 

Wir betrachten jetzt die Gesamtheit derjenigen Punkte (o,r) des Raumes 
R,, deren o dem Bereich R, angehört, während v ein beliebiger Punkt der unte- 
ren Halbebene ist. Diese Punkte (o,7) bilden einen einfachzusammenhängenden, 
innerhalb Z, gelegenen vierdimensionalen Bereich 4,, welcher ein Fundamental- 
bereich der Gruppe I ist, wenn man sich auf den innerhalb des Gebildes H, 
gelegenen Teil À von À, beschrünkt. (vergl. S. 298). 

Es sei nämlich (6,7) irgendein innerer Punkt von A. Der Punkt ti — liegt 
dann in einem Bildbereich von R,, der durch eine gewisse Substitution X erhal- 
ten wird. Durch die Kollineation (9), welche der inversen Substitution I! ent- 
spricht, wird offenbar der Punkt (6,7) in einen Punkt von A, überführt. 

Anderseits gibt es im Bereiche A, keine zwei hinsichtlich 7" äquivalente 
Punkte. Denn im entgegengesetzten Falle wären die zugeordneten Punkte c, 
welche beide im Fundamentalbereich 2, liegen, bezüglich g miteinander äquivalent. 

In ähnlicher Weise lässt sich zeigen, dass die Gruppe 7’ in den Räumen B 
und C ausserhalb H, die Fundamentalbereiche B, bzw. C, besitzt, welche aus der 
Gesamtheit der Punkte (o,r) bestehen, deren o-Koordinaten Punkte von ZA, bzw. 
HR, repräsentieren, während x auf die obere bzw. untere Halbebene beschränkt ist. 

Es sei alsdann I” eine Gruppe zweiter Klasse. Die Bereiche A, und R, hàn- 
gen dann làngs endlicher Strecken der reellen Achse miteinander zusammen. 
Die Bereiche 4,, B, und C, bilden also einen einzigen Bereich, welcher zum 
Fundamentalbereich der Gruppe I gewählt werden kann. 


‘Ry und R, können offenbar ihre Rolle vertauschen, 
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Is. Es sei jetzt P(o,r) ein beliebiger Punkt von R, derart, dass von den 
entsprechenden Punkten o und r der {-Ebene keiner der Menge (m) angehört, 
und es sei m’ ein beliebig gegebener Punkt dieser Menge. Es gibt dann immer 
eine unendliche Folge von Substitutionen der Gruppe G, die, auf den Punkt c 
ausgeführt, eine gegen m’ konvergierende Punktfolge geben. Wegen der Invarianz 
des Doppelverhältnisses (13) konvergieren die Transformierten des Punktes r 
vermittels dieser Substitutionen gegen denselben Grenzpunkt m/. 

Hieraus geht hervor, dass die Menge (M) der Hauptgrenzpunkte der betrach- 
teten Gruppe I” mit der auf dem reellen absoluten Kreise liegenden Punktmenge 
(m,m) zusammenfällt, wo m die Punkte der Menge (m) durchläuft. 

Wenn T eine Gruppe erster Klasse ist, umfasst demnach die Menge (M) 
sämtliche reellen Punkte des genannten Kreises, wogegen sie aus diskreten Punk- 
ten dieses Kreises besteht, wenn I’ der zweiten Klasse angehört. 

Zur Bestimmung der speziellen Grenzpunkte schicken wir den folgenden 
Hilfssatz voraus. 

Hilfssatz. Es gibt stets Substitutionen der Gruppe g, deren Fixpunkte von 
zwei beliebig gegebenen Punkten der Menge (m) beliebig wenig abweichen. 

Zum Beweis wählen wir in vorgeschriebenen beliebig kleinen Umgebungen 
der gegebenen Punkte, etwa in der oberen Halbebene, irgend zwei Kreisbogen- 
polygone, welche Bilder des Fundamentalbereichs sind. Es sei K der obere 
Randkreis des einen Polygons, K' der entsprechende Randkreis des zweiten, X 
diejenige Substitution von g, die X in K' überführt. Wir nehmen an, dass K' 
nieht der obere Randkreis des zweiten Polygons ist.! Dann ist X offenbar eine 
hyperbolische Substitution, die den einen Kreis auf den anderen in der Weise 
abbildet, dass die Inneren und Ausseren einander wechselseitig entsprechen und 
deren Fixpunkte bzw. innerhalb der Kreise X und K' liegen. Weil nun die Radien 
der Randkreise der Polygone bei unbegrenzter Annäherung an die reelle Achse 
unterhalb jeder endlichen Grenze herabsinken, ist die Richtigkeit des ausge- 
sprochenen Hilfssatzes bewiesen. 

Jetzt sei P irgend ein Punkt, von dem wenigstens die eine ¢-Koordinate 
einen Punkt der Menge (m) repräsentiert. Die zugeordnete Häufungsmenge 
M'(P) besteht dann offenbar aus Punkten, deren t-Koordinaten beide Punkte der 
Menge (m) darstellen und welche sich daher unter den Polen derjenigen Geraden 
befinden, welche die Hauptgrenzpunkte paarweise verbinden. Anderseits ist 
jeder dieser Pole wegen des obigen Hilfssatzes entweder ein ausserhalb des abso- 
luten Kreises liegender Fixpunkt einer hyperbolischen Substitution oder eine 








! Wäre dies nicht der Fall, so brauchte man nur das zweite Polygon durch ein nüchst 
unten folgendes zu ersetzen. 
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Häufungsstelle solcher Fixpunkte. Weil nach N:o 13 jeder dieser Fixpunkte ein 
spezieller Grenzpunkt für die betreffende zyklische Untergruppe ist, so ist dar- 
getan, dass die Gesamtheit der speziellen Grenzpunkte und ihrer Häufungspunkte 
mit der Gesamtheit derjenigen ausserhalb des absoluten Kreises gelegenen Punkte 
zusammenfällt, wo die durch die Hauptgrenzpunkte gezogenen Tangenten einan- 
der paarweise schneiden. 

Bei den Gruppen erster Klasse besteht demnach die Menge der speziellen 
Grenzpunkte und ihrer Häufungspunkte aus der Gesamtheit des Aussern a? + y?» 1 
des absoluten Kreises, bei den Gruppen zweiter Klasse aus einer in jenem Bereiche 
gelegenen Menge diskreter Punkte. 

Durch das Obige ist die Diskontinuität der Gruppen I für alle Punkte des 
Raumes R,, von den im Bereiche a? 4- 5? » 1 liegenden Grenzpunkten abgesehen, 
bewiesen. 


IV. Häufung beliebiger Punktmannigfaltigkeiten. 


16. Die grundlegende Bedeutung der Grenzpunkte bei den automorphen 
Funktionen einer komplexen Veränderlichen besteht darin, dass jene Punkte 
gerade die wesentlichen Singularitäten der Gesamtheit der automorphen Funk- 
tionen erschópfen, und dass sich ausserhalb jener Punkte diese Funktionen wie 
rationale Funktionen verhalten. 

In der Theorie der automorphen Funktionen von zwei und mehreren Varia- 
beln hat man mit Erscheinungen von wesentlich neuer Art zu tun. Der Grund 
dazu liegt in dem Umstande, dass die Singularitäten der Funktionen mehrerer 
Veränderlichen keine isolierten Punkte, sondern kontinuierliche Gebilde sind, 
woraus folgt, dess es für die Untersuchung der Singularitäten im Falle mehrerer 
Veränderlichen nicht hinreicht, die Häufung einzelner Punkte zu untersuchen. 
Man hat vielmehr hier ein ganz neues Problem zu lósen, nämlich die Bestimmung 
der Häufungsgebilde von räumlich ausgedehnten Mannigfaltigkeiten. Von dem 
neuen Standpunkt aus wird man eine volle Analogie zwischen den automorphen 
Funktionen einer und mehrerer Veränderlichen binsichtlich der Eigenart der 
wesentlichen Singularitäten gewinnen. 

Wir werden die folgenden Untersuchungen in allgemeinerer Form durchführen, 
als es für die funktiontheoretischen Zwecke erforderlich wäre. 


17. Es sei (u) eine ganz beliebige im Raume R, gelegene abgeschlossene 
Punktmenge. Wir betrachten die Gesamtheit der Punktmengen S(u), die aus der 
gegebenen Menge vermittels der verschiedenen Substitutionen S der Gruppe I’ er- 
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halten werden. Es sei 7’ (u) die Gesamtheit der Häufungspunkte der Mengen S(1). 
Jeder Punkt von l'(u) hat also die Eigenschaft, dass in einer beliebig kleinen 
Umgebung desselben Punkte von unendlich vielen Mengen S(u) vorhanden sind. 

Hinsichtlich der Menge I'(u) werden wir folgenden allgemeinen Satz beweisen: 

Satz. Die Punkte der Menge I'(u) liegen sämtlich auf den durch die Haupt- 
grenzpunkte gehenden, als zweidimensional betrachteten Tangenten des absoluten 
Kreises, vorausgesetzt, dass die gegebene Menge (u) keinen Hauptgrenzpunkt dieser 
Gruppe enthält. 

Es sei U ein beliebiger Bereich des Raumes R,, welcher von den genannten 
Tangenten überall endlichen Abstand hat. Unser Satz lässt sich offenbar auch 
so aussprechen, dass es unter den Bildbereichen von U nur endlich viele gibt, 
die Punkte der gegebenen Menge (u) enthalten. 

Es seien D, und D, die von den Punkten o bezw. v beschriebenen Bereiche 
der t-Ebene, wenn P(o,r) den Bereich U beschreibt. Wegen der gemachten 
Voraussetzung haben die Bereiche D, und D, von den Grenzpunkten (m) der 
Gruppe g einen endlichen, von Null verschiedenen kürzesten Abstand. 

Wenn es nun unendlich viele Bildbereiche von U gäbe, die Punkte von (1) 
enthalten, könnten wir unter den entsprechenden Substitutionen von g eine 
unendliche Folge auswählen derart, dass die vermittels dieser Substitutionen 
erhaltenen Bildpunkte eines beliebig gewählten, ausserhalb der Menge (m) gelege- 
nen Punktes P der t-Ebene gegen einen bestimmten Punkt m’ dieser Menge kon- 
vergieren würden. Die entsprechenden Bildbereiche von D, und D, würden dann 
(vgl. S. 303) m’ als einzigen Grenzpunkt besitzen, und, da die Menge (u) abge- 
schlossen ist, würde sie demnach den Punkt (m/, m') des reellen absoluten Kreises 


enthalten, was unserer Voraussetzung widerspricht. 


18. Der obige Satz wird in zweckmässiger Weise durch den folgenden Satz 
ergänzt, wodurch funktionentheoretisch wichtige Schlüsse ermöglicht werden. 

Satz. Wenn die Menge (u) keinen Hauptgrenzpunkt von T enthält, und wenn 
dazu die Gesamtheit der Punkte der t-Ebene, die von den t-Koordinaten o und x der 
einzelnen Punkte von (u) repräsentiert werden, eine gewisse zweidimensionale Umge- 
bung jedes Punktes der Menge (m) überall dicht bedeckt, so besteht die Menge I’ (u) 
aus den reellen und komplexen Punkten sämtlicher durch die Hauptgrenzpunkte der 
Gruppe gehenden Tangenten des absoluten Kreises. 

Es sei wiederum (21) eine hyperbolische Substitution der Gruppe g. Wir 
beschreiben um den Fixpunkt t,, welcher bei der Annahme K < 1 ein Repulsions- 
zentrum ist, einen kleinen Kreis C,, welcher ganz in der im Satze vorausgesetzten 
Umgebung des Grenzpunktes t, liegt. Weil nach der Voraussetzung der Haupt- 


Acta mathematica. 43. Imprime le 6 mars 1922. dJ 
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grenzpunkt (t,,t,) der Menge (u) nicht angehört, können wir den Kreis C, so klein 
annehmen, dass die einem Punkte von (u) entsprechenden Punkte o und x nie 
beide innerhalb C, fallen. Es gibt also eine solche Teilmenge (u') von (u), dass 
von den zugehörigen Punkten o',7' die einen, sagen wir die Punkte o', das Innere 
von C, überall dicht bedecken, während die Punkte z' ausserhalb C,liegen. Ver- 
mittels einer hinreichend grossen positiven Potenz 3" von (21r) wird C, auf einen 
den attrahierenden Fixpunkt ¢, umschliessenden Kreis C, abgebildet, so dass das 
Aussere des einen Kreises dem Innern des anderen entspricht, und umgekehrt. 
Die Punkte ¥”(0') bedecken dann das Âussere von C, überall dicht, während die 
Punkte X"(z') sämtlich im Innern von C, liegen. Weil nun bei unbegrenzt 
wachsendem n der Kreis C, sich nach dem Punkt /, zusammenzieht, so ist dar- 
getan, dass jeder Punkt (o,t,), wo o einen beliebigen Wert hat, ein Häufungs- 
punkt der Mengen Z2^"(u)(n— 1,2,3,...) ist. Mithin umfasst die Menge I (uw) 
jeden Punkt der durch (/,,4,) gehenden, als zweidimensionale Mannigfaltigkeit 
aufgefassten Tangente des absoluten Kreises. Weil nun die Hauptgrenzpunkte 
der Gruppe gerade aus der Gesamtheit der Fixpunkte der hyperbolischen Sub- 
stitutionen und ihrer Häufungspunkte bestehen, ist der obige Satz hiermit bewiesen. 


19. Die Bedingungen des obigen Satzes sind insbesondere für jede alge- 
braische Mannigfaltigkeit erfüllt. In der Tat sind die ¢-Koordinaten o, in diesem 
Falle miteinander algebraisch verbunden, und die Punkte o (bzw.r) bedecken so- 
gar die ganze t-Ebene. Wir haben somit den 

Satz. Die Háufungsgebilde der vermittels der Substitutionen der diskontinuier- 
lichen Gruppe I erhaltenen Transformierten eines beliebigen algebraischen Gebildes 


(22) P (x,y) — 0 


bestehen aus der Gesamtheit der durch die Hauptgrenzpunkte gehenden Tangenten des 
absoluten Kreises, vorausgesetzt, dass das gegebene Gebilde keinen Hauptgrenzpunkt 
der Gruppe enthält. 

Es mag hier nebenbei bemerkt werden, dass die Richtigkeit dieses Satzes 
speziell für lineare Gebilde aus der polaren Beziehung zwischen den Punkten und 
Geraden auf Grund der Ergebnisse der N:o 13 ohne weiteres geschlossen werden kann. 

Durch das Obige ist dargetan, dass die durch die Hauptgrenzpunkte gehenden 
Tangenten des absoluten Kreises als Häufungsgebilde von räumlich ausgedehnten 
Punktmannigfaltigkeiten dieselbe Rolle spielen, wie die Hauptgrenzpunkte als 
Häufungsstellen für die Transformierten isolierter Punkte. Es ist daher zweck- 
mässig, diese Tangenten »Hauptgrenzgebilde» der Gruppe zu nennen. Bei den 
Gruppen erster Klasse ist ihre Gesamtheit mit dem dreidimensionalen Gebilde 
IT, identisch, während sie bei den Gruppen zweiter Klasse auf H, diskret liegen. 
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20. Neben den Hauptgrenzgebilden kónnen spezielle Grenzgebilde als Häu- 
fungsgebilde auftreten, wenn das gegebene Gebilde den Voraussetzungen des obigen 
Satzes nicht genügt. Wir wollen dies durch ein paar Beispiele erläutern. 

Wir betrachten zuerst irgend eine durch den attrahierenden Fixpunkt der 
hyperbolischen Substitution (21) gehende Sekante. Aus N:o 13 geht hervor, dass 
ihre vermittels der Wiederholung von (21) erhaltenen Transformierten als Häu- 
fungsgebilde die durch die Fixpunkte #,,t, gehende Gerade haben, welche daher 
ein spezielles Grenzgebilde ist. 

Wir betrachten ferner die Transformierten des Gebildes 
o—t 


+] eB eoo 
Tb, 


(23) A vr 





vermittels der Potenzen von (21). Aus ihren Gleichungen 


= + Bl, SRL SE (ÆI< x) 
9 — t, 





^ 
geht hervor, dass sie als Grenzgebilde das durch die Gleichung 


A (= +B ( =) Ts 


rt 


dargestellte, im allgemeinen nicht lineare Gebilde haben, welches teils ausserbalb 


der Mannigfaltigkeit H,, teils auf derselben liegt, wenn 5 reell und negativ ist. 


A 


V. Die Picardschen Reihen. 


21. Dem Poincaréschen Gedankengang folgend beweist PrcarD die Existenz 
automorpher Funktionen bei eigentlich diskontinuierlichen Gruppen in zwei 
Variabeln vermittels unendlicher Reihen der Form 


(24) = RT D Un 


(x, y) 


wo À eine rationale Funktion bedeutet und die Summierung sich über die Ge- 
samtheit der Substitutionen (S,7) der betreffenden Gruppen erstreckt. Jede 
Reihe der obigen Form ist nämlich für hinreichend grosse Werte m absolut und 
gleichmässig konvergent und genügt der Funktionalgleichung 


308 P. J. Myrberg. 


Ü j —m 
(25) O(S,T)—O Y (S, a 


d(a,y) 
die der Funktionalgleichung 


@ (S) = 9 (z) E 2n 


dz 


der Poincaréschen ©-Funktionen analog ist. Der Quotient irgend zweier Funk- 
tionen (24), die nicht identisch verschwinden, ist daher eine automorphe Funk- 
tion der betreffenden Gruppe. 


22. Nach Picarp sind die Reihen (24) für m > 2 in gewissen Bereichen des 
Raumes À, absolut und gleichmässig konvergent u. a. bei allen diskontinuierlichen 
Gruppen linearer Substitutionen 


(26) X is Cn aen am : GT Y By Ys 

05 € + Pay d Ys G3 € + Psy + Ys 
mit komplexen ganzzahligen Koeffizienten, deren zugeordnete homogene Substi- 
tutionen eine vorgelegte ternäre indefinite quadratische oder Hermitesche Form 
in sich überführen (»Hyperfuchssche Gruppen»). Ferner hat PICARD in einer 
kürzlich erschienenen Abhandlung den speziellen Fall näher betrachtet, wo «,, Sy, y. 
reelle ganze Zahlen sind, und für den Konvergenzexponent m in diesem Falle den 
genaueren Wert m — 1 gefunden.* Dieses Resultat kann in folgender Weise verschärft 
und verallgemeinert werden. 

Satz. Die ©-Reihen sind, von einem gewissen Glied ab, in jedem endlichen, 
von den auf H, gelegenen Hauptgrenzgebilden in endlicher Entfernung gelegenen 


2 
Bereich für m =; absolut und gleichmässig konvergent, vorausgesetzt, dass die sin- 


qulären Gebilde der rationalen Funktion R (x,y) keinen Hauptgrenzpunkt der Gruppe 
enthalten. 

Wir gehen von der Beobachtung aus, dass die einzelnen Glieder der Reihe 
(24) im allgemeinen für die Punkte der algebraischen Gebilde 


re m=0, Get BY + yi 





|o ES Pıcarn. Sur une classe de groupes discontinus de substitutions linéaires et sur les fonc- 
tions de deux variables indépendantes restant invariables par ces substitutions. (Acta mathematica, 
Bd. I; 1882). 

? E, Pıcarv. Sur les fonctions de deux variables complexes restant invariables par les sub- 
stitutions d'un groupe discontinu. (Comptes rendus 1916), 
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und nur für diese polar unstetig werden. Nach unserer Voraussetzung enthalten 
die ersteren Gebilde keinen Hauptgrenzpunkt und dasselbe gilt für die Flucht- 
geraden 

(27)' 04 X + Pay 73 — 0, 


die vermittels der Substitutionen der Gruppe /' ineinander übergeführt werden, 
indem diese Geraden wegen der Relation 


(28) o, — y = —1 


ausserhalb des absoluten Kreises liegen. Die Bedingungen des in N:o 17 bewie- 
senen Satzes betreffs der Häufung der Transformierten einer algebraischen Man- 
nigfaltigkeit sind also gültig, und wir erhalten das Resultat, dass die Gebilde (27) 
die Gesamtheit der Hauptgrenzgebilde und nur diese als Häufungsgebilde haben. 

Es sei jetzt U ein beliebiger endlicher Bereich des Raumes Fy, welcher von 
den Hauptgrenzgebilden eine von Null verschiedene Entfernung hat. Die ver- 
mittels der verschiedenen Substitutionen von /' erhaltenen Bildbereiche von U 
haben nach S. 303 als einzige Häufungspunkte die Hauptgrenzpunkte der Gruppe. 
Weil nach unserer Voraussetzung die Funktion R(x,y) in diesen Punkten end- 
lich ist, und weil anderseits, nach dem oben Gesagten, der Bereich U nur von 
endlich vielen unter den Gebilden (27) durchsetzt wird, so sieht man, dass, wenn 
diejenigen Glieder der Reihe, die diese Gebilde als polare Unstetigkeiten besitzen, 
ausgelassen werden, in sämtlichen übrigen Gliedern der Reihe die Grössen | R (S, 7')| 
im Bereiche U unter einer endlichen Grenze liegt. Hieraus folgt, dass die Reihe 
(24) hinsichtlich der absoluten und gleichmässigen Konvergenz durch die Reihe 


Y pue. N 1 


à (ar, y) | ml (a, a+ ps y + y," 





(29) 


ersetzt werden kann, welche der speziellen Wahl Z(v,y)-—- 1 der rationalen 
Funktion entspricht. 


23. Wir behaupten jetzt, dass die Untersuchung der absoluten und gleich- 
mässigen Konvergenz der Reihe (29) auf die Untersuchung der Konvergenz der 


Reihe 


(30) >- p. 
‘3 


zurückgeführt werden kann, 
Es sei 4 der kürzeste Abstand der Punkte des Bereichs U von den Flucht- 
linien (27). Man hat dann für jede Substitution und jeden Punkt des Bereichs U 


die Ungleichung 
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ast + Patt Ys 


RUP EUR m 
Vo 488 |- 








deren linke Seite den kürzesten Abstand des Punktes (r,y) von den Punkten 
der zweidimensionalen Mannigfaltigkeit (27) darstellt. Wegen der Relation (28) 
ist daher für jeden Punkt von U 


I I I 
- < == 
(31) RETIA EIE. 


Anderseits ist in diesem Bereich, wenn die grósste Entfernung seiner Punkte 
vom Nullpunkt mit d bezeichnet wird, 





| zt By td. «Jes £d Pat Jl, De aj Ba. VIxP+ WE, 


/a /3 Ya 
«VIzp +]yP+1<d+ı, 
und somit 
! I I T 
à SEL GE 
(31) las & + Bay +731 d+ı y 





Durch die Ungleichungen (31) und (31r) ist die Gleichzeitigkeit der absoluten und 
gleichmässigen Konvergenz der Reihe (29) im Bereich U mit der Konvergenz 
der aus lauter positiven Gliedern bestehenden Reihe (30) dargetan. 


24. Nun folgt aus (r) und (95) die Gleichung 
(32) 9. — (a+ + ct di), 


die uns zeigt, dass die Reihe (30) bis auf einen Zahlenfaktor (= 2°”) mit der Reihe 





\' I 
(33) Zi 4534 c? + dim 


übereinstimmt, wo sich die Summierung über sämtliche Substitutionen 


CEU) 
| xm (l 


der Gruppe g erstreckt. Wegen der Relation 


Ix (p i 
d X(i) 


dt 


(34) a? D + c?+ d? — | (i — V — 1), 
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kann diese letzte Reihe (33) in der Form 


1 |d X (i) |» 
e > SG + Den a | 
geschrieben werden. 

Wir wollen annehmen, dass der Punkt t=7 im Innern des Fundamen- 
talbereichs A, der Gruppe g liegt, was man im allgemeinen durch geeignete Wahl 
von À, erreichen kann.' Es sei x, ein kleiner Kreis mit dem Mittelpunkt £— à 
und dem ‚Radius o, der ganz innerhalb ZA, liegt. Für den Inhalt v des ver- 
mittels der Substitution X(/) erhaltenen Bildkreises x hat man dann die Un- 


gleichung 


(36) t > 


wo das Maximum für die Punkte des Kreises x, zu nehmen ist. Weil ferner die 
reellen Punkte 3—1(00 )— — - vom Mittelpunkte £ — des Kreises x, einen endlichen 


Abstand >1 haben, so gilt für jeden Punkt ¢ von x, die Ungleichung 


d 
bez 
(37) Lex Ee 
Aus (36) und (37) ergibt sich 
; cee epe Monge pat Nero sv 
(38) baser déja 50 5.0 n 


In analoger Weise findet man für jeden Punkt von x, 


i+ ud 
EU : T e|. r—e 
= A : 
Z (t) AO 514 Ico 
a c 
woraus folgt 
= 0 > [a 
(30) 1361» 1,12 bas 





1 Nur wenn t=i ein eiliptischer Fixpunkt ist, ist dies nicht möglich. In diesem Falle 


bedarf aber die folgende Darstéllung nur einer unbedeutenden Modifizierung. 
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U3, + Da X d ys 


es IA, 
Ves: B, i 








deren linke Seite den kürzesten Abstand des Punktes (r,y) von den Punkten 
der zweidimensionalen Mannigfaltigkeit (27) darstellt. Wegen der Relation (28) 
ist daher für jeden Punkt von U 


I < I I 
lest + By t v.d Vy2—ı 


(31) 


Anderseits ist in diesem Bereich, wenn die grósste Entfernung seiner Punkte 
vom Nullpunkt mit d bezeichnet wird, 


|esz + By +73] 








lost aul, , Ver VIEPEDE , , 
Ya res /3 y3 


i 
^ 


<V|[zP+lyP+1<d+1. 
und somit 


I AT 
= = > . = 
le, 2 +P,y+y; | dx ys 





(31) 


Durch die Ungleichungen (31) und (3r) ist die Gleichzeitigkeit der absoluten und 
gleichmässigen Konvergenz der Reihe (29) im Bereich U mit der Konvergenz 
der aus lauter positiven Gliedern bestehenden Reihe (30) dargetan. 


24. Nun folgt aus (1) und (o) die Gleichung 
(32) ys — E (a*+ 6*  c* +d?), 


die uns zeigt, dass die Reihe (30) bis auf einen Zahlenfaktor (= 2°”) mit der Reihe 


4 I 
(33) Xgxuicrdym 


übereinstimmt, wo sich die Summierung über sämtliche Substitutionen 


der Gruppe g erstreckt. Wegen der Relation 


IG) P 1 


(34) a? 4- 03 -- c? 4 d? = —- à (i= V—1), 
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kann diese letzte Reihe (33) in der Form 


I |d X (2) B 
E 2 SG + Den at | 
geschrieben werden. 

Wir wollen annehmen, dass der Punkt t=7 im Innern des Fundamen- 
talbereichs À, der Gruppe g liegt, was man im allgemeinen durch geeignete Wahl 
von À, erreichen kann.' Es sei x, ein kleiner Kreis mit dem Mittelpunkt £— à 
und dem ‚Radius o, der ganz innerhalb AR, liegt. Für den Inhalt v des ver- 
mittels der Substitution X(/) erhaltenen Bildkreises x hat man dann die Un- 
gleichung 


(36) T 


wo das Maximum für die Punkte des Kreises x, zu nehmen ist. Weil ferner die 
reellen Punkte X-!(o)— =£ vom Mittelpunkte ¢=7 des Kreises x, einen endlichen 


Abstand > r haben, so gilt für jeden Punkt / von x, die Ungleichung 


d 
be 
(37) Lesen Sie 
Aus (36) und (37) ergibt sich 
; [EGP ote (rto ad 
(38) Isis ripa tes pep eos 


In analoger Weise findet man für jeden Punkt von x, 








2 : 
. [ v = 
= el Um I u CRT 
m * DIS al xe 
LU prd ee t+ ° 
a C 
woraus folgt 
25: 0, 
(39) | = (à) | > cum A = (t) imax 
1 Nur wenn f=i ein eiliptischer Fixpunkt ist, ist dies nicht möglich. In diesem Falle 


bedarf aber die folgende Darstellung nur einer unbedeutenden Modifizierung. 
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Aus (38) und (39) ergibt sich 


dZX(3)p > Gern le rdrdp 
dt | <( eee | (Cyr? + 1}°° 


I 
(X (GP + 1) 





(40) 





(2) 


wo r,p polare Koordinaten in Bezug auf Origo bedeuten und C, und C, positive, 
von Null verschiedene endliche Konstanten sind, welche von der Substitution 
X (t) unabhängig sind. 

Wir summieren jetzt die Ungleichungen (40) über die Gesamtheit der Sub- 
stitution von 7" und bemerken, dass die entsprechenden Kreise > alle ausserhalb 
einander liegen. Als Resultat erhält man die Ungleichung 


E 
a 


Sent J22@P 0 f [ rdrde | «C. 
(am) zx (3 P219) RU <a) | Gree ay AGE 


r=0 y=0 





Mithin konvergiert die Reihe (35), und somit auch die Reihe (30) für m — T und 


2 
also a fortiori für m » —, womit der oben ausgesprochene Satz bewiesen ist. 
3 


25. Für die Gruppen der zweiten Klasse hat man das folgende genauere 
Resultat, welches für die Untersuchungen des folgenden Kapitels wichtig ist. 


Satz. Die Picardschen Reihen sind bei Gruppen der zweiten Klasse schon 
3 I OU NN. 
für m — - absolut und gleichmássig konvergent. 
I 
Wir nehmen an, dass der Punkt t= kein Grenzpunkt ist, was stets ver- 
mittels einer reellen linearen Transformation erreicht werden kann. Nach einem 
bekannten Satz von BURNSIDE und RrrTER konvergiert in diesem Falle die Reihe 


I 
2 ci 
Auf Grund der Relation (32) ist dann die Reihe 


N I 
73 


— 

A 
rn 

— 


a fortiori konvergent. 
Für die Gruppen der ersten Klasse kann man dagegen zeigen, dass die Reihe 
(42) divergiert. Wir wollen den Beweis indess hier übergehen. 
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26. Aus der gleichmässigen Konvergenz der Picardschen Reihen (24) folgt, 
dass sie analytische Funktionen der Variabeln z, y darstellen. Zur Untersuchung 
ihrer analytischen Eigenschaften bemerken wir zunächst, dass die betreffenden 
Funktionen für die Punkte der Gebilde (27) im allgemeinen polar unstetig wer- 
den. In der Tat kónnen diese singulären Gebilde einander nur in einzelnen Punk- 
ten aufheben, wenn es nicht zufälligerweise eine Substitution von 7’ gibt, die eines 
unter den singulären Gebilden der rationalen Funktion À (x, y) entweder in sich 
selbst oder in irgend ein anderes überführt. 

Wir setzen ferner wie stets voraus, dass die singulären Gebilde von R (x, y) 
keinen Hauptgrenzpunkt der Gruppe I” enthalten. Unter dieser Voraussetzung 
bestehen die Häufungsgebilde der Gebilde (27) aus den Hauptgrenzgebilden, deren 
Punkte somit sämtlich wesentlich singuläre Stellen und zwar die einzigen derar- 
tigen Stellen der Funktionen (24) sind. Hieraus folgt aber, dass der Charakter 
der durch die Picardschen Reihen definierten automorphen Transzendenten we- 
sentlich von der Klasse der Gruppe abhàngt. 

Es sei nämlich 7’ zuerst eine Gruppe erster Klasse. Nach den Ergebnissen 
des Kapitels IV fällt die Gesamtheit der Hauptgrenzgebilde mit dem Gebilde H, 
zusammen. Jeder Punkt dieser dreidimensionalen Mannigfaltigkeit ist daher ein 
wesentlich singulärer Punkt für sämtliche Picardsche O-Funktionen. 

Wir haben also in diesem Falle das bemerkenswerte Resultat, dass jede 
Picardsche Reibe drei verschiedene analytische Funktionen definiert, welche in je 
einem unter den drei von H, begrenzten Räumen A, B, C existieren (vrgl. S. 298), 
über deren Grenze hinaus sie nicht analytisch fortgesetzt werden kónnen. We- 
sentlich anders verhält es sich bei den Gruppen zweiter Klasse. Die Hauptgrenz- 
geraden bilden hier eine Menge auf H, gelegener diskreter Geraden, durch welche 
der vierdimensionale Raum R, nicht geteilt wird. Jede Picardsche Reihe definiert 
also eine einzige analytische Funktion, deren Existenzbereich, von den Haupt- 
grenzgeraden abgesehen, den ganzen Raum À, umfasst. 

Durch die obigen Betrachtungen ist eine vollständige Analogie mit den auto- 
morphen Funktionen einer Variabeln hinsichtlich der Eigenart der Singularitäten 
gewonnen, welche Analogie wir durch den folgenden Satz ausdrücken. 

Satz. Die von den Picardschen Reihen dargestellten analytischen Funktionen 
sind transzendente Funktionen, deren wesentliche Singularitäten nicht von der Wahl 
der Funktionen, sondern mur von der Gruppe allein abhängen. Ausser diesen Singu- 


laritäten gibt es mur polare Unstetigkeiten. 


27. Die obigen Betrachtungen setzen voraus, dass die Picardschen Reihen 
nicht identisch verschwinden. Diese Möglichkeit ist bei den ©-Funktionen, welche 
40 


Acta mathematica. 43. Imprimé le 6 mars 1922. 
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Pole besitzen, ausgeschlossen. Wir wollen in dieser Nummer die Existenz von 
polfreien nicht identisch verschwindenden Funktionen nachweisen. 

Es sei I’ eine Gruppe erster Klasse, und R (x, y) eine rationale Funktion, 
die für reelle Werte der Variabeln x,y reell und positiv ist. Wir nehmen an, 
dass die polaren Unstetigkeiten von R (x, y), ausser der stets geltenden oben ge- 
machten Voraussetzung, noch der weiteren genügt, dass keine ihrer Punkte inner- 
halb H, liegen. Dies erreicht man z. B durch die Wahl 





I 
Buy) = (aay By toy 
wo Ax+ By4- C —0 die Gleichung irgend einer reellen ausserhalb des absoluten 
Kreises liegenden Geraden ist. 

Unter den obigen Voraussetzungen ist die innerhalb des Gebildes H, exi- 
stierende O-Funktion polfrei. Dass diese Funktion nicht identisch Null ist, geht 
aus der Gleichung 


(43) 6 (0,0) = YRS (0,0), T (0,0)) om 
43 


hervor, deren rechte Seite eine Reihe mit lauter positiven Gliedern darstellt. 


28. Wir wollen in dieser Nummer auf eine Analogie zwischen den Picard- 
schen Reihen (— 3)'*" Dimension (m = 1) 
0 (S, T) 


(44) O (x,y) = S R(S, T) B(x, y) 


und den Poincaréschen Reihen (— 2)t Dimension 


hinweisen. 

Diese Poincaréschen Reihen stellen, nach Multiplikation mit dz, wenn sie 
absolut konvergieren, automorphe Differentiale dar. Ganz analog besitzt man 
in den Reihen (44) analytische Ausdrücke, die unmittelbar automorphe Doppel- 
differentiale ergeben. 

In der Tat folgt aus der Funktionalgleichung (25) im Falle m — r, also aus 
der Gleichung 
0 (S, M là 


(45) KEN * 
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die Relation 
O (S, T)dSd T = O (x, y) dx dy, 
woraus hervorgeht, dass der Ausdruck 
(46) O (x, y) dv dy 


ein automorphes Doppeldifferential darstellt. 

Dagegen ist es nicht möglich, von den Picardschen Reihen aus in entsprech- 
ender Weise zur Darstellung einfacher automorpher Differentiale zu gelangen. 
Diese Darstellung kann bei den Gruppen zweiter Klasse durch eine neue Verall- 
gemeinerung der Poincaréschen Reihen erreicht werden, wie wir im folgenden 
Kapitel zeigen wollen. 


VI. Eine neue Verallgemeinerung der Poincaréschen Reihen. 


29. Wir bilden das folgende Paar einander »konjugierter» Reihen: 


: OS . OT 
E 9 (9) = Yj AGT) 7 € BIS, 7) = 
in 77 N 0S ; oT 

p (ey) = > {4 (S, T) 3, BUS, WE: 


wo A und B rationale Funktionen bezeichnen, deren singuläre Gebilde keinen 
Hauptgrenzpunkt der Gruppe enthalten. 

Hinsichtlich der Konvergenz der neuen Reihen gilt der 

Satz. Die Reihen (47) sind bei allen Gruppen zweiter Klasse absolut und 
gleichmässig konvergent. 

In Analogie mit der Untersuchung der Picardschen Reihen kann man sich 
hier auf den Nachweis der absoluten und gleichmässigen Konvergenz der 
speziellen Reihen 

yIS NS NOT NOT 
Oa? a dy? a dy? muy 
beschränken. Es genügt die erste dieser Reihen zu betrachten, weil sich die 
Untersuchung fiir die tibrigen ganz ähnlich gestaltet. 
Aus 


98 _ (es as) + (e ys — 37A) 


da (est + B9 + 7s)° 
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31. Zu der zweiten oben genannten Methode zur Bildung automorpher 
Funktionen aus (47) gelangt man in folgender Weise. 

Die Funktionen (47) genügen, wie leicht zu verifizieren ist, den Funktional- 
gleichungen 


GS DRE Segui 
P(t, y) — 9(5,T)5 + 9(8, T) 5: 

(51) 2 

2 Q OS ICY IT 
qe, y) = e(8, T); + 98, T). 


Es seien nun 9,9, und ~,,p, zwei Paare einander konjugierter p-Funktionen. 
Für die aus ihnen gebildete Determinante 


(52) en E 
Pa(t,Y) PX, y) 


ergibt sich aus (5r) die Funktionalgleichung 





(S, T) -! 
AG, T) = A(x, y) ue n) 


d. h. diejenige der Picardschen ©-funktionen (— 3)'** Dimension. Der Quotient 
A(x,y):O(x,y), 


wo © eine Picardsche Funktion (— 3)'® Dimension ist, stellt daher eine auto- 
morphe Funktion der Gruppe dar. 
Es seien ferner 4,(x,y) und Z,(x,y) irgend zwei wesentlich verschiedene 


Determinanten (52). Der Quotient Fi und allgemeiner jede homogene Funk- 


tion nullten Grades der Determinanten (52) ist eine automorphe Funktion. 

Man kann auf ähnliche Weise wie bei den mit Polen behafteten ©-Funktionen 
beweisen, dass die nach der neuen Methode gebildeten Funktionen im allgemeinen 
nicht identisch verschwinden. 








DÉVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES DES SOLUTIONS D'UNE 
CLASSE D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. 


Par 
TORSTEN CARLEMAN 


à Ursar. 


A Monsieur G. MrirraAG-LEFFLER à l’occasion de son soixante quinzième 
anniversaire et en témoignage de ma reconnaissance et de mon admiration pour 


son œuvre. 
TORSTEN CARLEMAN. 


POINCARE et d'autres aprés lui ont étudié les propriétés asymptotiques quand 
x tend vers l'infini des solutions de l'équation différentielle linéaire 
d'u aay CRT 
(2) ee te (2) wo 


en supposant que les P;,(x) admettent des développements asymptotiques 


(2) P; (x) = Du 


"Lu 
v=() 
les ax, étant indépendants de x. On a sur cette question le théorème suivant. 


Soient «,, @,...@n les racines de l'équation 
(3) Rai a ml +---+ Ano = 0 


supposées différentes entre elles.! Alors l'équation (1) admet un système fonda- 
mental de solutions u, (x), u,(x),...w, (x), qui sont représentées asymptotique- 
ment par des développements de la forme 


1 On suppose ordinairement que les parties réelles de a,, a, ... an sont différentes entre elles. 
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7 Ci Ci? 
(4) ux (x) co e" a^ (Can + || 


Nous nous proposons ici de démontrer qu'un résultat analogue subsiste si 
l'on suppose que les coefficients a;,, au lieu d'étre constants, sont des fonctions 
périodiques de x de méme période T. Nous avons seulement à remplacer dans 
(4) les «, par les exposants caractéristiques de l'équation 


(5) la^ tau) I) 


et les c;, par des fonctions périodiques de x de période 7. Cependant il faut 
supposer ces exposants non congrus entre eux [module Es 
Nous dirons qu'une fonction f(x) est représentée asymptotiquement par 


la série 


ax) a(x),.. 
(6) a, (%) + = US 2? ASS 
où a, (x) sont des fonctions périodiques de période 7’, si toutes les fonctions f, (x) 


définies par 


— 
SI 
— 
— 
m 
8 
— 
I 
Lj 
— 
— 
+ 
| 
+ 


tendent vers zéro, lorsque x tend vers l'infini. En remarquant qu'une fonction 
périodique qui tend vers zéro pour æ— © est identiquement nulle, il résulte de 
cette définition qu'à une fonction f(x) donnée ne correspond qu'un seul deve- 
loppement asymptotique. 

Nous montrerons d'abord comment on peut déterminer les coefficients c, (x), 
6 (2) 5) ney (x); --Mdansilatsétie 


Coe) 
az AIT 
c > guts 


qui correspond à l'exposant caractéristique « de (5). En posant dans l'équation 


oo 


I 
Ter pas (2) > ey —0 


v=0 


I dr—1 y 
2 dar 


In 
eoo Bes 
v=0 





y — eu nous obtenons une équation de méme forme en u 
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d'u \ 1|\ dy = \ 
(9) dan + (> by (2) > asi SEM > bz; (2) 7. u. 
v=0 \=0 | 
L'équation à coefficients périodiques 
d'u dr ly 
(ro) L (u) = dan + Byo (2) Fr yt bno(x) u — o 


admet done un systéme fondamental de la forme 
U, (x) — u, (a) 
U, (x) = ef u, (x) 
U, (x) = e^ u, (x) 


U, (x) = er" un (x), 


où u,(x), u,(x),...u,(x) sont des fonctions périodiques de v et o, f, 


27 


uantités non congrues entre elles [module ~~"). En posant dans 9) 








oo 
Cy 
m > avt 
v=0 





' ^ 
du wx CG, —(v—1+1)c 
> art) = 
v=0 








du Y o demde Aye a + (y — 2 4- A) (v — 14 2) 6,2 
art 


v=0 


Ÿ ec iy Eee | | 
du Neo y E SOT 
da? 2 7 at) D te’ 


y=( ye 











... Ba des 


c? désignant la dérivée g-ième de la fonction périodique c, (x), nous obtenons, 





óc I - . . 
en annulant les coefficients de ae (v=0, I, 2...) les équations suivantes 
(12) L(c,) — 0 
! Dans ces formules il faut remplacer chaque c» à indice négatif par zéro. 
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(12!) L(e,)— À (nem) +(n—1) Dis ctr—2) T5596) + Dy ctr—1) +... + Dy1 CG = 0 


L (e) — +3 x) (ne + (n — x) b. eo ae ba 300,1) + 
(13) zi bep Is ba ctr Te bg16a + 


+ termes contenant c, », €, 3,.. . et leurs dérivées = o. 
Avant d'aller plus loin étudions l'équation non homogène 


In d^ 
(r4) L(u) = 575 + Dag (ae) qua + + Uno (2) — f (x) 


yn 





où f(x) admet la période 7. 
Pour plus de simplicité nous posons dans la suite b5o(x) = b, (v). Désignons 
par W le déterminant wronskien 


U, UTENTE 


Ui DATE 


USD Us > pis 


et par W;(x) les dérivées partielles de ce déterminant par rapport à UV"). Alors 
la solution générale de (14) peut s'écrire 


(13) "| Mp Heda tk) cent | a rae + 
po etu, ex | E f(x) dx + 2 


où k,, k,,...k, sont des constantes arbitraires. On voit aisément que pour 


DIT. wo est égal à e—*i* multiplié par une fonction périodique de x, tandis 
OR + 
que y (8 est, périodique. 


En écrivant! 


! Tei nous aurons besoin de l'hypothèse qu'aucun des fp ne peut être un multiple positif 


I-A 2nt 
ou négatif ou nul de — 


T 
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r oo Quive 
BnT W, (x) Y 3 XE 
er, . f(x = Za. t 
ft ) W (©) > py 
y - — 0D 
on aura 
j| | Wr) 
ep — ft — f(z) dx + kp) = 
To 
2x3 2 1 
D ( T ~ 8p) ® oc T. Bp) 0 
es oy ee 4h 
= Poni” at PU" ot 2 d 
y =— 0D — { y - — 06 — 
T Pp T Pp | 
Il s'ensuit que #,, k,,...k, peuvent être choisis de telle manière que la somme 


des n— 1 derniers termes de (15) devient une fonction périodique. Cela posé, 
on voit que la condition nécessaire et suffisante pour que (14) posséde une solu- 
tion périodique w(x) est que 


T z+T 
(x6) | ate) hada J^ CONCI ES Een 
où 
_Wi(x 
(«7 (x) = W (x) 


Cette condition remplie, il existe une infinité de solutions périodiques données 
P 
par l'expression 
u (x) i ku, (x) 


k étant une constante arbitraire? w(x) ne peut pas être identiquement nul 
dans aucun intervalle. L'hypothèse que «w(x) — o entraîne, en effet, que tous 
les mineurs du déterminant wronskien W (x) par rapport à la première colonne 
' s’annulent identiquement ce qui contredit l'inégalité W = o. 

On peut démontrer comme il suit que l'hypothése que o, 9, ... 9, sont non 


271 A at, 
congrus entre eux [module | entraîne l'inégalité 





2 Pair 
! La série 2 Apve T7 m'est pas nécessairement convergente. Néanmoins on peut, 
y -— 00 
dans ce cas, d’après la théorie des séries de Fourier, la traiter comme une série convergente, 
? Par un lemme énoncé p. 331 on trouve que chaque solution périodique est de cette forme. 
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(13) | (o (x) (x woe + (n — 1)b, (x) 8 +---+ bn, 1(x)u,] dx zo 
i 
Considérons l'équation linéaire 
(19) L(u) +e c (x) u, (x) wu — o 
qui dépend d'un paramètre o. Les solutions de (19) up (z,o) (p — 1, 2,... n) qui 


remplissent les conditions 


aun ovzp—i ( 


da" I v=p—I PSD 


sont des fonctions entières de o et forment un système fondamental. D’après 
les propriétés des équations linéaires à coefficients périodiques on a 


(20) us (x + T)= > Hprür(z), 
r=1 


où Hyg sont des constantes qui dépendent de o. Il en résulte 


da us (T) 
(21) Hyg c in- 3 


d’où l'on conclut que les Hy, sont des fonctions entières de 9. En désignant par 
1 pq Q 
g un exposant caractéristique de (19) et en posant e?7 — z nous avons 


H,,—2 EH. Hin 
Jalen He nA NOM Hon 


Hi Hy» .. . Ann — 2 





de ; 27614 
Les quantités o, 9,, 95, ... 8, étant toutes non congrues entre elles [module T ) 


on voit que l'équation (22) pour o =o a toutes ses racines différentes entre elles. 
On voit done qu'il existe une série de puissances 


Ba hehe 
telle que 


e? = ghi o kot ... 


» — 
2 -— 


satisfait à (22). De là on déduit aisément qu'il existe une série 
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u, (x) + ov, (x) + o? v, (x) +--- 
à coefficients périodiques, telle que 
eot se *- - e [0 (x) + ov, (x) +0? v, (z) - ---] 


soit une solution de (19) pour |o| suffisamment petit. En portant cette expres- 
sion dans (19) on trouve, en considérant le coefficient de o, 


dr—1 n—2 > 
m + (n — 1)5, (x) du t es lin (x) u,} +o 








(x) u, (x) u, (x) = o. 


L(v,) +k, (x dar- 


D’apres (16) il faut avoir 


= n n—2 
k, | (x CS NL + MR (x) u) o (2) dx + 


dar dar? 
s 
A 
H flow lu (x) dx = o. 
y 
Donc 
(s n—1 n—2 

| L a (n — 1) 5, (x) -— +... + bn (2) ot dx #0 

: 
Da Glo Hisl 


En nous reportant aux formules (12) et (13) nous voyons que c,(x) peut 
être pris égal à u, (x), (12) se resout par une fonction périodique c, (x) si 


T 
(23) i [tn u(n—D + (n — 1) By) un? + --- + b, ou) vo (x) dx — 
0 
z 
— | (b,, u—0 + b,, ur +... + bis u,) o (x) dx — o. 


ó ) 


En vertu de (18) il est toujours possible de déterminer À de manière à satisfaire 
à cette équation. Si c*(x) est une solution périodique particulière de (12') la 


solution périodique la plus générale devient 


e, (zx) = ei (x) + yi (x), 
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où y, est une constante arbitraire. En portant les valeurs trouvées pour c, (x) 


et c,(z) dans (13) pour » — 2 nous obtenons 
(24) L (c;) — (A 1) H (c$- y, u,)  G(et + 7,41) +P (oo) — 0o, 


où P(c,) est une expression indépendant de c, et c, et 


n—1 n—2 
H (u) = no e + (n — 1)6,, mE +... 5s ao(xz)u, 
x day dn—24 
(u) = b, (x) dg" 21 x) dar Et b, (x) U. 


Pour que cette équation (24) admette une solution périodique c, (x) il faut choisir 
7, de telle manière que 

E^ 7 

yı((A +1) H (u) — GE (w))w (x) dx + | [A + 1) H (c) — G (c?) — P (e)] o (x) dx — o. 
ö o 
Cela est toujours possible parce que, en vertu de (23) et (18) 

4 + 

| [A+ 1) H (u,) — G (u,)] vo (x) dx = | H(u,)o(x)dx + 


0 
T 


D : 
T B 
a ju H (u,) — G (u,)] (x) da = | H (u,) o (z) da xo. 
D ö 
On obtient pour c, une expression 
€, = C2 + Us 


dépendant d'une constante arbitraire y,. En continuant ainsi on peut déterminer 
de proche en proche tous les coefficients c, (x), c, (x),... c, (x),.... En effet, 
supposons qu'on ait obtenu pour c,—;(x) l'expression 


Cy—1 (x) =&-1(2) + 9,219, (2) 
qui contient une constante arbitraire 7, ,. L'équation (13) peut être écrite 


L (cy) — (A 4- v — x) LH. (652) + 3i H (u,)] + G (cha) + wa G (u,) + 


T P (0,,0,, -. - O2) — 0; 
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où P(c,,0,,...0,—2) est indépendant de c, 4, et de c,. Pour que cette équation 
admette une solution périodique c, il faut et il suffit que 


T 7 
pa [IG »—12H()—6()1odz + | (+ »—1)H (ha) — 
0 0 


— G (3-1) — P (064,0, ...6,-2)] od = o. 


Cette équation détermine uniquement 7, ; parce que 


T T 
[té 4 y — 1) H (u,) — G (u,)] odo = (v — x) | H (u,)odx +: 
D 0 
d 4 
T | [4 H (u) — G(u,)]odx=(v—1) | H (u,)wdx = o. 
6 0 


Il est done clair qu'à chaque exposant caractéristique correspond une et 
une seule série asymptotique de la forme 


Il nous reste à démontrer qu'il existe effectivement des intégrales de notre 
équation différentielle qui sont représentées asymptotiquement par ces séries. 
Considérons une queleonque des séries asymptotiques 
I c 


C, (x) Cm (3) 
e Le (2) + E + Em Tec m Tee] 


m 
8 
— 





En posant dans l'équation différentielle (8) 


az I efe) e(t) er 
(26) ye ze ui der Fe] 


on obtient pour v(x) une équation de la forme 


dn—15 


dar 7 BOD H, (x) vd h(a). 


(27) L(v) = A, (x) 


où 


k k 
(28) [eT TROIE mi 


328 Torsten Carleman. 


k et k' étant des constantes, dont la première k est indépendant de m. Designons 
par 7;,72,---7r celles des différences «,— « (« <a) dont la partie réelle est 
positive ou nulle, et par — y, —7,,...—7!,, les différences restantes. D’après 
la théorie connue de l'équation différentielle linéaire avec second membre on 
trouve facilement qu'une solution de Z(u)—= f(x) peut s’écrire 


(29) u — Py (x) | eoa p» e’v? Ao (x) J?- (t) e»! F(t) dt + 
/ vel t 
+ Ye Hoe Deseo) | By (ert (D dt 
vel 
1 
et plus généralement 
Go) eu a) ^u (01()dt + Y, ev? Ay,( : 0 e»t f(t) dt + 
dur ~ PhD | )c 20 pw 2 Boy (t) e7^ ) 


Ne Pye rte JE ov (t) ev'vt f (t) d 


v=] 
(pz0,1,2,...m—) 


(pp (x), Py (x), Ap, (x), Bor (x), Lov (x), Dp, (zx) étant des fonctions périodiques de +. 
En remplaçant ici f(x) par le second membre de (27) et en posant 


dv do 
RO iS SUR CE 


on obtient pour 2,, *, v;, ... 0, 1 le système d'équations intégrales linéaires suivant 


Up 2 / Hunt x,t) Vq(t)dt+ > JS D e € 7» Kos, (2, t)vg(t)dt+ 
g=0 


qu 
n—1 T. 
+ > 3 erste 0 Go, (x, t) vg (D dt + gp (x) = Sp (Vos Las » - ni) + gp (x) 


ey ve] 


(pi05 552, 9 V — 1); 


Où Mj (v,t) Kp, (v, t) Gpgr (x, t) satisfont aux inégalités 
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| Mp, &,91<$ 
MET C CI 
(32) Dese (oos) > = 
C 
| Goo» (x, t) |< 1 


C étant une constante indépendante de m. g,(x) est la fonction qu'on obtient 
en remplaçant f(!) dans le second membre de (30) par A (x). Il est aisé de voir 
qu'en vertu de (28) 


ky 
(33) la» (1 « & 
où k, est une constante. 

Désignons par $*(v,v,,...v, 1) l'expression qu'on obtient en remplaçant 
tous les noyaux qui entrent dans S(v,,v,,... v;—)) par leurs valeurs absolues. 


Cherchons d'abord une borne supérieure de 
MET I 
Sp (=. ym M e^ =) : 


On obtient, en tenant compte de (32), 








oo oo 
» ] 














OST I I I 
(34) Sm mi = < Cn | ma dt+rnC | gai dt + 
z z 
z C = 
I T 
+ Chr dese i dt =— I ILE +Cr'n | et) m dt 
i i 


en désignant par x la plus petite des valeurs 


Rn]. Rs) --- B[7,1- 


Considérons l'expression 


où Z est supposé » 1. Soit 9 un nombre positif <1 et supposons x > = - 
zl 


On a 
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(—ÿ)z 53 


F(a) <am [een : di eum | eth zr dt, 


in 1 
az 





d’où il s’ensuit 





lim J (x) = o. 


T=0 


Ceci ayant lieu uniformément quel que soit Z>ı, nous pouvons, en vertu 
de (34), choisir d'abord m et puis / assez grands pour que 











Py rics T NT: I E 
(35) Sal a = oe pour x 51 
où o<é <1. 
Considérons maintenant les équations intégrales 
(36) Up = 2 Sp (Vos Vis + . . Un—1) + gp (2). 


\ 


En cherchant à satisfaire à ces équations par des séries 


oo 
9p = > wp» (x) 2” 


v=0 


on obtient les relations récurrentes 
Ap wad (2) Sal ops teins: ce ne), 


d’où l’on conclut, au moyen des inégalités (33) et (35) 


LES 
am 





Ip (x) < 


Les équations (36) sont done résolubles pour lel «z par des fonctions v, qui 
5 


sont plus petites en valeur absolue que 


ke; I 


2— 812] 2m’ 


En particulier nous obtenons (pour z — r) une solution du systeme (31) et par 
conséquent une solution de l'équation différentielle (27), qui tend vers zéro 


I . 
comme — au moins. 
am 
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De là on conclut aisément qu'à chaque réduite (d'ordre m) des séries 
asymptotiques 
(37) eu = le (a) + uem + oum + | 
correspond une solution de l'équation différentielle qui se comporte asymptoti- 
quement comme cette réduite. Cependant il n’est pas démontré par là qu'il 
existe une solution de (8) qui soit représentée asymptotiquement par (37) quel que 
soit l'ordre m de cette réduite. Pour démontrer qu'il en est ainsi nous avons 
besoin du lemme suivant. 
Soient c,(x),c,(x),...c,(v) des fonctions continues périodiques de période 
T, et 0,,0,,...0, des nombres réels qui soient non congrus entre eux (module 1). 
Alors la fonction 
22i, 
(41) Bia) De («Je T * 
y=1 
ne peut pas tendre vers zéro pour x— co à moins que toutes les fonctions c, (x) 
soient nulles. Multiplions la relation (41) par 


(cn (x) désigne la quantité conjuguée de c,(x)) et intégrons de o à /. On obtient 
ainsi 
2 2 20ioyr T 253i ) 
= p jt = (Oy — 0. L—— 7 
7 | escas | | (e 1 F (x)dx— Y ıle Tute C2 (25)r6y (Q0). 
( 0 


VPN 


Parce qu'on peut approcher de c,(x)c,.(x) uniformément par des sommes de la 
forme 


N Ie 
m 
> Age 
g=—N 
et parce qu'on a 
8 N: op)z N zu 
SR 0 
lim 7 | e7 et DEN RAT et sae 
I=œ b | ce 
6 q=—N 
N Quai 
=lim 3 > — uda d; E T Ur Ko) our J =o (v#p) 
lam I 2701 (Qy — Op + q) 
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on voit que 


os 
lim B E Le Cp (x) c, (x) dx =o. (» # p) 
0 
Si 
lim F(x) — 0 


on à aussi 


et par conséquent 


M 


lim = | Len) Paz — 0 


v 
0 


ce qui entraîne, en vertu de la périodicité de c; (x), 


CPC) 0: 
Désignons par 
ET Cy 1 (x) 
zy T ) i Se wat 


la série asymptotique qui correspond à l’exposant caractéristique «,. Considérons 
un systeme de solutions u, (x), w,(x), ... u, (x) de l'équation différentielle qui se 
comportent asymptotiquement comme 


On démontre facilement au moyen du lemme que nous venons d'établir que ces 
solutions sont linéairement indépendantes. Soit m un nombre entier positif 
queleonque. D'aprés ce qui précéde on peut trouver une solution V (x) de (x) 
qui se comporte asymptotiquement comme 


EL gay t [esto + Cn (2) 4t v2 (x) JL cod pez : 
x^v x x“ am 


u, (x), u,(x),...u, (v) étant un système fondamental il existe des constantes C,, 
C,,... C, telles que 
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V (x) = C, wu, (x) + Cu, (x) 4---- + C, un (x) 


ce qu'on peut écrire encore 


V (x) = > Cp Up (x) + > Cp Up (x). 


R [ap — ay] > 0 R [ap — %] «0 


Au moyen du lemme ci-dessus on trouve facilement que la somme 


> Cp Up (x) 


R [tp — ay] 20 
se réduit à w,(x). Comme 


ee > C, up 
R [ay — ay] «0 


: A . I : 
tend vers zéro plus vite que toute puissance de Qn voit que 


mam [er Uy (x) ee — [eo (a) + uu TEE a= | en 


T= an 
quel que soit m. Donc w,(x) admet bien le développement asymptotique 


em]. 


am 


I 
a ey? e (x) Ar 


Nous résumons le résultat obtenu comme il suit. Sort 


dr dr-1 
(42) mt Pile oae + Palau —o 
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une équation différentielle dont les coefficients admeltent des développements asymp- 


totiques 


wv s (x) 
Po TT. 
v=0 


où ax, (x) sont des fonctions continues périodiques de période T. Appelons a,, c, .. 


les exposants caractéristiques de l'équation à coefficients périodiques 


d'u dr—1u 
am rat +an0(2)u=o 


On 
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zb : 2 wi 
et supposons que ces quantités soient non congrues entre elles (module Mm] Alors 
il existe un système fondamental wu, (x), u,(x),...un(x) de solutions de (42) qui ad- 


mettent des développements asymptotiques de la forme 


À V Cy (a) 
un Seale), 


p=0 
où Cyp(x) sont des fonctions périodiques de x de période T. 


Finissons cet article par la démonstration d'un théoréme sur les séries de 
la forme 


ac 


(43) oa), 


n=0 


où m (x) est une fonction continue périodique de x de période T. On constate 
immédiatement que si cette série est convergente pour toutes les valeurs réelles 
de x, elle est aussi toujours absolument convergente dans le domaine réel. En 
considérant l'exemple 
sin N NE 

13:05 

on voit qu'une méme fonction peut admettre des développements différents de 
la forme (43). Désignons par M, la borne supérieure de |[p,(x)|. Pour la série 

mina 


À — — + SS es 
EME 


X M,z" est une fonction entière de z d'ordre apparent 1. Si, par contre, on 
suppose que X M,z" soit d'ordre pg < 1 on trouve que le développement d'une 
fonetion en série de la forme (43) est unique comme le montre le théoréme suivant. 

Supposons 7 — 2 (ce qui ne restreint pas la généralité du résultat). Soit 


(44) f(x) = I qu (x) a" 


une série toujours convergente pour les valeurs réelles de x, les g,(x) étant des 
fonctions périodiques de + de période 2x. Désignons par M, la borne supérieure 
de |p (x)| et supposons que 


(45) > Ma 
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soit une fonction entière de z d'ordre o « r. Alors la fonction f(x) ne peut-être 
identiquement nulle que si toutes les fonctions q,(x) sont nulles. 
Pour la démonstration nous considérons la fonction de À 


TUNE ERUIT x) da 


D 


qui est régulière pour R[A]>o. On a dans ce domaine 


En développant q,(x) en série de Fourier on obtient 


Pn (x ) © Y Ze RE 


p-—o 


et il est aisé de voir que [pour A [A] > 0] 


^ ^ 2 n 
u p=—o» d p=—» 


Demontrons maintenant que la serie double 


' dm 
(45 ) Y Y 4 n,p C= ip)r+ 


n=0 p=—» 


est absolument et uniformément convergente par rapport à À dans l’intérieur de 
chaque domaine fini D qui ne contient pas les points ip(p=0, +1, +2,...). 
On a en effet 


2x 








(46) PE 2 [me einn dar] < Ma 
; 
V N I 27 br 
(47) Zul _ ij cle [da < M,. 
p2—o 


Au moyen de l'inégalité (47) on trouve facilement que 


i 
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> dor 
1— 1 
p=—» p 


est absolument et uniformément convergente dans D. Il existe évidemment une 
constante K indépendante de p et n telle que pour 4 dans D 





4 — 4 > 
a BJ 
De là on conclut que la série 
S EL 
= = (4 — ip} 
admet la serie majorante 
Eo co Mn & n n 
$ 3 en < À pes Ze) 


qui est convergente en vertu de notre hypothèse sur 3 M,z". Il s'ensuit que 
i (A) est une fonction uniforme dans tout le plan, qui ne peut avoir d'autres 
points singuliers que les points ip (p — un nombre entier positif ou négatif ou 
nul) On voit aussi facilement que la partie principale de ¥ (2) par rapport au 
point singulier p? est égale à 





y E Anp : 
(PE 


n=0 


Si l’on a 
on à aussi 


Done 
NO 15 25 5 ad 
Arno , , 
p—o, tr, +2,.-. 
et par conséquent 
Oe) OM — "One eerie) 
eq sid. 
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merical approximations to the solution of different. equat. Solut. in series. Method 
of Frobenius. Existence theorems of Picard, Cauchy a. Frobenius. Ordinary Diff. 
equat. with three variables a. the correspond. curves a. surfaces. Partial diff. equa- 
tions of the first order. Particular methods. Partial diff. equat. of the first order. 
General methods. Part. diff. equat. of the second a. higher orders. Appendix A—D. 
Answers to the examples. 


Albert Blanchard. 
Paris. 

Born, Max, La constitution de la matière. Trad. par H. BerLLexor. (Collec- 
tion de monographies scientif. étrangères publ. sous la direction de M. G. 
Juvet. 2.) — 84 pp. 8. 1922. Fr. 6:— 

L’atome. De l’éther mécanique à la matière électr. Le passage de la chimie à 
la physique. 


Pitter, JULES, Traité de géométrie descriptive. Ligne droite et plan, polyédres, 
surfaces. — VIII + 270 pp. fol. 1921. Fr. 32:— 

1. Ligne droite et plan: Généralités. Détermination du point et de la droite. 
Déplacements. Représentation du plan. Changements de plans combinés avec les rota- 
tions.  Rabattements. Positions relat. des plans et des droites. Représentation des 
courbes. Circonférence de cercle. Intersections. Les trois corps ronds. Sphère, cône, 
cylindre. Problèmes sur les angles. Probl. sur les distances. Polyèdres. Polyèdres 


réguliers. 
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2. Surfaces courbes: Généralités sur les courbes et sur les surfaces. Plans 
tangents aux cônes et aux cylindres. Intersection des cônes, des cylindres, des pyram. 
et des prismes. Sect. planes et dével. des cónes, des cylindres, des pyram. et des 
prismes. Cone et cylindre de révol. Sphère. Surf. de révol. Plans tangents. Inter- 
sections. Hyperboloide de révol. à une nappe. 

3. Surfaces réglées et surfaces hélicoïdales: Généralités sur les surf. réglées. 
Paraboloide et hyperboloide réglés. Raccordement des surf. gauches. Hélice, cylindr. 
et surf. hélicoidales réglées. Surf. hélicoïd. non régl. Surf. développables. 

4. Complément: Projections par plans cotés. Gnomonique. Méthode des projec- 
tions obliques. Théorie des surf. (Eléments de géométr. infinitésimale.) Courbure des 
surf. Complém. de la théorie des ombres. 


PILLET, J. J., Traité de perspective linéaire précédé du tracé des ombres usuelles 
(rayon à 45 degrés) et du rendu dans le dessin d'architecture et dans le 
dessin de machines. 3° éd. (nouveau tirage). — 280 pp. fol. 1921. Fr. 32: — 

1. Les ombres usuelles: Généralités. Ombres portées sur les plans de front. 
Ombres pour des surfaces de révolution, en saillie. Ombres pour les surfaces d. révol. 
en creux. Applications. 2. Le rendu: Généralités. Les trois sphères types et les 
lignes d'égales teintes. Rendu des surfaces géométr. Rendu d'architecture. Rendu de 
machines. 3. Perspective: Généralités. Perspective du géométral; méthodes de per- 
spective gén. Perspect. directe sans les points princip. Premières applications. Per- 
spect. directe exigeant les points princip. Perspect. des cercles horizontaux. Perspect. 
des élévations. Perspect. directe dans l'espace. Images par réflexion dans les miroirs 
plans. Ombres en perspect.  Restitutions perspect. Dessin d'après nature. Perspect. 
de convention. Appareils perspecteurs.  Perspect. théàtrale. 


Weyr, H., Temps, espace, matière. Leçons sur la théorie de la relativité géné- 
rale. Trad. sur la 4° éd. allemande. — VIII + 290 pp. 8. 1922. Fr. 20: —. 
1. L'espace euclidien; son expression mathém. et son rôle en physique. Géo- 
métrie à m-dimensions. Les bases de la géométrie métr. 2. Le continuum metr. 
Coup d'eil sur la géométrie non euclidienne. L'espace métr. Considérations tirées 
de la théorie des groupes pour éclairer la notion de métrique de l'espace. 3.  Rela- 
tivité de l'espace et du temps. Le principe de relativité de Galilée. Théorème de 
relativité de Lorentz. Le principe de relativité d'Einstein. Mécanique de la relativité. 
La théorie de Mie. 4. Théorie gén. de la relativité. La métrique d'univers, cause 
des phénomènes électromagnétiques. (Conséquences du principe d'action le plus simple. 
Les équations fondam. de la mécanique. 


Société Scientifique de Bruxelles. 
Louvain. 
LEFEBVvRE, B., Notes d'Histoire des Mathématiques (Antiquité et Moyen Age). 
— VIII + 154 pp. 8. 1920. 


Les Historiens des Sciences Mathématiques. Les Mathématiques orientales. La 
mathém. grecque. Les Mathém. à Rome. Les math. hindoues, byzantines, arabes. 
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La numération écrite chez les Grecs et chez les Romains, et dans le haut Moyen Age. 
Origine hindoue de nos chiffres. Nos chiffres à travers les ages. Les math. au Moyen 
Age. Le Haut Moyen Age. Les math. en nos contrées aux temps de Pépin le Bref 
et de Charlemagne. Le Moine Gerbert (Silvestre II). Les Sciences exactes chez les 
Belges aprés Charlemagne. Première renaissance des Math. dans l'Europe chrétienne 
aux XII? et XIII? siècles. L'Europe entre en possession des Math. arabes. Les Ara- 
bisants de l'Ecole de Tolède au XII® siècle. 


Cambridge University Press. 
Fetter Lane, London, E. C. 4. 


Baker, H. F., Principles of geometry. Vol.1. Foundations. — xi + 182 pp. 8. 1922. 

Introductory. 1. Abstract geometry. Propositions of incidence. Correspondence 

of the points of two lines. Pappus’ theorem. Introd. of algebr. symbols. 2. Real geometry. 

The propos. of incidence. Introd. of a plane, and of a space. Extension of the real 

geometry by means of postulated elements. A deduction of Pappus' theorem fr. the 

extended real geometry. 3. Abstract geometry, resumed. Related spaces; justification of 

the symbols. Geometr. assumption of imaginary elements; replacement of imaginary 
elements by series of real elements. 


Curris, C. E., Chapters on algebra. (Being the first three chapters of matrices and 
determinoids, vol. 3.) (University of Calcutta. Readership lectures.) — ix 
+ 182 pp. 8. 1920. 
Ch. 20. The irresoluble and irreducible factors of rational integral functions. 21. Re- 
sultants and eliminants of rational integral functions and equations. 22. Symmetric 
functions of the elements of similar sequences. 


Eccrss, J. R., Advanced lecture notes on light. — 141 pp. 8. 1919. 7/6. 


Rainbows, Magnifying power. Chromatic aberration. Spherical aberration. Wave 
theory of light. Interference. Diffraction. Polarisation of light. 


Forsytu, A. R., Lectures introductory to the theory of functions of two complex 
variables. Delivered to the University of Calcutta during January and 
February 1913. — XVI + 281 pp. 1914. 10/—. 

Geometr. representation of the variables. Lineo-linear transformations; invariants 
and covariants. Uniform analytic functions. Uniform functions in restricted domains. 
Functions without essential singularities in the finite part of the field of variation. Inte- 
grals; in particular, double integrals. Level places of two simultaneous functions. Uniform 
periodic functions. 


JEANS, J. A., The mathematical theory of electricity and magnetism. 4" ed. — VI 
+ 627 pp. 4. 1920. 24 s. cloth. 

Electrostatics and current electricity. Physical principals. Electrostatic field ot 

force. Conductors and condensers. Systems of conductors. Dielectrics and inductive 


Bibliographie. 


-1 


capacity. State of the medium in the electrostatic field. General analytic theorems. 
Methods for the solution of spec. problems. Steady currents in linear conductors. Steady 
currents in contin. media. — Permanent magnetism. Induced magn. The magn. field 
produced by electr. currents. Induct. of currents in continuous media. Dynamical theory 
of currents. Displacement currents and electromagn. waves. Electromagn. theory of 
light. Motion of electrons. Theory of relativity. 


Macmauon, P. A., New Mathematical Pastimes. — 116 + X pp. 8. 1921. 12s. net. 


Pastimes based upon simple geometricalforms. Equilateral Triangel pastimes. Square 
pastimes. Right-angled triangle pastimes. A cube pastime. Regular Hexagon pastimes, 
Part II. Transformation of part I. Part III. The design of repeating patterns for 
decorative work. 


Macmanon, P. A., An introduction to combinatory analysis. — VIII + 71 pp. 8. 
1920. 57.8576! d. 
Elementary theory of symmetric functions. Opening of the theory of distributions. 
Distrib. into different boxes. Distrib. when subjects a. boxes are equal in number. 
Distrib. of given specification. The most general case of dustribution. 


NEVILLE, Eric HAROLD, Multilinear functions of direction and their use in differential 
geometry. — VIII--80 pp. 8. 1921. 8s. 6d. 
Linear and multilinear functions. Fundamental notions in the kinematical geometry 
of surfaces and families of surfaces. Surfaces and multilinear functions associated with 
a function of position in space. The bilinear curvature of a surface. The bilinear rate 
of change of a function of position. The Codazzi function. The trilinear rate of change 
of a function of position. Functions of direction on a surface. 


RICHARDSON, Lewis, F., Weather prediction by numerical process. — XII +236 pp. 
4. 1922. 30/ net. 

Summary. Introductory example. Choice of coordinate differences. Fundamental 
equations. Finding the vertical velocity. Special treatment for the stratosphere. Arrange- 
ment of points and instants. Review of operations in sequence. Au example worked on 
computing forms.  Smoothing the initial data. Some remaining problems. Units and 
notation. 


Ross, ALFRED A., The Absolute Relation of Times and Space. — VIII + 80 pp. 
8. 1921. 5 sh. net. 
Preliminary considerations. Conical order. Normality of general lines having a 
common element. Theory of congruence. Introduction of coordinates. Interpretation of 
results. Appendix. 


WmurTEHEAD, A. N., An enquiry concerning the principles of Natural Knowledge. 
— XII +200 pp. 8. 1919. 14s. net. 

I. The traditions of Science. Meaning. Foundations of dynamical physics. Scientific 

relativity. Congruence. II. Data ofScience. Natural elements. Events. Objects. III. Method 
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of Extensive Abstraction. Principles of the method of extens. abstr. Durations, moments 
and time-systems. Finite abstractive elements. Points a. straight lines. Normality a. 
congruence. Motion. IV. Theory of Objects. Location of obj. Material obj. Causal 
component. Figures. Rhythms. 


Carnegie Institution of Washington. 
Washington. 


DicksoN, LEONARD EUGENE, History of the theory of numbers, Vol. II. Diophantine 
analysis. (Carnegie Institution of Washington, publication No 256, Vol. IL.) — 
XXV + 803pp. 4. 1920. 

Polygonal, pyramidal and figurate numbers. Linear Diophantine equations and 
congruences. Partitions. Rational right triangles. Triangles, quadrilaterals and tetrahedra. 
Sum of two squares. Sum of three, four and of » squares. Number of solutions of 
quadratic congruences in n unknowns.  Liouville's series of eighteen articles. Pell 
equation. Further single equations of the second degree. Squares in arithmetical or 
geometrical progression. Two or more linear functions made squares. Two quadratic 
functions of one or two unknowns made squares. Systems of two equations of degree two. 
Three or more quadratic functions of one or two unknowns made squares. Systemes of 
three or more equations of degree two in three or more unknowns. Quadratic form made 
an xt power. Equations of degree three. Equations of degree four. Equat. of degree 
n, Sets of integers with equal sums of like powers. Waring's problem and related results. 
Fermat's last theorem ax” + by’ — ez! and the congruence z^ + y? = z^ (mod p). 


Bruno Cassirer. 
Berlin W. 35. 


CASSIRER, ERNST, Zur Einstein’schen Relativitätstheorie. Erkenntnistheoretische 
Betrachtungen. — 134pp. $8. 1921. M. 18:—. 

Massbegriffe u. Dingbegriffe. Empirische u. begriffliche Grundlagen d. Relativitüts- 
theorie. Philosophischer Wahrheitsbegriff u. Relativitätstheorie. Materie, Ather, Raum. 
Raum- u. Zeitbegiff des kritischen Idealismus u. Relativitätstheorie. Euklidische u. Nicht- 
Euklid. Geometrie. Relativitätstheorie u. Problem der Realität. 


Chapman & Hall, Ltd. 
London. 


WHITE, CHARLES J., The Elements of theoretical a. descriptive Astronomy. For 
the use of Colleges and Academies. 8 ed. revised by PauL P. BLACKBURN. 

— XI4-309 pp. 8. 1920. 
General Phenomena of the Heavens. Definitions. Celestial Sphere. Astronomical 
instruments. Errors, Refraction. Parallax. Dip of the Horizon. The Earth, its size, 
form a. rotation. Latitude a. longitude. The Sun. The Earth's orbit. ‘The seasons. 
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Twilight. The zodical Light. Sidereal a. solar time. Equation of time. The calendar. 
Universal Gravitation. Pertubations in the earth's orbit. Abberation. The Moon Lunar 
a. Solar Eclipses. Occultations. The tides. The Planets a. the Planetoids. The Nebular 
Hypothesis. Comets a. Meteoric Bodies. The fixed stars. Nebulae. Motion of the solar 
system. Real motions of the stars. Appendix. 


WILLIAMS, KENNETH P., The Dynamics of the Airplane. (Mathematical Monographs 
No 21.) — VIII + 138 pp. 8. 1921. 2.50 net. 


The plane and cambered surface. Straight Horizontal flight. Descent a. ascent. 
Circular flight. Propeller. Performance, ceiling, radius of action. Stability a. con- 
trollability. Appendix. 


H. A. Ludwig Degener. 
Leipzig. 

Mewes, Ruporr, Theorie und Praxis der Grossgasindustrie. Bd 1: Hälfte 1. Ge- 
schichtliche Entwicklung der Prinzipien der Mechanik und Physik. Grund- 
gesetze der Thermodynamik. Neue unveränd. Ausg. — XX +403 pp.. 8. 
1910. M. 75: 95. 


Abschnitt 1. Geschichtl. Entwickl. d. Prinzipien d. Mechanik u. Physik. Finl. 
Kopernikus. Kepler. Galilei. Torricelli. Boyle u. Mariotte. Vorbem. üb. Descartes. Huyg- 
hens. Newton. Entwickl. d. theoret. Mechanik u. Physik. Grundlegung d. mod. Ther- 
modynamik durch Mayer. 

Abschnitt 2. Grundgesetze d. Thermodynamik (Zustandsünderungen). Vorbem. 
Zustandsünd. f. Druck u. Volumen bei isotherm. Kompression. Ableitung d. ex- 
ponentiellen Bezieh. zwischen Spannung u. Zwischenvolumen aus d. Gleichung f. d. 
isotherm. Kompressionsarbeit. Zustandsänd. f. Wärme u. Druck bzw. Zwischenvolumen 
u. adiabat. Kompression u. Expansion. Übereinstimmung d. Zwischenvolumengesetzes mit 
d. quadrat. Wirkungsgesetzen d. Atherstrahlen u. d. Massenanziehung. Ergebnis d. 
Untersuchungen üb. d. Zustandsgleich. d. Gase u. Anwendung derselben auf Gemische. 
Zustandsünd. d. Dämpfe u. technisch u. wissenschaftl. wichtiger Flüssigkeiten (Wasser, 
Quecksilber, Petroläther, Pentan usw.). Dampfspannungs- u. Siedegesetz. Abhängigkeit 
d. Zähigkeit d. Gase u. Dämpfe v. d. Temperatur. Abhängigk. d. Zähigk. d. Flüssigkeiten 
v. d. Temperatur. Abhängigk. d. Kapillaritätskonstanten v. d. Temperatur. Spezif. 
Wärme.  Entropie d. Wasserdampfes. Entropie d. Kaltdämpfe. Änderungen d. 
Elastizitát mit d. Temperatur. Fortpflanzung d. Wärme. Wärmestrahlung. Fortpflanzung 
d. Wärme durch Leitung. Strómende Bewegung v. Flüssigkeiten, Dämpfen u. Gasen unter 
Berücksichtigung d. Reibung. Elementare Ableitung d. Gesetze d. stróm. Bewegung 
d. tropfbaren u. elast. Flüssigkeiten aus d. Stromlinienprinzip (Stromfadentheorie). 


Librairie Delagrave. 
Paris. 
Bovassz, H., Pendule spiral diaposon. (Bibliothèque scientif. de l'ingénieur et du 
physicien). T. 1. — XXVI 4 474 pp. 8. 1920. T. 2. — XXII 4- 515 pp. 8. 1920. 


. Acta mathematica. 43. Imprimé le 27 septembre 1922. 2 
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T. 1. Préface: Du professeur idéal. Attraction proportionnelle à la distance. Pendule 
circulaire. Modes de suspension du pendule circulaire. Mesure de g. Généralité des 
phénomènes oscillatoires. Ressorts. Compensation des pendules et des balanciers pour 
la température. Amortissement et entretien des mouvements oscillatoires. Vibrations 
forcées (impulsions continues). Vibrations forcées (impulsions discontinues). Moteurs 
d'horlogerie. Rouages. 

T. 2. Préface: Des savants. Échappements d'horloges. Échappements pour spiral 
réglant. Mécanismes divers. Marche des chronomètres. Réglage des chronomètres. 
Distribution de l'heure. Distribution de l'heure par télélegraphie sans fil. Pendule 
conique. Applications. Régulateurs. Diapasons, lames flexibles. Composition des vibrations 
et application. Mesure de très petits intervalles de temps. Systèmes à deux libertés. 
Systèmes à plusieurs libertés. Table des intégrales elliptiques compl. Conversion des 
lignes et douzièmes de ligne en millimètres... 


Gaston Doin. 
Paris. 
Du Pasquier, Louis-Gusrave, Le principe de la relativité et les théories d’Einstein. 
— XIII + 511pp. 8. 1922. 18 fr: 


P. 1. La doctrine de la relativité restreinte. P. 2. La théorie de la relativité générale. 


WirorrE, H., Lois mathématique de la résistance des fluides. — Théorie de l’hélice. 
(Encyclopédie Scientifique.) — XI + 302 + XII pp. 8. 1921. 12 fr. 

I. Exposé des principales lois expérimentales concernant la résistance des fluides. 
Définit. de la résistance des fluides. Indication de sa mesure approximative dans le cas 
d'une surface plane animée d'un mouvement de translation normale à sou plan. Exposé 
des princ. méthodes expérim. employées pour reconnaitre les lois de rés. des fluides. 
Etude expér. de la résist. éprouvée par un solide dont le déplacement rel. au fluide qui 
lenveloppe est normal au maitre-couple de ce solide. Etude expér. des resist. obliques 
par rapport aux surfaces pressées. Exposé des recherches expér. sur l'hélice. II. Théorie 
de la résistance des fluides incompressibles. Format. des équations différent. employées. 
Méthode générale de déterm. des formes de solides à employer. Déterm. des solides 
limités par une surface de révolut, autour d'un axe parallèle à la vitesse de route. Etude 
du cas où le solide peut etre limité du coté de son avant. Exist. du point de calme. 
Déterm. des pressions et de la résist. éprouvés par le solide en vitesse de route. Examen 
de div. particul. concern. les faits de résist. ci-dessus étudiés. Etude de la résist. dans 
le cas de mouvements des particules liquides s'effectuant dans des plans parallèles 
entre eux. Valeur de la pression au point de calme. Applicat. au calcul de la résistance 
sur la face avant des plaques en mouvement de translation normal à leur plan. 
III. Théorie de l'hélice en movement dans un fluide incompressible. Exposé de la théorie 
de Vhélice dans le cas général. Applicat. de la théor. qui précède à la détermin. des 
formes des l'hélices dans les cas de la pratique. Comparaison avec les disposit. usitées. 
Etude de la pression sur la face active des ailes des hélices. Règles pour l'établ. d'une 
bonne hélice. IV. Extension des théories précéd. au cas des fluides compressibles. 
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J. Eisenstein & Cie. 
Wien IX/3. 

Haun, H. & Wirtrncer, W., Monatshefte für Mathematik und Physik. Mit 
Unterstützung des Üsterr. Bundesministeriums für Inneres und Unterricht. 
XXXI Band. — 236 pp. 8. 1921. 

MÜLLER, E., Relative Minimalflachen. Sarkowskı, E., Konvexe Äquitangentialkurven. 
ZiNDLER, Konrap, Über konvexe Gebilde. Wirtincer, W., Bemerkung zur Partialbruchs- 
zerlegung. Hetuy, Epvanp, Über Systeme linearer Gleichungen mit unendlich vielen Un- 
bekannten. Lense, Joser, Über eine kanonische Form der quadratischen Differential- 
ausdrücke. Zizser, E., Versuch einer neuen Grundlegung der statistischen Mechanik. 
Parw, F. W., Über die Umrissbestimmung von allgemeinen Schraub- und Drehflächen in 
zentral- und parallelperspektiven Darstellungen. Vicroris, LEororp, Stetige Mengen. 


Wilhelm Engelmann. 
Leipzig. 

KOWALEWSKI, GERHARD, Die klassischen Probleme der Analysis des Unendlichen. 
Ein Lehr- und Übungsbuch für Studierende zur Einführung in die Infinitesimal- 
rechnung. 2e Aufl. — VIII--342 pp. 8. 1921. M. 70:— geh., 95: — geb. 

Grenzwerte und Reihen. Differentialrechnung. Funktionen von mehreren Verànder- 
lichen.  Integralrechnung. Integration unendlicher Reihen.  Uneigentliche Integrale. 
Doppelintegrale. 


KOWALEWSKI, GERHARD, Mathematica delectans. Ausgewählte Kapitel aus der 
Mathematik der Spiele in gemeinverständlicher Darstellung. Heft I: Boss-Puzzle 
und verwandte Spiele. — 72 pp. 8. 1921. M. 12:— geh. 

Das gewóhnliche Boss-Puzzle oder Fünfzehnerspiel. Boss-Puzzle auf einem beliebigen 
Polygonnetz. Boss-Puzzle auf erweiterten Polygonnetzen. 


Fellner u. Zausner. 
Korneuburg a./D. Wien. 


Kzein, LkoPOLD, Streifzüge in das Gebiet der Mathematik und Geometrie. Ein 
Hilfsbueh für Lehrer u. Schüler Fachverwandter Lehranstalten zur Belebung 
des Studiums und zur Benützung beim Selbstunterrichte gesammelt. Heft I: 
Zur Kreislehre über das sogenannte Vivianische Fenster. — 43 pp. 8. 1915. 
K. 3:—. Heft II: Über eine Verallgemeinerung des Feuerbachschen Krei- 
ses. — 32 pp. 8. 1915. K. 3:—. Heft III: Über die Trisektion des Win- 
kels (Anhang über das sog. Delische Problem.) — 78 pp. 8. 1915. K. 4:50. 
Heft IV: Über den Feuerbachschen Satz, das Apollonische Problem und 
Aufgaben aus Theorie u. Praxis. — 96 pp. 8. 1920. K. 9:— 
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Elementarer Nachweis des Feuerbachschen Satzes. Eine Aufgabe des Detailtras- 
sierens. Eine Aufg. d. darstellenden Geometrie. Krümmungskreis-Korblinie. Ein pla- 
nimetrischer »Aufsitzer». Das Apollonische Berührungsproblem. Stereometrische Erwei- 
terung. Magische Zahlenquadrate. Zur Dreiecksgeometrie. Uber Paare einander 
berührender Kreise. Das Malfatti-Steinersche Kleeblattproblem. Pappusche Kreisreihen. 
Allgemeines über Dreiecksprobleme, Aufgaben. Nachtrag. 


Heft V: Steilmessfaulenzer, Nachtrüge über die Zahl z und Ausgleichs- 
rechnung. — 126 pp. 8. 1917. K. 15:—. 

Zur Vermessungskunde. Nachträge zu den vier ersten Heften. Zwei Nachträge z. 
Apollonischen Problem. Über die Ludolphische Zahl. Zur Ausgleichsrechnung. 


J. W. Fergusson & Sons. 
Richmond, Va., U. S. A. 


Wirris, Epwarp J., The mathematics of navigation. — 34 pp. 8. 1921. 2:— 


Preface. Right ascension. Latitude. Longitude. Latitude again. The applicat. 
of differential caleulus. The author's method. Conclusion. 


Frisch & Co. 
Wien—Leipzig— Bern. 
Newest, TH. (Hans Goldzier), Gegen Einstein: Die Erfahrung im Weltall. Einige 


Weltprobleme. Allgemeinverständliche Abhandlungen. 2. Aufl. — 95 pp. 
8. 1921. M. 10:—. 


Gauthier-Villars & Cie. 
Paris. 


Annuaire pour l'an 1920, publié par le bureau des longitudes. Avec des Notices 
scientifiques. — VIII — 708 — A 27 — B 64 — C 70. 1920. 


1. Calendrier pour l'année 1920. Prédictions. Étude des divers calendriers. 
2. Terre. 3. Astronomie. 4. Poids et mesures, monnaies. 5. Données phys. et chim. 
Supplément pour 1921. Notices: La prévision de la houle, par M. J. Renaup. Les 
nouv. unités légales de mesures industr. par M. Ch. LarrEwawp. 


Annuaire pour l'an 1921, publié par le bureau des longitudes. Avec des Notices 
scientifiques. — VII — 710 — A 42 — B 17 — C 69 — 80. 1921. 
1. Calendrier pour l'année 1921. Prédictions. Étude des divers calendriers. 
2. Terre. 3. Astronomie. 4. Poids et mesures. 5. Statistiques géograph. et démograph., 
Tables de survie, d'intérêt et d’amortissement. Supplément pour 1922. Notices: Les 
mouvements propres et les vitesses radiales des étoiles, par M. G. Bicourpay. Le 
Général Bassot par le Général Bourseois. 
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BoussinesQ, J., Théorie Analytique de la Chaleur mise en harmonie avec la 
thermodynamique et avec la théorie mécanique de la lumiére. Tome I. 
Problèmes généraux. (Cours de physique matématique de la faculté des 
Sciences.) — XXVII + 333 pp. 8. 1901. Fr. 10: — et 100 % majorat. temp. 


Introduction. — I. Objet de la théorie analytique de la chaleur; nécessité de 
l’édifier sur ce fait, que la chaleur est de l'énergie et non de la matière. — II. Applica- 
tion du principe de l'énergie à un solide qui s'échauffe ou se refroidit: définition 
dynamique des chaleurs sensible, potentielle, totale et des flux de chaleur. — III. De 
le chaleur, considérée d'abord à l’état de mouvement ondulatoire bien continu, dans 
l’ether des espaces interplanétaires. — IV. Propagation des ondulations calorifiques, à 
l’intérieur des corps diathermanes. — V. De l'agitation calorifique, telle qu'elle nait, 
dans les corps athermanes, de l’accourcissement et du ralentissement presque infinis des 
ondes de l'éther. — VI. Degré de l'agitation calorifique, évalué par les dilatations qu'elle 
produit. Notion de température. — VII. Etude des flux de chaleur; réduction de ces 
flux, pour tous les éléments plans d'une particule, à un courant unique traversant la 
particule. — VIII. Les flux de chaleur, fonctions de la rapidité des chutes de tempéra- 
ture entre points voisins et de la contexture. — IX. Potentiel des flux dans une parti- 
cule symétrique, et construction des courants de chaleur dans une particule quelconque. 
— X. Autres constructions relatives à la conductibilité, et applications aux barres, aux 
plaques, aux corps cristallisés. — XI. Equations régissant les variations qu'éprouve, 
d'un instant à l'autre, la température aux divers points d'un corps ou d'un système de 
corps. — XII. Détermination complète des températures successives par les équations 
ou conditions précédentes; cas simples du refroidissement et des températures station- 
naires; propriétés de l'ellipsoide principal dans un milieu homogène. — XIII. Réduction 
du probléme général de l'échauffement aux deux questions du refroidissement simple et 
des températures stationnaires; cas particulier d'un échauffement périodique. — XIV. 
Application de la théorie précédente au sol terrestre. — XV. Probléme général du 
refroidissement; étude du cas où il y a un potentiel des flux de chaleur. — XVI. Suite: 
méthode d'élimination de Fourier; état pénultième du refroidissement. — XVII. Appli- 
cation à l'armille: températures stationnaires et refroidissement de ce corps. — XVIII. 
Refroidissements comparés de la sphère et du cube. — XIX. Etude plus complète de 
la sphère; probléme du refroidissement du cylindre circulaire. — XX. Aperçus sur le 
probléme du refroidissement des corps à contexture non symétrique; applications et 
analogies diverses. 


Boussınesg, J., Cours de Physique Mathématique de la Faculté des Sciences. 
Tome III. Compléments aux théories de la Chaleur, de la Lumière, etc. 
Aperçus de philosophie naturelle. — XLVIII + 417 pp. 8. 1921. 


Complément à la théorie de la Chaleur et de la Lumiére. Relative à d'autres 
branches du cours que les théories de la Chaleur et de la Lum. Reflex et recherches 
sur les bases et la phil. de la mécanique. Probléme mécanique de l'organisme animé 
et de pouvoirs directeurs (vie et volonté). Sur la loi de simplicité, comme indispensable 
principe directeur de l'esprit dans l’edification des sciences. 
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Haag, J., Cours complet de Mathematiques spéciales. Tome II. Géométrie. 
— VII +662 pp. 4 1921. 65 fr. 


I. Homogénéité. Construction des expressions algébriques. — II. Grandeurs 
orientées. Projections. — III. Coordonnées. — IV. Lignes et surfaces. — V. Lieux 
géométriques. — VI. La droite en géométrie plane: Représentation analytique de la 
ligne droite; Problèmes divers. — VII. Le plan et la droite dans l'espace. — VIII. 
Théorie des vecteurs: Vecteurs libres; Vecteurs glissants; Systèmes de vecteurs. — 
IX. Rapport anharmonique. Homographie; Involution; Applications. — X. Coordonnées 
trilinéaires et tétraédriques. — XI. Le Cercle. — XII. La Sphère. — XIII. Tangentes 
et plans tangents. — XIV. Etude d'une courbe au voisinage d'un de ses points. — 
XV. Asymptotes. — XVI. Constructions des courbes planes. — XVII. Etudes des courbes 
planes en coordonnées polaires. — XVIII. Courbes et surfaces unicursales. — XIX. 
Théorie des enveloppes: Enveloppes de courbes dans le plan; Enveloppes de surfaces; 
Enveloppes de courbes dans l'espace. — XX. Coordonnées tangentielles: Coordonnées 
tangentielles dans le plan; Coordonnées tangentielles dans l'espace. — XXI. Courbure 
des courbes planes. — XXII. Courbure des courbes gauches. — XXIII. Courbure des 
lignes tracées sur une surface. — XXIV. Problèmes de Géométrie qui conduisent à des 
équations différentielles. — XXV. Surface de révolution; hélicoides. — XXVI. Surfaces 
réglées, développables; cónes et cylindres. — XXVII. Notions sur les systemes de droites. 
— XXVIII. Transformations. 

Livre II: XXIX. Propriétés projectives des courbes et surfaces du second degré. — 
XXX. Classification des courbes et surfaces du second degré; points à l'infini, centres, diamè- 


tres, plaus diamétraux. — XXXI. Directions principales; équations réduites en coordon- 
nées rectangulaires. — XXXII. Intersection des coniques et quadriques. — XXXIII. 
Détermination des coniques et quadriques; équations générales; faisceaux et réseaux. — 
XXXIV. Foyers. — XXXV. Etude des coniques sur leurs équations réduites: Conique 
à centre; Parabole. — XXXVI. Etude des quadriques sur leurs équations réduites; 
Quadriques à centre unique; Paraboloides. — XXXVII. Les coniques considérées comme 
courbes unicursales; rapport anharmonique, homographie. — XXXVIII. Courbes et 
surfaces du troisième et du quatrième degré. — XXXIX. Courbes cycloidales. — XL. 


Courbes et surfaces diverses. 


Index generalis. Annuaire général des universités, grandes écoles, académies, 
archives, bibliothéques, instituts scientifiques, jardins botaniques et zoolo- 
giques, musées, observatoires, sociétés savantes publ. sous la direction de 
R. de Monressus DE BALLoRE. Ouvrage honoré d'une souscription du 
Ministère de l’instruction publique. Années 1920—21. — 1845 pp. 8. 1921. 
60 fr. 


Mater, HENRI, Étude géométrique des transformations birationnelles et des cour- 
bes planes. — 259 pp. 8. 1921. 32 fr. 


Introd. et généralités. Transformations de première grandeur. Transform. simples 
du plan. Étude géométr. des courbes planes. Transform. birationnelles gén. Transform. 
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à base commune. Transform. involutives. (Correspondances simplement rationnelles de 
première grandeur. 


MıcHAUD, FELIX, Rayonnement et gravitation. — VIII+63 pp. 8. 1922. 6 fr. 


P. 1. Optique des corps en mouvement. Position de la question. Quelques préci- 
sions liminaires. La vitesse de la lumière, pour un observateur lié à la source, est 
indépendante de la vitesse de translation de la source. La lumière n'est pas entrainée 
par le milieu quand le milieu est un gaz très raréfié. Le phénomène de Doppler-Fizeau 
et l'effet tourbillonnaire. Transmission de la lumière dans les diff. milieux. 

P. 2. Gravitation et inertie. Attraction newtonienne. Théorie de l’inertie. 
Masse gravitante et masse cinétique. Anomalies de la mécanique newtonienne.  Élec- 
tricité et magnétisme. 


Poirée, J., Précis d'Arithmétique. — V +64 pp. 8. 1921. 7 fr. 50. 
Préface: — I: Numération. Il: Opérations fondamentales. III: Caractères de 
divisibilité par 2, 5, 4, 3 et 9, 11. Preuve par 9. IV: Plus grand commun diviseur. 
Plus petit multiple commun. V: Nombres premiers. VI: Fractions. VII: Proportions. 
: Ave : > a z 1 1 
Problèmes divers. Système métrique. VIII: Racine carrée. Racine carrée à 10° 100 
près, ete. Définition d'un nombre irrationnel. IX: Progressions arithmétiques et géomé- 
triques. Applications. X: Introduction à la théorie des nombres. 


Roy, Louis, Cours de Mécanique rationnelle à l'usage des éléves de l'Institut 
Electrotechnique et de mécanique appliquée et des candidats au certificat 
de mathématiques générales. I. (Cours de l'Institut Electrotechnique et de 
mécanique appliquée de l'Université de Toulouse). VI + 260 pp. 8. 25 fr. 

Préface. — Introduction. — Théorie des vecteurs: 1: Définition; 2. Moment d'un 
vecteur par rapport à un point; 3. Moment d'un vecteur par rapport à son axe; 4. 
Résultante et moment résultant; 5. Projection du moment résultant sur la résultante; 
6. Théorème de Varignon; 7. Variation du moment résultant; 8. Système à résultante 
nulle; 9. Systèmes équivalents; 10. Réduction d'un système de vecteurs; 11. Discussion; 
12. Systèmes particuliers de vecteurs: 1? Vecteurs situés dans un méme plan; 2° Vecteurs 
parallèles; 3? Vecteurs concourants; 13. Réduction géométrique d'un système de vecteurs. 

P. 1. Cinématique du point. I. Vitesse: 14. Préliminaires; 15. Vitesse; 16. Cas 
particuliers; 17. Unités de longueur, de temps et de vitesse; 18. Vitesse dans le mouve- 
ment projeté; 19. Vitesse en coordonnées semi polaires; 20. Moment de la vitesse par 
rapport à un axe, vitesse aréolaire; 21. Mouvement circulaire, vitesse angulaire; 
29. Relation entre la vitesse angulaire et le nombre de tours par unité de temps; 
23. Exercices. — II. Accélération: 24. Accélération; 25. Cas particuliers; 26. Unités 
d'accélération: 27. Accélération dans le mouvement projeté; 28. Composantes de l’accé- 
lération suivant la tangente et la normale principale à la trajectoire; 29. Mouvement 
circulaire: 30. Mouvement vibratoire simple. — III. Problèmes sur les lois du mouve- 
ment: 31. Méthodes graphiques; 22. Détermination analytique du mouvement par l'accé- 
lération; 33. Exemple: Accélération constante en grandeur et en direction. 
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P. 2. Cinématique du corps solide. I. Composition des vitesses et des accélérations. 
34. Mouvement d'un solide, formules générales; 35. Composition des vitesses: 1° Cas 
de deux mouvements; 2? Cas général; 36. Mouvement de translation, translation instan- 
tanée; 37. Mouvement de rotation, rotation instantanée; 38. Composition des accéléra- 
tions; 39. Application au mouvement de la Terre. — II. Composition des rotations et 
des translations: 40. Systéme de rotations; 41. Equivalence au point de vue des vitesses; 
42. Couple de rotations; 43. Composition des rotations et des translations; 44. Mouve- 
ment hélicoidal, cas particuliers; 45. Exercice; 46. Deplacement fini; 47. Mouvement 
élémentaire, centre instantané de rotation; 48. Exercices. 

P. 3. Dynamique du point. I. Equations fondamentales: 49. Trièdres fixes; 
50. Notion de masse; 51. Notion de force; 52. Composition des forces; 53. Action et 
réaction; 54. Corps soumis à des liaisons; 55. Equations différentielles du mouvement 
d'un point; 56. Equations intrinsèques; 57. Equations d'équilibre d'un point; 58. Mouve- 
ment et équilibre relatifs; 59. Cas particuliers: 1° Mouvement de translation; 2° Mouve- 
ment de rotation uniforme: 60. Pesanteur. — II. Théorémes généraux sur le mouvement 
d'un point matériel; 61. Preliminaires, 62. Théoréme de la quantité de mouvement 
projetée; 63. Cas particuliers: 1? La projection de la force sur un axe est nulle; 
2? La force a une direction invariable; 64. Théoréme du moment de la quantité de 
mouvement; 65. Théorème des aires; 66. Travail; 67. Unités de travail; 68. Fonction 
des forces et potentiel; 69. Surfaces de niveau et lignes de forces; 70. Exemples de 
forces dérivant d'un potentiel: 1° Force constante en grandeur et en direction; 2° Force 
centrale fonction de la distance au centre; 3^ Champ magnétique créé par un courant 
électrique rectiligne et indéfini; 71. Théorème des forces vives; 72. Intégrale des forces 
vives; 73. Puissance. — III. Mouvement d'un point matériel libre; 74. Mouvement 
rectiligne: 1? La force ne dépend que du temps; 2° La force ne dépend que de la 
position du mobile; 3° La force ne dépend que de la vitesse du mobile; 75 Exemples: 
1? Attraction proportionnelle à la distance; 2? Attraction en raison inverse du carré 
de la distance; 3? Chute d'un point pesant dans un milieu résistant; 76. Mouvement 
curviligne; 77. Exemples: 1° Mouvement d'un point pesant dans le vide; 2° Attraction 
proportionnelle à la distance; 3^ Repulsion proportionnelle à la distance. — IV. Mouve- 
ment et équilibré d'un point matériel soumis à des liaisons; 78. Frottement de glisse- 
ment; 79. Equilibre d'un point sur une surface; 80. Mouvement sans frottement d'un 
point sur une surface fixe; 81. Mouvement d'un point pesant sur un plan incliné; 
82. Equilibre d'un point sur une courbe; 83. Exemples; 84. Mouvement sans frottement 
d'un point sur une courbe fixe; 85. Cas d'un point pesant; 86. Pendule simple; 87. 
Pendule simple dans un milieu résistant: 88. Exercices. 

P. 4. Dynamique des systèmes. I. Théorémes généraux sur le mouvement des 
systemes de points matériels: 89. Préliminaires; 90. Théoréme des quantités de mouve- 
ment projetées; 91. Recul des armes à feu; 92. Théoréme du mouvement du centre de 
gravité; 93. Théorème des moments des quantités de mouvement, théorème des aires; 
94. Travail des forces, potentiel; 95. Exemples de forces dérivant d'un potentiel: 
1? Système pesant; 2? Forces intérieures fonctions de la distance, systèmes conservatifs ; 
96. Théoréme des forces vives. — II. Centres de gravité et moments d'inertie; 97. Cen- 
tres de gravité; 98. Remarques: 1° Règles de symétrie; 2° Règle de fractionnement; 
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99. Théorèmes de Guldin; 100. Exemples: 1° Demiellipsoïde homogène; 2° Cône homo- 
gène; 3° Segment de cercle homogène; 4° Arc d'hélice homogène; 101. Moments d'inertie: 
102. Remarques; 103. Relation entre les moments d'inertie d'un méme corps par rapport 
à deux droites parallèles: 1? L'une des droites passe par le centre de gravité; 2? Les 
deux droites sont quelconques; 104. Ellipsoide d'inertie: 105. Règles de symétrie; 
106. Exemples: 1? Corps de révolution homogène; 2° Cylindre homogène circulaire 
droit; 3° Sphère homogène; 4° Rectangle homogène; 5° Cercle homogène. — III. Sta- 
tique du corps solide: 107. Equations du mouvement d’un solide libre; 108. Equations 
d'équilibre d'un solide libre; 109. Systèmes de forces équivalents; 110. Réduction des 
forces appliquées à un solide; 111. Remarques sur les équations d'équilibre: 1° Cas 
général; 2° Cas ou les forces sont dans un même plan; 112. Solide soumis à des 
liaisons; 113. Equilibre d'un solide mobile autour d'un point fixe; 114. Equilibre d'un 
solide mobile autour d'un axe fixe; 115. Equilibre d'un solide mobile sans frottement 
parallèlement à un plan fixe; 116. Equilibre d'un solide qui s'appuie sans frottement 
sur un plan fixe; 117. Exercices. — IV. Equilibre d'un systéme de points matériels 
soumis à des liaisons sans frottement, méthode du travail virtuel: 118. Equations de 
liaisons; 119. Déplacements virtuels compatibles avec les liaisons; 120. Liaisons sans 
frottement; 121. Expressions des réactions; 122. Equations générales de l'équilibre; 
123. Théoréme du travail virtuel; 124. Résolution du probleme général de l'équilibre; 
125. Cas oü les forces directement appliquées dérivent d'une fonction des forces; 
126. Machines simples: 1° Balance de Roberval; 2° Balance de Quintenz; 3? Genou; 
4? Cisaille à double levier; 127. Exercices. — V. Mouvement d'un solide autour d'un 
axe fixe: 128. Equation du mouvement; 129. Application aux machines; 130. Pendule 
composé; 131. Machine d'Atwood; 132. Galvanométre à cadre mobile; 133. Résonance; 
134. Exercices. — VI. Percussions et chocs: 135. Impulsion d'une force et percussion; 
136. Point matériel soumis à des liaisons; 137. Exemple; 138. Systéme de points 
matériels; 139. Choc direct de deux corps; 140. Solide mobile autour d'un axe fixe; 
141. Galvanométre balistique; 142. Exercices. — VII. Equilibre des fils: 143. Equilibre 
d'un fil soumis à deux forces; 144. Polygone funiculaire; 145. Courbe funiculaire; 
146. Equations intrinsèques; 147. Exemples: 1° Fil homogène pesant; 2° Cáble de 
pont suspendu; 148. Fil tendu sur une surface; 149. Fil tendu suivant la section droite 
d'un cylindre. 


VILLEY, J., Physique élémentaire et théories modernes. Première partie. Molécules 
etatomes. Etats d'équilibre et mouvements de la matière. (Mécanique, Statique 
des fluides, Chaleur, Elasticité et Acoustique.) — X + 198 pp. 8. 1921. Fr.15: —. 

Eléments de Mécanique. Equilibre des solides. La conservat. de l'énergie. Equi- 
libre et propriétés des liquides. Equilibre et propriétés des gaz. Température et quan- 
tités de chaleur. Dilatations thermiques. Changements d'état. Elasticité et acoustique. 
Molécules et atomes. 


Ginn & Co. 


London. 
WENTWORTH, GEORGE and SmitH Davin Eugene, Work and Play with numbers. 
— 140 pp. 8. 60 c. 


Acta mathematica. 43. Imprimé le 28 septembre 1922. 3 
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Number work to 10. Counting to 100. Addition table completed. Practice on 
the addition table. Numbers to 1 000. Multiplication. 


Jul. Gjellerup. 
Kobenhavn. 
ANDERSEN, A. F., Studier over Cesàro's Summabilitetsmetode. Med særlig anven- 
delse overfor Potensrækkernes Teori. 100 pp. 8. 1921. 


Grundlaget for den Cesàro'ske Summabil.-met.  Teori. Om Differenser. Nogle 
Summabilitetssætninger. Anvendelser af Generalisationerne af den Bohr-Hardy’ske 
Sætning. Om Potensrækkers Summabilitetsforhold. Theses. 


Hachmeister & Thal. 
Leipzig. 
BECKER, WALTHER, Die Relativitätstheorie gemeinverständlich dargestellt. (Lehr- 
meister-Bücherei, 651—653.) — 96 pp. 8. 1921. M. 6 —. 


Paul Hartung. 
Hamburg. 


Scumipt, Harry, Weltäther, Elektrizität, Materie. Physikalische Fragen der 
Gegenwart. 124 pp. 8. 1921. M. 14: — geh. 
Vom Weltäther. Der Michelsonsche Versuch. Neues vom Lichtdruck. Gibt es 
Elektrizitätsatome? Moderne Blitzforschung. Verflüssigung der Gase. Metallnebel. 
Aus der Welt der flüssigen Kristalle. 


Scumipt, Harry, Zahl und Form. Leichtfassliche Einführung in die Mathematik. 
175 pp. «8. 1921. M. 151: — geh. 
Von den positiven und den negativen Zahlen. Von den ganzen und den gebrochenen 
Zahlen. Von den Rationalzahlen und den Irrationalzahlen. Unser Zahlensystem. Loga- 
rithmen. Von der Mathematik der Form. Von den Punkten, den Linien und den 
Winkeln. Von den ebenen Formen. Von den räumlichen Formen. 


Librairie scientifique J. Hermann. 
Paris. 
Epprneton, A. S., Exposé théorique de la Relativité Généralisée. Complément 
mathématique inédit de l'édition fr. d'Espace, Temps et Gravitation. Trad. 
de l'angl. par J. Rossignol. — IV 4-149 pp. 4. 1921. Fr. 9:60. 


Indétermination du système de coordonnées. La forme quadratique fondamentale. 
La transformat. de Lorenz. Vitesse de la lumière. Signification de la transformat. de 
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Lorenz. Simultanéité en des lieux différents. Transport des horloges. L'Univers à 
»3 +1 dimensions». Transform. de coordonnées. Champs de force. — Vecteurs con- 
trevariants et vecteurs covariants. Vecteur en math. Vect. en physique. Convention de 
sommation. Tenseurs. Prod. interieu. Contraction. Loi du quotient. Tenseurs fonda- 
mentaux. Tenseurs associés. Symboles à trois indices de Christoffel. Equat. d'une 
géodésique. Dérivée covariante d'un vecteur. Autre méthode pour trouver l'expression 
de la dérivée covariante. Dérivée covar. d'un tenseur. Interprétation de la dérivée 
covar. Tenseur de Riemann-Christoffel. Autr. formules. Probl. génér. de la différentiat. 
tensorielle. — Caractères de l'espace-temps euclidien. La loi de gravitation d'Einstein. 
Le champ d'une particule isolée. Orbites planétaires. Mouvement du périhélie, Dévia- 
tion de la lumière. Principe d'équivalence. Remarques. Tenseur symétrique gauche 
du quatrième ordre. Densité tensorielle. Divergence d’un tenseur. Les quatre identités. 
Tens. d'énergie matériel. Loi de gravitation dans la matière continue. La force. 
Dynamique du point matériel. Identité de la masse gravitationelle et de la masse 
d'inertie. Action. Une propriété des invar. Résumé. — Equations électromagnétiques. 
Effets mécaniques de l’électromagn. Tens. d'énergie électromagn. Géometrie de Weyl. 
Unité de l'Univers. Transform. de jauges. Symbole à trois indices généralisé, Inva- 
riance absolue. Tenseur de Riemann-Christoffel généralisé. Les invariants absolus. 
La jauge naturelle. Tenseur d'énergie électrique et matériel. Problème de la matière. 
Valeurs numériques. 


Goursat, Épovanp, Leçons sur le probléme de Pfaff. — VIII--386 pp. 8. 
1922. Fr. 30: —. 


Formes canoniques d'une expression de Pfaff. Intégration d'une équation de Pfaff. 
Formes symboliques de différentielles. Application des formes symboliques au problème 
de Pfaff. Invariants intégraux. Classe d'un système de Pfaff. Caractéristiques. Systè- 
mes dérivés. Probleme de Monge. Multiplicités intégr. Genre d'un systeme de Pfaff. 


Goursar, Épouarp, Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles 

du premier ordre. 2° édit. revue et aug. — 459 pp. 8. 1921. Fr. 20: —. 

Théorèmes d'existence. Équations linéaires, systèmes complets. Équations linéaires 

aux différentielles totales.  Intégrales complètes, méthode de Lagrange et Charpit. 

Méthode de Cauchy. Caractéristiques. Étude géométrique des équations à trois varia- 

bles. Courbes intégrales, solutions singulières. Première méthode de Jacobi. Seconde 

méthode de Jacobi. Généralisation de Mayer et de Lie. Théorie générale de Lie. 
Transform. de contact. Groupes de fonctions. Méthode générale d'intégration. 


Otto Hillmann, Verlagsbuchhandlung. 
Leipzig. 
ALLIATA, GruLIOo, Verstand contra Relativität. Zum Nachweis der Translation 
des Sonnensystems. — 83 pp. 8. 1922. M. 22: —. 
Das Einsteinsche Relativitütsprinzip. Experimentum crucis? Kritik d. Einsteinschen 
Begriffe. Kritik z. bisher. Interpretation d. Versuche von Michelson u. Morley u. deren 
Interpretation durch d. Verfasser. Nachweisung d. absoluten Bewegung d. Erde. Das Weltbild. 


20 Bibliographie. 


GEISSLER, KURT, Gemeinverständliche Widerlegung des formalen Relativismus 
(von Einstein und verwandten) und zusammenhängende Darstellung einer 
Grundwissenschaftlichen Relativität. — 80 pp. 8. 1921. M. 15: — geh. 


Widerlegung des formalen Relativismus. Die Lobpreisung. Bezieht sich die 
formale Relativismus nur auf physikalische Messungen? Gibt die mathemat. Darstellung 
Beweise oder neue Tatsachen? Die winzige Grösse der in Betracht kommenden Mes- 
sungen und die Mangelhafte Genauigkeit. Die Widersprechenden Versuche und ihre 
Auslegungen. Die formalen Relativitätslehren kritisch betrachtet. Die Verödung der 
Physik durch die reinformale Behandlung. Was ist am formalen Relativismus neu? Was 
für relativist. Lehren mathemat.-physik. Art gingen ihm voraus? Zusammenhängende 
Darstellung einer grundwissenschaftlich. Relativität. Allgemeine Betrachtung über Beweg. 
und Ruhe. Satzuafstellung über die Relativ. der Raum- und Zeitgrössen mit Berück- 
sichtigung der Philos. der Seinsgebiete. Bedeut. der Rel. in der allgem. Grundwissenschaft. 


Ricurer, Hans, Die Entwicklung der Begriffe: »Kraft, Stoff, Raum, Zeit», durch 
die Philosophie mit Lösung des Einsteinschen Problems. — 30 pp. 8. 1921. 


Ferdinand Hirt. 
Breslau. 


LiETZMANN, WALTHER, Lustiges und Merkwürdiges von Zahlen und Formen. 
Beispiele aus der Unterhaltungsmathemathik. — 187 pp. 8. 1922. M. 30: —. 


1. Allerlei Arten Unterhaltungsmathematik. 2. Von d. Zahlen. 3. Von d. Formen. 


Ulrico Hoepli. 
Milano. 


BERZOLART, Lurar, Geometria Analitica. I: Il metodo delle coordinate. (Manuali 
Hoepli. — IV +495 pp. 8. 1920. 


Preliminari. Coordinate nelle forme fondamentali di prima specie. Projezioni 
ortog. sopra una retta. Applicaz. alla trigonometria piana e sferica. Coordinate nel 
piano punteggiato. Equaz. di una retta. Equaz. di curve piane. Coordinate nel piano 
rigato. Coordinate nello spazio punteggiato. Equaz. di un piano. Equaz. di una 
retta. Equaz. di superficie e di curve. Coordinate nello spazio di piani. Birapporto 
di quattro elementi di una forma di prima specie. Gruppi armonici. Coordinate pro- 
jettive e projettività nelle forme di prima specie. Coordinate cartesiane e plückeriane 
omogenee di punti e rette nel piano, di punti e piani nello spazio. Coordinate pro- 
jettive nelle forme di secondo e terza specie.  Projettività tra forme di seconda specie. 
Projettività tra due spazi. Elementi di Analisi vettoriale ed applicaz. alla Geometria 
analitica. 


Porrzrrr, Luicı, Tavole di Numeri Primi entro limiti diversi e tavole affini. (Ma- 
nuali Hoepli. — XVIII +294 pp. 8. 1920. L. 10:50. 
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Série dei N. P. entro i 200.000 n. succ. Serie dei N. P. entro i 100.000 n. 
oltre 10 milioni, entro i 10.000 n. oltre 100 milioni, entro 100.000 n. oltre un 
miliardo. Serie div. di N. P. fra 32 e 80 milioni. Scomposizione dei primi 50.000 
numeri. Tavola di moltiplicaz. pei prodotti compresi entro 50.000. Serie dei N. P. 
di forma N— »(n—1)—1 compresi fra 1 e 10.400.000. Tavole div. sui fenom. di 
frequenza dei N. P. 


P. S. King & Son, Ltd. 
London S. W. 1. 


BowLey, ARTHUR L., Elements of statistics. Fourth Edit. — X +454 pp. 8. 
1920. 24 s. 


I. General elementary methods. Scope and meaning of statistics. The general 
method of statistical investigation. Definition of unit. Collection of data. "Tabulation. 
Averages. Measurements of dispersion and of skewness. Application of averages. Gra- 
phie method. Accuracy. Index-numbers. Interpolation. II. Applications of mathe- 
matics to statistics. Introductory. l'requency groups and curves. Algebraic probility 
and the normal curve of error. Law of great numbers. Application of the law of 
error. Empirical frequency equations. Theory of correlation. Examples of correla- 
tion. Partial and multiple correlation. Precision of measurements of averages, moments 
and correlation. Tests of correspondence between data and formulae appendix. Math. notes. 


Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amsterdam. 
Amsterdam. 
ScHOUTEN, J. A., Die direkte Analysis zur neueren Relativitätstheorie. (Ver- 


handelingen der Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amsterdam. 
Eerste Sectie, Deel XII, No 6.) — 95 pp. 4. 1919. 


Das Zahlensystem ZR°,, der orthogonalen Gruppe in vier Grundvariablen. Die 
Analysis zur allgemeinen Relativitütstheorie. Anwendungen. 


S. Lattes & C. 
Torino. 
Vivanti, Giurio, Lezioni di analisi infinitesimale. 2° ed. rived. ed ampliata. 
(Biblioteca tecnico-industriale.) — VII + 693 pp. 8. 1920. L. 50. 
Preliminari analit. Derivate ed integrali delle funzioni d'una variabile. Derivate 
ed integrali delle funzioni di più variabili. Applicazioni geometr. Equazioni differen- 
ziali. Elementi del calcolo delle variazioni. 


VivaAwTI, Giuxio, Esercisi di analisi infinitesimale. 2^ ed., accuratamente rived. 
ed aumentata con la collaborazione di Filippo Sibirani. (Biblioteca teenico- 
industriale. — VII + 615 pp. 8. 1920. L. 42. 
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Preliminari analit. Derivate delle funzioni d'una variabile. Derivate ed integrali 
delle funzioni di più variabili. Applicazioni geometr. Equazioni differenziali. Elementi 
del calcolo delle variazioni. 


The Macmillan Company. 
New York. 
Osaoop, WirnLrAM, F., Elementary calculus. — IX + 224 pp. 8. 1921. 
Introduction. Differentiation of algebraic functions. (General theorems.  Applica- 
tions. Infinitesimals and differentials. Trigonometrie functions. Logarithms and expo- 
nentials. Applications. The inverse trigonometric functions. 


Erich Matthes, Verlagsbuchhandlung. 
Leipzig. 
HENTSCHEL, WirLiBALD, Das Relativitätsprinzip im Rahmen einer Gesamtansicht 
von Welt und Mensch. — 77 pp. 8. 1921. M. 5:— geh. 
Welche Auffassung der lebenden Natur die richtige ist? Unsere Ansicht vom 
Raume. Zeit und Zeitgefälle. Über Rechenkünste. Über die Natur des Lichtes, Der 
Substansbegriff. Über das Dopplerprinzip. Über die Bewegung. Der Michelson-Ver- 
such. Die allgemeine Relativitätstheorie. Schlussfolgerungen. Der Relativismus im 
geistigen und moralischen Leben des Volkes. Nachwort. 


P. Noordhoff. 
Groningen. 
Bauper, P. J. H., Het Limietbegrip. Rede uitgesproken bij de aanvaarding van 
het ambt van hoogleeraar in de zuivere en toegepaste wiskunde en de me- 


chanica aan de Technische Hoogeschool de Delft, den 5den Nov. 1919. 
— 19 pp. 8. Fl. 0:75. 


van Os, Cn. H., lets over de Ontwikkeling der Meetkunde. Rede uitgesproken 
bij de aanvaarding van het ambt van boogleeraar aan de Technische Hooge- 
school te Delft, op 31 Oct. 1919. — 21 pp. 8. 1919. Fl. 0: 75. 


ScunEk, D. J E., Beginselen der Analytische Meetkunde. — VIII+144 pp. 8. 
1919. Fl. 1:90 + 20 % Crisistoeslag. 

Coórdinaten. Vergelijkingen tusschen coördinaten. De rechte lijn. Twee en 
meer rechte lijnen. De cirkel. Twee en meer cirkels. Meetkundige plaatsen. De kegel- 
sneden in het algemeen. De parabool. De ellips. De hyperbool. Transformatie van 
coórdinaten. De algemeene vergelijking van den tweeden graad. Het bepalen van ke- 
gelsneden door gegeven voorwaarden. Bundels van kegelsneden. 
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Vries, Hk. DE, Leerboek der Differentiaalen Integraalrekening, en van de Theorie 
der Differentiaalvergelijkingen. Deel I. De Differentiaal-, en elementaire 
Integraalrekening. (Noordhoffs Verzameling van Wiskundige Werken. Deel 6.) 
OSM Ds 32.1919: 

Grondslagen der Differentiaalrekening. De afgeleiden der elementaire functies. 
Hoogere afgeleiden en differentialen. Impliciete functies. Partieele afgeleiden. Het 
invoeren van nieuwe veranderlijken. Grondslagen der Integraalrekening. Het integreeren 
van rationale en irrationale breuken. Bepaalde integralen, en eenvoudige meetkundige 
toepassingen der Differtiaal- en Integraalrekening. Theorie der oneindige reeksen. De 
reeksen van Taylor en Mac-Laurin. Toepassingen der Differentiaal- en Integraalreke- 
ning op de theorie der vlakke krommen. Kromming van vlakke krommen.  Kromte- 
straal, krommingsmiddelpunt, evoluut, enz. Functies van meer dan één veranderlijke. 
Meervoudige integralen. Meetkundige toepassingen der functies van één en twee onaf- 
hankelijk veranderlijken. 


Vries, Hk. DE, Leerboek der Differentiaalen Integraalrekening, en van de Theorie 
der Differentiaal Vergelijkingen. Deel II. Integraalrekening. (Noordhoffs 
Verzameling van Wiskundige Werken. Deel 6.) — 463 pp. 8. 1920. Fl. 16:50. 

Theorie der bepaalde integralen. Aanvulling van de leer der dubbele en meer- 
voudige integralen. Lijn en oppervlakintegralen. De Integralen van Euler, of de Beta- 
en Gammafunctie.  Oneindige reeksen. Niet differentieerbare functies. De reeks van 
Fourier. Elliptische integralen en functies. Functies van één complexe veranderlijke. 
Integralen en reeksen van functies van één complexe veranderlijke. Meerwaardige func- 
ties en Riemann'sche oppervlakken. Dubbel-periodieke functies. 


Oxford University Press. 
London E. C. 4. 


Hırron, Hanorp, Plane algebraic curves. — XV +388 pp. 8. 1920. 28s. cloth. 
Introductory. . Singular points.  Curve-tracing. Tangential equation and polar 
reciprocation. Foci. Superlinear branches. Polar curves. Plücker's numbers. Qua- 
dratic. transformation. The parameter.  Derived curves.  Intersections of curves. 
Unicursal cubics. Non-singular cubics. Cubics as Jacobians. Use of parameter for 
non-singular cubics. Unicursal quartics. Quartics of deficiency one or two. Non- 
singular quartics. Circuits. Corresponding ranges and pencils. 


Payot & Cie. 
Paris. 
APPELL, P., Eléments de la théorie des vecteurs et de la géométrie analytique. 
(Collection Payot.) — 147 pp. 1921. Fr.4:—. 


1. Géom. sur une droite ou géom. à une dimension. 2. Vecteurs, somme géométr., 
moments. 3. Géom. analyt. à deux dimensions. Coordonnées, lignes. Ligne droite. 
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Courbes planes, généralités. Cercle. Ellipse, hyperbole et parabole. 4.  Géom. dans 
l’espace.  Vecteurs. Surfaces et lignes. Plans. Ligne droite. Droites et plans. 
Sphére. 


FABRE, LucrEN, Les théories d'Einstein. Nouv. éd. épurée, accrue de notes 
liminaires, d'un exposé des théories de Weyl, et de trois notes de MM. 
GUILLAUME, BRILLOUIN et SAGNAC sur leurs propres idées. — 255 pp. 8. 
1922. "Hr. 7:50: 

Exposé élémentaire et vue d'ensemble des théories d'Einstein. Genèse des théo- 
ries de la relativité de Newton à Einstein. Exposé logique des théories de la relativité. 
Le principe de la relativité restreinte. Le principe de la relativité univ. Valeur des 
théories de la relativité. 


Press of the University of Pennsylvania. 
Philadelphia. 


SMITH, HENRY BRADFORD, A primer of logic. — 48 pp. 8. 1917. 
SMITH, HENRY BRADFORD, Non-Aristotelian logic. — 40 pp. 8. 1919. 


SmitH, Henry BRADFORD, Letters on logic to a young man without a master. 
— 253, PP3=3., 1920: 


SMITH, Henry BRADFORD, Foundations of formal logic. — 56 pp. S. 1922. 
Forms of proposition recognized by the logician. Relations of »better» and 
»worse». Immediate inference. Moods of the syllogism. General solution of the 
sorites. Foundations of the calculus. General solution of the syllogism. Certain 
supposed fallacies. Alternative systems. Non-Aristotelian logic. The class. system 
and its verification. 


Luigi Pierro. 
Napoli. 


AMODEO, FEDERICO, Lezioni di geometria proiettiva dettate nella R. Universita 
di Napoli. 3% ed. migliorata e corretta... 24 ristampa con appendice di 
modifiche e aggiunte. — XV + 450 + 52 pp. 8. 1920. L. 20. 

Introd. P. 1. Forme di 1° ordine. 

Forme Semplici. Elementi immaginarii nelle forme sempl. Forme di 2° e di 
3* specie. 

P. 2. Forme di 2? ordine a una dimensione. 

Proprietà proiettive delle forme di 2? ordine ad una dimensione. Proprietà polari delle 
forme di 2? ordine a una dimensione. Proiettività di 2° ordine. Problemi di 1°, 2° 
e 3? grado. Coppie di coniche. 

Appendice. 
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ex 


AMODEO, FEDERICO, Complementi di analisi algebrica elementare. P. 2 del vol. 
2 degli Elementi di matematica. Ad uso del 2° biennio degli istituti teenici. 
3* ed. migliorata ed aumentata. — 404 + XXXIII pp. 8. 1920. L. 7:—. 


Elementi di analisi combinatoria. Frazioni continue. Disequazioni e sistemi di 
disequazioni. Analisi indeterminata di 1° grado. Funzioni finite. Limiti. Applica- 
zioni. Diagrammi e loro applicazioni. Funzioni- continue. Derivate. Forme indeter- 
minate. Applicazioni. Massimi e minimi. Discussione delle funzioni. Discussioni di 
equazioni e di problemi di 2° grado. Concetto d’integrazione. 


The Royal Geographical Society. 
London, S. W. 7. 


YouwG, ALFRED ERNEST, Some investigations in the theory of map projections. 
(R..G. S. Technical Series: No. 1.) — VII 4 76pp. 8. 1920. 6 s. net. 


I. The Minimum Error Projections. Airy's Zenithal Proj. Breusing’s proj. Ortho- 
morphic and equal area. Equidistant. With total area true. Perspective. With scale 
true at centre. Evaluation of average Error. II. The Minimum Error Conical Projections. 
Ortomorphic. Approximately equal area. Minim. error map of zone. Radial scale true. 
Plate-Carrée. Cassini. Mercator. Conformal of Gauss. Eulers with two standard 
parall. Murdoch's proj. Equidistant with total area true. Albert’s equal area. Collignon’s 
World map. G. W. Hill's proj. Best proj. for given country. Mathematical paradox. 
II. The Conical Orthomorphic Proj. with two standard parallels. (Lambert’s second) 
for the Spheroid. IV. The Polyconie Projections. Equal area a. orthomorphic. Langrange's 
for the Spheroid. The finite errors of project. The Convergency of Meridians. Expansions 
used in the work. 


L. W. Seidel & Sohn. 
Wien. 


CzuBER, EMaNUEL, Die statistischen Forschungsmethoden. — X + 238 pp. 1921. 
M. 60: —, geb. M. 72: —. 


Abschn. 1. Theorie d. festen Markmale. Bezeichn. d. Merkmale u. ihrer Verbind. 
Abhängigk. v. Merkmalen. Mittelbare Abhängigk. Mehrfache Klassifikation. 

Abschn. 9. Verteilungen in Kollektiven. Mittelwerte. Streuungsmasse. Korrelation 
zwischen zwei Variablen: Theori, prakt. Durchführung. Gebrauch d. Korrelationskoeffizienten. 
Korrelation zwischen mehr als zwei Variablen. 

Abschn. 3. Bezugnahme auf d. Wahrscheinlichkeitsrechnung. Prüfung statist. 
Reihen auf ihre Zufallsnatur. Binomiale Verteilung. Normale Häufigkeitskurve. Nor- 
male Korrelation. 


Acla mathematica. 43. Imprimé le 29 septembre 1922. 1 
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RorHE, HERMANN, Vorlesungen über höhere Mathematik. — XI + 691 pp. 8. 
1921. M. 66: —, geb. M. 84: —. 

1. Grundbegriffe d. Funktionenlehre. Der Zahlbegriff. Der Grenzbegriff. Der 
Funktionsbegriff. 2. Differentialrechnung. Differentiation von Funktionen einer Veründer- 
lichen. Hóhere Ableitungen u. Differentiale v. Funktionen einer Veränderlichen. Diffe- 
rentiation v. Funktionen v. mehreren Veränderlichen. Implizite Funktionen. 3. Integral- 
rechnung. Das unbestimmte Integral. Das bestimmte Integral. Uneigentl. Integrale. 
Merfache Integrale. Geometr. Anwendungen d. Integralrechnung. 


Sibyllen-Verlag. 
Dresden. 
PETZoLDT, JoserH, Die Stellung der Relativitätstheorie in der geistigen Entwick- 
lung der Menschheit. — 131 pp. 8. 1921. M. 8:50, geb. M. 12: 50 (+ Zuschläge). 


Stellungen d. mechan. Naturansicht. Angriff d. Philosophen. Philosoph. Sieg. 
Angrifff d. Physiker. Physikal. Sieg. Geschlossene Front. 


Society for Promoting Christian Knowledge. 


London, W. C. 2. 


HATH, THomas, Archimedes. (Pioneers of Progress. Men of Science.) — 58 pp. 
8. 1920. 1 s. 6 d, paper. 2 s. 6 d cloth. | 

Archimedes. Greek geometry to Archimedes. Works of Archimedes. Geo- 

metry of Archimedes. Sandreckoner. Mechanics. Hydrostatics. Bibliogr. Chronology. 


Julius Springer. 
Berlin, W. 9. 

Born, Max, Die Relativitätstheorie Einsteins und ihre physikalischen Grundlagen. 
Elementar dargestellt. Zweite, umgearbeitete Auflage. (Naturwissenschaft- 
liche Monographien und Lehrbücher. Dritter Band.) — XI--261 pp. 8. 1921. 
M. 156: — in Sehweden. 


FRAENCKEL, ALFRED, "Theorie der Wechselstróme, 2:e, erw. u. verbess. Aufl. 
— VII--352 pp. 8. 1921. In Deutschl.: M. 63: —, in Schweden: M. 252: —. 


Knopp, K., Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen. (Die Grundlehren 
d. mathemat. Wiss.... herausg. v. R. Courant. Bd 2.) — X +474 pp. 8. 1922. 
M. 168: —, in Schweden M. 672: — (geb. M. 180: — resp. 720: —). 


LEHMANN, W., Energie und Entropie. Eine leicht verständliche Darstellung ibres 
Wesens und der Grundlagen der Energiewirtschaft. — 40 pp. 8. 1921. 
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Stanford University. 


California. 


Mannine, W. A., Primitive Groups. P. 1. — 108 pp. 8. 1921. Dol. 1:25. 


The elementary theory of groups of permutations. Transitive groups. Groups 
characteristics. Applications of group characteristics. Transitive groups. Primitive 
groups with transitive sub-groups of lower degree. 


Theodor Steinkopff. 
Dresden & Leipzig. 


BoLLERT, Kart, Einstein's Relativitätstheorie und ihre Stellung im System der 
Gesamterfahrung. — 70 pp. 8. 1921. Kr. 1:90. 


B. G. Teubner. 
Leipzig & Berlin. 


BIEBERBACH, Lupwig, Lehrbuch der Funktionentheorie. Bd 1. Elemente der 
Funktionentheorie. — IV + 314 pp. 8. 1921. Kr. 13:65, geb. 15: 60. 


Komplexe Zahlen. Grenzwerte u. Reihen. Funktionen einer komplexen Veränder- 
lichen. Studium einiger spez. Funktionen. Integralrechn. i. komplexen Geb. Die 
Cauchysche Integralformel. Das Residuum. Analyt. Fortsetzung. Einiges üb. algebr. 
Funktionen. Einiges üb. Integrale algebr. Funktionen. Abriss einer Theorie d. ellipt. 

^ Funktionen. Einfachperiod. Funktionen. Allgem. Sätze üb. d. Darstellung d. analyt. 
Funktionen durch Reihen u. Produkte. Die Gammafunktion. 


BIEBERBACH, Lupwie, Differential- und Integralrechnung. Bd 1. Differential- 
rechnung. 2:e, verm. u. verbess. Aufl. (Teubners technische Leitfäden. Bd 
4.) — VI +132 pp. 8. 1922. Kr. 2:30. 


BIEBERBACH, Lupwic, Funktionentheorie. Mit 34 Figuren im Text. (Teubners 
technische Leitfáden. Bd 14.) — 118 pp. 8. 1922. Kr. 3:10. 


CZUBER, EMANUEL, Vorlesungen über Differential- und Integralrechnung. Zweiter 
Band. 5: durchgesehene, anastatisch gedruckte Auflage. — XI + 599pp. 8. 
1921: 

I. Grundlagen der Integralrechnung. Das bestimmte u. das unbestimmte Integral. 
Grundformeln u. Methoden der Integralrechnung. II. Unbestimmte Integrale. Integra- 
tion rationaler Funktionen. Integration irrationaler Funkt. Integr. transzendenter 
Funkt. III. Einfache u. mehrfache bestimmte Integrale. Wertbestimmung u. Schätzung 
bestimmter Integrale. Erweiterung des Integralbegriffs. Integration unendlicher Rei- 
hen. Differentiation durch Integrale definierter Funktionen. Integrat. durch Integr. 
defin. Funkt. Das Doppelintegral. Drei- u. mehrfache Integrale. Kurvenintegrale. 
Integrale von Funktionen einer komplexen Variablen. Analyt. Anvendungen. IV. An- 
wendungen der Integralrechnung. Quadratur ebener Kurven. Rektifikation von Kurven. 
Kubatur krummflächig begrenzter Körper. Komplanation krummer flächen. Massen-, 
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Moment- u. Sehwerpunktbestimmungen. Die Sätze von Green. Das Potential. V. Diffe- 
rentialgleichungen. Gewöhnliche Differentialgleichungen. Differentialgleichungen erster 
Ordnung. Allgemeines. Integrationsmethoden für Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Singuläre Lösungen gewöhnlicher Differentialgleich. erster Ordnung. Geometrische Anwen- 
dungen. Systeme von Differentialgleichungen. Differentialgleich. höherer Ordnung. 
Lineare Differentialgleich. Integration durch Reihen. Elemente der Variationsrechnung. 
Graphische Integrat. Partielle Differentialglech. erster Ordnung. Partielle Differential- 
glech. zweiter Ordnung. 


Fricke, Rosert, Die elliptischen Funktionen und ihre Anwendungen. T. 2: 
Die algebraischen Ausführungen. — VIII + 546 pp. 8. 1922. 


Zusammenstellung v. Sätzen aus d. Algebra u. Zahlentheorie: Endliche Gruppen. 
Algebraische Gleichungen. Alg. Funktionen. Alg. Zahlen. Quadratische Köper u. Formen 
negativer Diskriminante. — Additionssätze d. ellipt. Funktionen. Multiplikationssätze 
d. ellipt. Funktionen. Divisionssätze d. ellipt. Funkt. Teilwerte d. ellipt. Funkt. — 
Transformation nt Grades u. allgemeine Tansformationsgleichungen. Systeme ganzer 
ellipt. Funktionen dritter Art nt" Stufe. Spezielle Transformationsgleichungen erster 
Stufe. Aufstellung d. Transformationsgleichungen erster Stufe f. niedere Grade ». Grup- 
pen der speziellen Transformationsgleichungen u. die drei Resolventen d. Grade 5, 7, 
u. 11. Spezielle Transformationsgleichungen hóherer Stufen. 


GEHRCKE, E. Physik und Erkenntnistheorie. (Wissenschaft und Hypothese 
XXII.) — 119 pp. 8. 1921. Kr. 5:10 geh., Kr. 6:40 geb. 


PRINGSHEIM, ALFRED, Vorlesungen über Zahlen- und Funktionenlehre. Bd 1. 
Vorlesungen über Zahlenlehre (reelle und komplexe Zahlen, unendliche Al- 
gorithmen). Abt. 3. Komplexe Zahlen, Reihen mit komplexen Gliedern, 
unendliche Produkte und Kettenbrüche. (B. G. Teubner's Samml. von Lehr- 
büchern auf d. Geb. d. mathemat. Wissenschaften... Bd 40:1:3.) — IX + 
pp. 515—976. 8. 1921. Kr. 22:40, geb. Kr. 29:60. 

Abschn. 3. Komplexe Zahlen, unendl. Reihen u. Produkte aus komplexen Zahlen. 

Komplexe Zahlen, Zahlenfolgen u. Grenzwerte. Unendl. Reihen mit komplexen Glie- 
dern. Unendl. Produkte. 

Abschn. 4. Endl. u. unendl. Kettenbrüche. 

Allgem. Grundlagen d. Lehre v. d. Kettenbrüchen. Endl. u. unendl. Kettenbrüche 
aus reellen Zahlen. Kettenbrüche aus komplexen Zahlen. 


Vereinigung wissenschaftlicher Verleger. 
Berlin & Leipzig. 
BURKHARDT, Heinricn, Einführung in die Theorie der analytischen Funktionen 


einer komplexen veründerlichen. 5., umgearb. Aufl. von GEORG FABER. — 
VI + 286 pp. 8. 1921. 


Komplexe Zahlen und ihre geometrische Darstellung. Die rationalen Funktionen 
einer komplexen Veränderlichen und die durch sie vermittelten konformen Abbildungen. 
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Definitionen und Sätze aus der Theorie der reellen Veränderlichen und ihrer Funktionen. 
Eindeutige analytische Funktionen einer komplexen Veränderlichen. Mehrwertige ana- 
lytische Funktionen einer komplexen Veränderlichen. Analytische Gebilde und Riemann- 
sche Flächen. 


BURKHARDT, HEINRICH, Algebraische Analysis. 3., umgearb. Aufl. besorgt von 
G. FasER. (Burkhardt, H., Funktionentheoret. Vorlasungen. Neu herausgeg. 

von G. Faber. Bd 1: Heft 1.) — VI + 182 pp. 8. 1920. 
Einl: Aufgaben d. algebraischen Analysis. Das Rechnen mit positiven ganzen 
Zahlen. Die Null u. d. negat. Zahlen. Die Brüche. Definition d. irrationalen Zahlen. 
Addition u. Subtraktion irrationaler Zahlen. Der Begriff d. Grenzwerts. Multiplikation 
u. Division irrationaler Zahlen. Potenzen, Wurzeln, Logarithmen. Unendl. Reihen. 
Stetige Funktionen. Die binom. Reihe. Die Potenzreihen f. d. Logarithmus u. d. 
Exponentialfunktion. Die trigonometr. Funktionen. Allgem. Sätze üb. Potenzreihen. 


GROLL, M., Kartenkunde. 2t® Aufl. Neubearb. v. Orro Grar. I. Die Projektionen. 
(Sammlung Góschen 30.) — 116 pp. 8. 1922. Kr. 1:20. 
Allgemeines üb. Abbildung d. Kugeloberfläche. Abbildungen auf d. Kegelmantel 
od. Kegelprojektionen. Abbildungen auf d. Zylindermantel od. Zylinder-projektionen. 
Konventionelle Projektionen. Übersicht d. Projektionen. 


Heıtann, Fritz, Sammlung von Aufgaben aus der ebenen und sphärischen 
Trigonometrie. (Sammlung Göschen 848.) — 152 pp. 8. 1922. Kr. 1:25. 


Junker, Fn. Repetitorium und Aufgabensammlung zur Integralrechnung. 3., 
verb. Aufl. Neudr. (Samml. Göschen 147.) — 135 pp. 8. 1922. Kr. 1:20. 
Einfache unbestimmte Integrale. Integration rationaler algebr. Differentiale. 
Integr. irrationaler Differentiale. Integr. transzendenter Differentiale. Bestimmte Inte- 
grale. Anwendung d. Integralrechnung auf d. ebene Geometrie. Anwendung d. Inte- 
gralrechnung auf d. Geometrie d. Raumes. Schwerpunktsbestimmungen. Anwendung v. 
Doppelintegralen z. Berechn. v. Flächen- u. Raumgebilden. Gewöhnl. Differentialglei- 
chungen erster Ordnung. 


Lenarp, P., Über Kathodenstrahlen. Nobel-Vortrag gehalten in öffentlicher Sitzung 
der Königl. Schwedischen Akademie der Wissenschaften zu Stockholm. 2., 
verm. Aufl. mit 11 Abbild. — 120 pp. 8. 1920. 


SCHAEFER, CLEMENS, Einführung in die theoretische Physik. In zwei Bänden. 
Bd 2: T. 1. Theorie der Wärme, Molekular-kinetische Theorie der Materie. 

Mit 71 Fig. im Text. — X + 562 pp. 8. 1921. Kr. 7:20. 
4. Buch: Theorie der Wärme. Einleitung: Grundtatsachen u. Definitionen. 
Theorie d. Wärmeleitung. Der erste Hauptsatz d. Wärmetheorie. Der zweite Haupt- 
satzd. Wärmetheorie. Physikalisch homogene Systeme. Physikalisch heterogene Systeme. 
Spezielle Systeme (Gase u. verdünnte Lösungen). Die chem. Affinität u. d. Wärmetheorem 


v. Nernst. 
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5. Buch: Molekular-kinet. Theorie d. Materie. Elementare kinet. Theorie d. 
Gase. Entropie u. Wahrscheinlichkeit. Statist. Mechanik. Eingreifen d. Quantentheorie. 


SCHUSTER, AUGUST, Mathematische Unterrichts-Briefe. T. II. (Übungsbuch.) — 
IV + 288 pp. 8. 1922. Kr. 4:80. 

T. I. Bestimmung des Wertes des Quotienten g — 8 auf elementarem Wege. 
Bestimmung des Summenwertes unendl. Reihen auf elementarem Wege.  Differential- 
rechnung. Integralrechnung. Differentialgleichungen. 

T. II. Resultate und Anleitungen zur Lösung der Übungsbeispiele 122—288. 


Friedr. Vieweg & Sohn. 


Braunschweig. 


GRAMMEL, R., Der Kreisel, Seine Theorie und seine Anwendungen. — X + 350 
pp. 8. 1920. M. 42: — geh. 


I. Die Theorie des Kreisels. Der kräftefreie Kreisel. Der Kreisel unter Zwang. 
Der schwere Kreisel. II. Die Kreiselwirkungen bei Radsätzen.  Mittelbare Stabilisa- 
toren. Unmittelbare Stabilisatoren. 


von Lave, M., Die Relativit&tstheorie. Bd 2. Die allgemeine Relativitütstheorie 
und Einsteins Lehre von der Schwerkraft. — XII + 276 pp. 8. 1921. M. 
19:20, geb. M. 23: —. 
Unser Wissen v. d. Schwerkraft. Die allgem. Relativitätstheorie. Weltvektoren 
u. -tensoren in Riemannschen Räumen. Nichteuklid. Geometrie. Die Grundgesetze 
d. Physik in d. allgem. Relativitätstheorie. Anwend. d. Grundgesetze auf besond. 
Falle. Strenge Lósungen d. Feldgleichungen in Einsteins Theorie d. Schwere. Mies 
Theorie d. Materie. 


SEELIGER, R., Aufgaben aus der theoretischen Physik. Herausgegeben in Ver- 
bindung mit Prof. F. HENNING und Prof. R. v. Mises. — IX +154 pp. 8. 
1921. M. 28: —. 

I. Teil: Aufgaben. Vektorrechnung (F. Henning). Mechanik (R. v. Mises). 
Punktmechanik. Starrer Kórper. Systeme starrer Kórper. Lebende Kürper. Elastische 
Körper. Hydro- und Aeromechanik. Verschiedene Aufgaben. Elektrizität und Magne- 
tismus (R. Seeliger). Elektrostatik. Magnetostatik. Stationäre Ströme. Quasistationäre 
Vorgänge. Wärmelehre (F. Henning). Optik (R. Seeliger). Elektromagnetische Wellen. 
Brechung, Reflexion, Interferenz und Beugung, Geometrische Optik. II. Teil: Lösungen. 
Vektorrechnung. Mechanik. Elektrizität und Magnetismus. Wärmelehre. Optik. 


Winckelmann & Söhne. 
Berlin. 


KLAUS, ALFRED, Atome—Elektronen—Quanten. Die Entwicklung der Molekular- 
physik in elementarer Darstellung. — 100 pp. 8. 1921. M. 47:—. 
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1. Atomistik d. wägbaren Stoffe. 2. Atomistik d. Elektrizitit (Elektronen). 3. 
Atomistik d. Energie (Quanten). 


Leopold Voss. 
Leipzig. 
Lorenz, RicHanp, Raumerfüllung und Ionenbeweglichkeit. Mit 17 Fig. im Text 
und I Tafel. — VI + 289 pp. 8. 1922. M. 105:—, geb. M. 120: —. 
Einführung.  Übereinstimm. Zustände. Raumerfüllung u. Ionenbeweglichk. Leit- 
vermögen d. starken Elektrolyte. Ionenbeweglichk. Hydrodynam. Beweglichk. Elektro- 
dynam. Ionenbeweglichk. 


Nicola Zanichelli. 


Bologna. 


BURALI-FORTI, C., & MancorowGo, R., Elementi di calcolo vettoriale con nu- 
merose applicazioni alla geometria, alla meccanica e alla fisica-matematica. 
2* ed. riordenata e ampliata. — XIX + 250 pp. 8. 1921. L. 20:—. 

P. 1. Operazioni ed operatori vettoriali. Somma e prodotto per un numero. 
Prodotto interno e vettoriale. Calcolo baricentr. Rotazioni in un piano. Funzioni di 
numeri. Funzioni di un punto. Formazioni geometr. 

P. 2. Applicazioni del calcolo vettoriale alla geometria, alla meccanica e alla 
fisica matematica. 

Applicazioni alla geometria differenziale. Formule di calcolo integr. Applic. alla 
meccanica. Applic. all'idromeccanica. Applic. alla teoria dell’equilibrio dei corpi elast. 
isotrope. Applic. all’ elettrodinamica. Quaternioni di Hamilton. Note storiche. Bibliografia. 


TowNELLI, LEONIDA, Fondamenti di calcolo delle variazioni. Vol. 1. — VII + 
466 pp. S. 1921. L. 55:—. 

1. Teorie introduttorie. Le curve. Insiemi di funzioni e insiemi di curve. Pseu- 
dointervalli e funzioni quasi-continue. L'integrale del Lebesgue. 2. Funzioni de linee, 
forma parametr. Gli integrali in forma parametr. Condizioni necessarie per la semi- 
continuità. Condizioni sufficienti per la semicontinuità. 3. Funzioni di linee. Gli inte- 
grali in forma ordinaria. Condizioni necessarie per la semicontinuità. Condizioni suffi- 
cienti per la semicontinuità. Ulteriori proprietà degli integrale Z.. 


Divers. 
Thèses de doctorat. 


ANTOINE, Louis, Thèses présentés à la faculté des sciences de Strasbourg. 
1. Sur lhoméomorphie de deux figures et de leurs voisinages. 2. Proposi- 


tions données par la faculté. — 105 pp. 4. 1921. Gauthier-Villars, Paris. 
Curzon, H. E. J., The reversal of Halphen's transformation. — 15 pp. 8. 1920. 


1/- net. Constable and Co., Ltd., London. 





5 tiia d ifs I E 


TU OR d A TI = 
» mid Eu 
ee PT alg [Lb ae EIER 


rot i ithe. : 











7 où hioqnsd 0 4 bul] 
B. a | HET DE Hd | | 

T E. I =. 
en: iter-aanlls) oett a Gi aa wd d 
B. À zT y | gg cen Ce loti E. 

í an à N selteninred sd | scm fail. 
rar "ete ère détenir 
POTE E TL 


























I 
4 EN N I 
E - r^ 
Fuld oa e Ios Re ) E 
i R pepe Ww P 
| CONTES | De E 
+ i Ho tul a^ LE exo LN 
z j . 3 ~~ m TO un 
t alfa Huw ior wile élus alla (Orne ns 
> T ‘ Fi hy MS TH Yi fponte b arts orf een 
“es js ay FO AST 398] Le its drew iN IL MU L 
? i “Stewie. élodat uldizolitt m wesh, Pts n 


m Uu 92d AM d'ou ili m papi 


fr * , p pt os Le Tl TEE 


ÁASiaurdiéag 4 ^ x 


ix Hasen us TET alta confits Cap À 
gy ob Bet BARE DE et IE Qu ae is 
u^ i HW i k- "ng nt ” as Shore Te alin Mte; XT 
' a * fé + 
Ns i 10 lobe ini tudo ui tareas ure 
. ’ MET CI n ede ru qu | 
qon] yoy di le x laura A mil n run eh uvott i 2 ge. hé 
wi cb j ] | ! a \A mns Md: 4 x M aud Mut ^ " AS 
Los wt 7 hii) ufi a] Il a TU MIET ^M usd 
a Pal Irc I PALETTE OPEL ol Tay lau bohème fd 
' i ja MAT LN i ei bia inst Mf 
3 Miete TE Aiii Ln 
B u adm e 7 DR CE BA B 
intu — osi “allt When adhe ages ° gas 
ee edn 
cim... TET nb » 
Tee. rare Aug wi reme À 
pet € 2euccniuv quani eb m ware zusb ob cidquw 


endl eiii dvi id Jud 4 | mo rau Mint n "apes 
pos 
we — Jusduamolscadi ds la qus iT. 
ww cde | | “M 
d -* mc = / a 


^ P 











LIT 





Im A 


m / 
NT 


*. 





d D ; m, 


= TW iv P. RARE 
DICE PB OLI 





HANH eT Me Ce ren, CMe ot any 








pa 
) - 
+ 
" 
> ] 
\ 
A 
h 
J y 
ME 
¢ 
N 
€ 
ù 
4 
t 
e Í - 
il 
AE 
y 
& 
i * 
i 
3b 
A 
i | 
1 
^h 
[A | 
} wv 
" 
? 
Y 
ade N 4 » 
! i 
I ! 
AE , P 
[D thy 
M b. 1 | 
TE 
m i i 
J "MIU bM 
RD | EU 
dA Aw Ud 
> | 









Acta mathematica 


PLEASE DO NOT REMOVE 
CARDS OR SLIPS FROM THIS POCKET 
Doc SI ne 


UNIVERSITY OF TORONTO LIBRARY 

















QA Acta mathematica 


PLEASE DO NOT REMOVE 
CARDS OR SLIPS FROM THIS POCKET 
s NEN 
UNIVERSITY OF TORONTO LIBRARY 


———— 





